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Prologo 

A la Primera Edicion 


Este libro presenta una combination de la teoria de las ecuaciones diferenciales y de 
sus interesantes aplicaciones en los problemas del “mundo real”. Prirnero, y sobre todo, 
es un estudio riguroso de las ecuaciones diferenciales ordinarias y puede ser comprendi- 
do completamente por quien haya llevado un curso conipleto de un ano en Calculo. 
Ademas de las aplicaciones tradicionales, el texto incluye muchos problemas fascinan- 
tes de la “vida rear*. Estas aplicaciones son totalmente autosuficientcs. Prirnero se plan- 
tea claramente el problema, y se formulan una o mas ecuaciones difrenciales como mode- 
lo. Se encuentra la solution, y se comparan los resultados con los datos reales. En el 
texto se abarcan las siguientes aplicaciones: 

1. En la Section 1.3 se prueba que el hermoso cuadro “Los discfpulos de Emaus”, 
comprado por la Sociedad Rembrandt de Belgica en 170 000 dolares es una moder- 
na falsification. 

2. En la Section 1 .5 se deducen ecuaciones diferenciales que rigen el crecimiento pobla- 
cional de varias especies, y se comparan los resultados provenientes de los mode- 
los, con los valores conocidos de las poblaciones. 

3. En la Section 1 .6 se deducen ecuaciones diferenciales que gobiernan la tasa de varia- 
tion segun la cual los agricultores adoptan innovaciones. Sorprendentemente, las 
mismas ecuaciones diferenciales rigen la tasa de cambio o rapidez con la cual se 
adoptan innovaciones tecnologicas en industrias tan diversas como la del carbon, 
la el hierro y del acero, la de la cerveza y la del transporte por ferrocarril. 

4. En la Section 1.7 se trata de determinar si recipientes hermeticamente sellados y 
llenos con material concentrado de desecho radiactivo, se danan al sufrir un cho- 
que con el fondo del mar.En esta section sedescriben'tambien algunas alternativas 
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para obtener informacion sobre las soluciones de una ecuacion que no se puede 
resolver expHcitamente. 

5. En la Seccion 2.7 se deduce un modelo muy sencillo del sistema regulador de la 
glucosa en la sangre, y se obtiene un criterio suficientemente confiable para el diag- 
nostic© de diabetes. 

6. En la Seccion 4.5 se describendos aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a la 
evolution de la carrera armamentista y de la guerra. En la subsection 4.5.1 se dis- 
cute la teorfa de L.F. Richardson y se ajusta su modelo a la carrera armamentista 
que precedid a la Primera Guerra Mundial. Esta parte transmite tambien al lector 
una idea adecuada del concepto de estabilidad. En la Seccion 4.5.2 se deducen dos 
modelos lanchesterianos del combate, y se ajusta uno de ellos con sorprendente 
exactitud a la batalla de Iwo Jima durante la Segunda Guerra Mundial. 

7. En la Seccion 4.10 se muestra por que se incremento notablemente la proportion 
de depredadores marinos (tiburones, mantarrayas, etc.) en las pesquerias en el puerto 
de Fiume, Italia, durante los anos correspondientes a la Primera Guerra Mundial. 
La teoria que se desarrolla aqui tambien tiene aplicacion espectacular en la rocia- 

. dura de insecticidas. 

8. En la Seccion 4.1 se deduce el “principio de exclusion competitiva”, el cual afirma 
esencialmente que dos espacios no pueden cubrir sus necesidades vitales de identi- 
ca manera. 

9. En la Seccion 4.12 se estudia el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna 
la diseminacion de una epidemia en una poblacion. Este modelo permite probar 
el famoso “teorema del umbral en epidemiologfa”, el cual asegura que una epide- 
mia ocurrira solamente si el numero de personas susceptibles a la enfermedad en 
cuestion excede un cierto valor. Se comparan tambien las predicciones del modelo 
con valores reales de una epidemia en Bombay. 

10. En la Seccion 4.13 se obtiene un modelo para la diseminacion de la gonorrea y se 
prueba que uno de dos casos es posible: la enfermedad desaparece o bien el nume- 
ro de personas que padece el mal se aproxima a un valor Fijo. 

Este texto se distingue tambien por las siguientes caracterfsticas importantes: 

1. En la Seccion 1.10 se da una demostracion completa del teorema de existencia y 
unicidad para la solucion de ecuaciones diferenciales de primer orden. la demos- 
tracion esta basada en el metodo de iteracion de Picard y puede ser comprendida 
por quien haya llevado un curso completo de un ano en Calculo. 

2. En la Seccion 1.11 se muestra como resolver ecuaciones por iteracion. Este mate- 
rial tiene la ventaja adicional de reforzar la comprension de la demostracion del 
teorema de existencia y unicidad. 

3. Se dan programas en Fortran y APL para cada uno de los ejemplos numericos del 
texto. Los problemas numericos se encuentran en las secciones 1.13 a 1.17, los cua- 
les tratan de la aproximacion numerica para soluciones de ecuaciones diferencia- 
les: en la Seccion 1.11 se trata la resolution de las ecuaciones x = fix) y gM = 
0, y en la Seccion 2.8 se indica como obtener una solucion de una ecuacion diferen- 
cial en series de potencias, aun cuando no es posible resolver expHcitamente la for- 
mula de recurrencia para determinar los coeficientes. 

4. En el Apendice C, se presenta una introduction integral del lenguaje de programa- 
cion APL. Mediante este apendice se ha ensehado APL a estudiantes en solo dos 
lecciones. 
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5. Modestia aparte, la Seccion 2.12 contiene un tratamiento sobresaliente y unico de 
la funcion delta de Dirac. Estoy orgulloso de esta seccion porque elimina todas las 
ambigiiedades inherentes a la exposition tradicional del tema. 

6. Toda el algebra lineal necesaria para el estudio de sistemas de ecuaciones se presen- 
ta en las Secciones 3.1 a 3.7. Una ventaja del enfoque empleado aquf es que el lec- 
tor adquiere una idea clara de conceptos muy importantes, pero extremadamente 
abstractos, como son: independencia lineal, generadores y dimension. De hecho, 
muchos estudiantes de algebra lineal se inscriben en nuestro curso de ecuaciones 
diferenciales para entender mejor lo que se expone en el suyo. 

Ecuaciones Diferenciales y sus Aplicaciones puede utilizarse en un curso de ecua- 
ciones diferenciales ordinarias de uno o dos semestres. Esta dirigido a estudiantes que 
hayan cursado dos semestres de Calculo. Tradicionalmente los autores de un texto sefialan 
una “secuencia sugerida” para el uso de su material. En nuestro caso no se da ninguna 
sugerencia, ya que hay una gran variedad de secuencias o planes. Unicamente baste men- 
cionar que este libro puede servir para una gran variedad de cursos de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias. 

Agradezco de manera especial la ayuda de las siguientes personas en la preparation 
del manuscrito: Douglas Reber, quien escribio los programas en Fortran; Eleanor Addi- 
son, quien dibujo las ilustraciones y Kate MacDougall, Sandra Spinacci y Miriam Green, 
quienes mecanografiaron partes del manuscrito. 

Estoy muy agradecido con Walter Kaufmann-Biihler, el supervisor editorial gene- 
ral del departamento de matematicas de Springer-Verlag, y con Elizabeth Kaplan, la 
supervisora editorial de production, por su amplia ayuda y amabilidad durante la ela- 
boration del original del libro. Es un placer trabajar con profesionales como ellos. 

Por ultimo, agradezco de manera especial a Joseph P. LaSalle por el apoyo y la 
ayuda que me brindo. Gracias nuevamente, Joe. 


MARTIN BRAUN 
Nueva York 
Julio de 1976 
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Ecuaciones 
diferenciales 
de primer 
orden 


1.1 Introduccion 


Este libro es un estudio de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Una ecuacion 
diferencial es la relacion que hay entre una funcion del tiempo y sus derivadas. Las 
siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones diferenciales 


y 


dy_ 

dt 


= 3y 2 sen(r +y) 


(0 



+ / + 


d 2 y 

It 2 


(ii) 


El orden de una ecuacion diferencial es el mayor de los ordenes de las derivadas de la 
funcion y que aparece en la ecuacion. Asi pues, (i) es una ecuacion diferencial de pri- 
mer orden y (ii) es una ecuacion diferencial de tercer orden. Por solucion de una ecua- 
cion diferencial se entendera una funcion y(t ) que, junto con sus derivadas, satisface 
la relacion. Por ejemplo, la funciom 

>'(r) = 2senr- ^ cos2/ 

es una solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden 

d 2 y 

— +y = c°s 2t 
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ya que 

^-(2sen/- |cos2f) + (2sen*- jcos2/) 

= (- 2seru + j cos 2/) + 2sen/ — j cos It = cos 2/. 

Las ecuaciones diferenciales aparecen de manera natural en muchas areas de las 
ciencias y de las humanidades. En este libro se presentan anaiisis serios sobre las aplica- 
ciones de las ecuaciones diferenciales a problemas tan diversos y fascinantes como la 
deteccion de falsificaciones en articulos de arte, diagnostico de diabetes, incremento 
en el porcentaje de tiburones presentes en el Mar Mediterraneo durante la Primera Guerra 
Mundial y diseminacion de la gonorrea. El proposito es mostrar como los investigado- 
res han resuelto o tratado de resolver problemas de la vida real usando ecuaciones dife- 
renciales. AI estudiar la utilidad de las ecuaciones diferenciales, se destacan tambien 
sus limitaciones y documentan algunos de sus fracasos. 


1 .2 Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Se iniciara estudiando ecuaciones diferenciales de primer orden suponiendo que la ecua- 
cion tiene la forma o puede ser llevada a 

0 ) 

El problema es entonces el siguiente: dada f(t y y) encontrar todas las funciones >>(/) que 
satisfacen la ecuacion diferencial (1). Este problema puede ser atacado de la siguiente 
manera. Un principio fundamental de las matematicas es que la manera de resolver un 
nuevo problema es reducirlo, de alguna manera, a un problema que ya ha sido resuelto. 
En la practica se hace esto repetidas veces hasta llegar a un problema que tiene las carac- 
teristicas de uno que ya se resolvio. Dado que por el momento el problema es resolver 
ecuaciones diferenciales, es recomendable hacer una lista de las ecuaciones diferencia- 
les que pueden resolverse. Si se parte de la suposicion de que los antecedentes matema- 
ticos consisten solamente en Calculo elemental se vera que la triste realidad es que la 
unica ecuacion diferencial de primer orden que es posible resolver es 

f-s(') < 2 > 

donde g es una funcion integrable del tiempo. Para resolver la ecuacion (2), simplemen- 
te se integran ambos lados con respecto a t y se obtiene 

y(0= J g(t) dt+c - 

Aqui ces una constante arbitraria de integracion y por fg(t)dt se representa una antide- 

rivada de g; en otras palabras, una funcion cuya derivada es g. Por esto, para resolver 
cualquier otra ecuacion diferencial hay que reducirla de alguna manera a la forma (2). 
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Como se vera en la Seccion 1.9, esto es imposible de hacer en la mayoria de los casos. 
De aquf que no puedan resolverse la mayoria de las ecuaciones diferenciales sin la ayu- 
da de una computadora. Todo esto hace parecer razonable que para encontrar aquelias 
ecuaciones diferenciales que es posible resolver, hay que empezar con ecuaciones sim- 
ples, y no con una de la forma 

= ^sen(r-37VR) 
dt 

(la cual, incidentalmente, no tiene solucion exacta. La experiencia ha mostrado que las 
ecuaciones mas simples son lineales con respecto a la variable dependiente y. 

DEFINICION. La ecuacion diferencial lineal general de primer orden es 

^ +a(t)y = b(t )■ (3) 

A menos que se indique lo contrario, se supone que las funciones a(t) y b{t) son 
continuas en el tiempo. Esta ecuacion se particulariza y se llama lineal porque la varia- 
ble dependiente y aparece sola; es decir, no aparecen en la ecuacion terminos de la for- 
ma e~ y y y 3 , sen y f etc. Por ejemplo, dy/dt = y 2 + sen t y dy/dt = cos y + t son ecua- 
ciones no lineales debido a los terminos y 2 y cosy, respectivamente. 

Por el momento no es claro como resolver la ecuacion (3). Asi pues, se simplifica 
aun mas al hacer b(t) = 0. 


DEFINICION. La ecuacion 


^+a(i)y = 0 (4) 

se llama ecuacion diferencial lineal homogenea de primer orden, y la ecuacion (3) se 
denomina ecuacion diferencial lineal no homogenea de primer orden si b(t) no es iden- 
ticamente igual a cero. 


Por fortuna, la ecuacion homogenea (4) puede resolverse facilmente. Primero se 
dividen ambos lados de la ecuacion entre y y y se esribe en la forma 


dy 



Despues se observa que 


T H ^ ln|y (')' 
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donde In |y(0l signi fica el logaritmo natural de |.y(0|. De aquf que la ecuacion (4) 
puede escribirse en la forma 

^-\n\y{t)\= - a{t). (5) 

Pero esta es esencialmente la ecuacion (2), ya que se pueden integrar ambos lados de 
la ecuacion (5) para obtener 

ln|^(/)|= - J a(t)dt + c , 

donde c, es una constante arbitraria de integracion. A1 aplicar exponenciales en ambos 
miembros se obtiene 

|_y(r)| = exp |- J a(()dr + c,J = cexp^~ J a(t)drj 

o bien 

/(/)exp^Ja(r)t/rj| = c. (6) 

Ahora y(t) exp ^Ja(t)drj es una funcion continua en el tiempo, y la ecuacion (6) asegura 

que su valor absoluto es constante. Pero si el valor absoluto de una funcion y es cons- 
tante, entonces la misma funcion g debe ser constante. Para demostrarlo observese que 
si g no es constante, entonces existen dos tierrvpos diferentes t\ y t 2 para los cuales 
g(/j) = c, g(t 2 ) = ~c. Por el teorema del valoi%iedio del Calculo, g debe tomar todos 
los valores entre -c y c, lo cual es imposible si \g(0\ = c. De aqui se sigue que 

y(t) exp^ J a(t)dt^ = c, o bien, 


y(/) = cexp^~ f a(t)dt j. (7) 

La ecuacion (7) se llama solution general de la ecuacion homogenea, ya que toda 
solucion de (4) tiene esa forma. Observese que en (7) aparece una constante arbitraria 
c. E?,to no debe sorprender. En realidad, se espera que aparezca siempre una constante 
en la solucion general de cualquier ecuacion de primer orden. De hecho, si se da dy/dt 
y se desea recuperar y(t), entonces es necesario realizar una integracion y esto necesa- 
riamente involucra una constante arbitraria. Observese tambien que la ecuacion (4) tie- 
ne un numero infinito de soluciones; para cada valor de c se obtiene una solucion y(t) 
diferente. 


ejemplo i Obtener la solucion general de la ecuacion (dy/dt) + 2 ty = 0. 
SOLUCION. En estecaso, a(t) = 2 /, ast que y(t) = c exp ^ - j2/^/j = ce ' • 

Ejemplo 2 Determinar el comportamiento para t -*► de todas las soluciones de 
la ecuacion (dy/dt) + ay - 0, siendo a constante. 
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SOLUCION. La solucion general es y(t) = cexp [-/**) = ce De aqiri que, si 

a < 0, todas las soluciones con exception de y = 0 tienden a infinito. Si a > 0, todas 
las soluciones tienden a cero cuando t -+ oo. 


En las aplicaciones, usualmente no interesan todas las soluciones de (4). Mas bien 
se busca una solucion especifica y(t), que para un instante inicial t 0 toma el valor de 
y 0 . Asi pues, se desea determinar una funcion y(t) tal que 

^ +a(t)y = 0 , y(t 0 )=y 0 - (8) 

La ecuacion (8) se conoce como un problema de valor inicial por la razon obvia de que 
de la totalidad de las soluciones de la ecuacion diferencial, se busca una que inicialmen- 
te (en el instante t Q ) tome el valor y 0 . Para encontrar tal solucion se integran ambos 
miembros de (5) de t 0 a obteniendo 


f ^ln|y(j)|*= - f 'a(s)ds 


y, por otro lado. 


lnb(/)|-lnb(/ 0 )|-ln 


>-(0 


^('o) 


= — j a(s)ds. 


A1 aplicar exponenciales en ambos lados de la ecuacion se obtiene 


o bien 



La funcion dentro del signo de valor absoluto es una funcion continua en el tiempo. 
Por eso, y por el argumento antes mencionado, debe ser igual a + 1 o a -1. Para deter- 
minar cual de los dos valores es el correcto, se evalua la expresion en el punto t 0 : 



se observa que 



y de aqui se sigue que 


y(t)=yOo) ex P 
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EJEMPLO 3 Obtener la solucion del problema de valor inicial 

^ + (sen/)^ = 0, y( 0)«§. 

SOLUCldN. Aqui a(0 = sen t, asi que 

y{t) = l exp|- j sensds^ = |e (cos ' )_1 . 

EJEMPLO 4 Hallar la solucion del problema de valor inicial 

% + **y- o- >'( 1 )= 2 - 

SOLUCI6N. Aqui a{t) = e‘\ asi que 

y(/) = 2exp|- e^ds 

Ahora bien, a primera vista pareceria que este problema representa una dificultad 
muy seria, ya que no es posible integrar directamente e s \ Sin embargo, esta solucion 
es tan valida e igualmente util que la solucion del Ejemplo 3. Esto por dos razones: 
primero, hay metodos numericos muy simples para calcular el valor de la integral con 
cualquier grado de precision con ayuda de una computadora. Segundo, a pesar de que 
la solucion del Ejemplo 3 esta dada explicitamente, aun no es posible evaluarla para 
un tiempo arbitrario t sin la ayuda de una tabla de funciones trigonometricas o algun 
otro tipo de apoyo para hacer calculos, como son una calculadora electronica o una 
computadora digital. 

Ahora es posible regresar a la ecuacion no homogenea 

^ +a(t)y = b(t). 

A partir del analisis de la ecuacion homogenea es claro que el camino que hay que seguir 
para resolver la ecuacion no homogenea es expresarla en la forma 

^(“algo ”) = *(') 

y despues integrar ambos lados para despejar ese “algo” . Sin embargo, la expresion 
(i dy/dt ) 4- a{t)y no parece ser la derivada de alguna expresion simple. Es por ello que 
el siguiente paso logico en el analisis debe ser preguntarse: ^Es posible hacer que el lado 
izquierdo de la ecuacion sea la derivada, con respecto a t> de “algo”? Dicho con mas 
precision, al multiplicar ambos lados de (3) por una funcion continua fi(t) se obtiene 
una ecuacion equivalente. 




( 9 ) 
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(Por ecuaciones equivalentes se entiende que toda solucion de (9) es una solucion de 
(3), y viceversa). Asi pues, ie s posible elegir de manera que fi(t)(dy/dt) + a(t)n(t)y 
sea la derivada de alguna expresion simple? La respuesta a esta pregunta es si, y se obtiene 
mediante la siguiente observacion 


d_ 

dt 




+ 


d\i 

~dt y ' 


De aqui que pi(t)(dy/dt) + a(t)fi(t)y sera igual a la derivada de fi(t)y> si y solo si 
dfi(t)/dt - Pero esta es una ecuacion lineal homogenea de primer orden con 

respecto a /*(/), es decir, (dfi/dt) - a(t)fi = 0, la cual ya se sabe resolver. Ademas, dado 
que se requiere solamente una funcion n(t ), puede darse el valor de 1 a la constante 
c en (7) y 

f*(0= ex p(/ fl (0*)- 


Para esta /*(/), la ecuacion (9) puede escribirse como 

= ( 10 ) 


Para obtener la solucion general de la ecuacion no homogenea (3), es decir, para encon- 
trar todas las soluciones de la ecuacion no homogenea, se integran ambos miembros 
de (10), o sea, se sacan antiderivadas, y se obtiene 

p(0y = f n(t)b(t)di+c 

o bien 

y=j( t j(f /i(/)6(0* + c)-exp(-/a(/)^)(/ rtt)b{t)dt + c). (11) 


Por otro lado, si se quiere la solucion especifica de (3) que satisface la condicion 
inicial y(t 0 ) ~ es decir, si se desea resolver el probiema de valor inicial 

^ +a(t)y = b(t), y(t 0 )=y 0 

entonces se toma la integral definida en ambos lados de (10) de t 0 a t, para obtener 

y-( t )y~i j -( t o)yo = f n(s)b(s)ds 


o bien 


y 


y^y ( m(^o)^o + f‘ ' fi(s)b(s)dsj. 


( 12 ) 


OBSERVACION 1 . Notese la utilidad de conocer la solucion de la ecuacion homogS- 
nea para encontrar la funcion p(t) que permitio resolver la ecuacion no homogenea. 
Este es un magnifico ejemplo de como usar la solucion conocida de un probiema senci- 
llo para resolver un probiema dificil. 
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OBSERVACI6N 2. La funcion n(t) = exp ^Ja(t)dtjse conoce con el nombre de fac- 
tor integrante de la ecuacion no homogenea, ya que despues de multiplicar ambos lados 
de la ecuacion por /*(/) puede integrarse inmediatamente para obtener todas las soluciones. 


OBSERVACI6N 3. El lector no debe memorizar las formulas (11) y (12). Mas bien 
tratara de resolver la ecuacidn no homogenea multiplicando primero ambos lados por 
n(t), escribiendo el lado izquierdo como la derivada de n(t)y(t), y finalmente integran- 
do ambos miembros de la ecuacion. 


OBSERVAClON 4. Otra manera de resolver el problema de valor inicial (dy/dt) + 
a(t)y = b(t), y(t 0 ) = y 0 es encontrar la solucion general (11) de (3) y despues usar la 
condition inicial y(t 0 ) = y 0 para calcular el valor constante c. Si la funcion n(t)b(t) 
no puede integrarse directamente entonces hay que obtener la integral definida de (10) 
para obtener (12) y aproximar numericamente esta ecuacion. 


EJEMPLO 5 Obtener la solucion general de la ecuacion {dy/dt) - 2 ty = t. 
SOLUCI6N. Aqui a{t) - - It , asi que 

/x(/)*exp| J a(t)drj = ex f 2tdtj = e~' 2 . 

A1 multiplicar ambos lados de la ecuacion por fi(t) se obtiene la siguiente ecuacion equi- 
valente 

, o bien, ^ e ~ t2 y — te~‘\ 

De aqui se sigue que 

e~'y = j te~‘ 2 dt + | — +e 

y 

>>(/)=- 5 + ^. 

EJEMPLO 6 Hallar la solucion del problema de valor inicial 

dy 

f + 2 (v-/. y( i)- 2 . 

SOLUCI6N. Aqui a(t) = 2/, asi que 

M(0*«x p(fa(t)dtj -exp 

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por fi(t) se obtiene 
e 1 * (^7 + 20') “ , o bien, te*. 
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De modo que 


asi pues 


Como consecuencia 


f i^y(s)ds = f'se^ds 




e'y- 2e = 


2 2 


1 , 3e -,2 i,3i 

y= 2 T e + ^ 


EJEMPLO 7 Encontrar la solucion del problema de valor inicial. 


+ >’ = -r J -7' y( 2 )=i- 


SOLUCION. Aqui a{t) = 1> asi que 

H(t) = exp(fa(t)drj = exp(f 1 d/j = e’. 

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por n(t) se obtiene 

e'(4- + y)= ~ , o bien, ^- e ‘y=— — 

\dt ■ I l + 1 2 dt l + 1 2 

Por lo tanto, 

asi que 

r l s 

e'y - 3 e 2 = I — — - ds 

Jj 1+5 2 


asi que 


e'y- 3e 2 


y = e ' 3e 2 + 


f — 

Jj 1+5 


EJERCICIOS 

En cada uno de los problemas 1 a 7 encuentre la solucion general de la ecuacion dife- 
rencial dada. 


1. —r +> ; cos/ = 0 
dt 


2. +y V/ sent = 0 



10 


CAPiTULO 1 • ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


, dy , 2 1 I 

3. -j- + r y = 

dt 1 + j 2 1 + / 2 

5. -I 

dt 


t 


- 

7. — + 

dt | + ,2' 


v- = I - 


l + r 4 ' 


dy 

4. — +y = te l 
dt 

6 . f -W 


En cada uno de los problemas 8 a 14 halle la solucion de valor inicial dado. 


8. 

+ V l + t 2 y =0, y(0)= V5 

9. 

^ + Vi + t 2 e 

dt 

~'y = 0, y(0) = 

10. 

^ + VT+~r ? e"'y=0, >(0) = 0 

11. 

II 

C"4 

1 

II 

O 

X 

12. 

~ + ty=\ + t. y(j) = 0 

13. 

dy , l 

dt y i + ,2 

. y( D-2 

14. 

dv 

~2ty = 1. y(0)=l 





15. Obtenga la solucion general de la ecuacion 

(1+,2) S' +(> ' =(l+ ' 2)5/:! - 

(Sugerencia: Divida ambos lados de la ecuacion entre 1 + t l ). 

16. Halle la solucion del problema de valor inicial 

(1 + ' 2 )~|- + 4 0 ' sb *. y( D~J- 

17. Encuentre una solucion continua del problema de valor inicial 


donde 


y'+y^giO* y(0) = 0 



0< t < 1 
t> 1 


18. Demuestre que toda solucion de la ecuacion (dy/dt) + ay = be~ ct , donde aye 
son constantes positivas y b es cualquier numero real, tiende a cero cuando t tiende 
a infinito. 

19. Dada la ecuacion diferencial {dy/dt) + a{t)y = /(/) con a{t) y /(/) funciones con- 
tinuas en — oo < t < oo, a{t) > c > 0, y lim f{t) = 0, demuestre que toda solu- 

/— oo 

cion tiende a cero cuando t tiende a infinito. 


A1 buscar la solucion de la ecuacion no homogenea se supuso tacitamente que las fun- 
ciones a(t) y b{t) eran continuas, de tal forma que se pudieran llevar a cabo las integra- 
ciones necesarias. Si alguna de estas funciones fuera discontinua en el punto t \ , enton- 
ces se esperaria que las soluciones pudieran ser discontinuas para t = t\. Los problemas 
del 20 al 23 ilustran la variedad de cosas que pueden ocurrir. En los problemas 20 a 
22 determine el comportamiento de todas las soluciones de las ecuaciones diferenciales 
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dadas cuando / 0, y en el problema 23 determine el comportamiento de todas las 

soluciones cuando t ir/2: 


dt r 


22. ^ + I, = C os/+ s -^' 
dt t 7 t 


dy 

23. -j- +ytan/=sen/cos/. 
dt 


^ .3 La falsificacion de obras de arte 
por Van Meegeren 


Despues de la liberation de Belgica durante la Segunda Guerra Mundial, el departa- 
mento holandes de seguridad inicio una caceria de colaboradores de los nazis. En los 
archivos de una compama que habia vendido numerosas obras de arte a los alemanes 
descubrieron el nombre de un banquero que habia actuado como intermediario en la 
venta a Hermann Goering del cuadro Mujer en Adulterio del famoso pintor holandes 
de siglo XVII Jan Veermer. El banquero resulto ser representante de un pintor holan- 
des de tercera, H.A. Van Meegeren. El 29 de mayo de 1945 este ultimo fue arrestado 
bajo el cargo de coiaboracion con el enemigo. El 12 de julio de 1945 Van Meegeren 
sorprendio al mundo anunciando que el no habia vendido Mujer en Adulterio a Goe- 
ring. Mas aun, afirmo que ese cuadro y el bello y famoso Los Disdpulos en Emails , 
asi como otros cuatro supuestos Vermeers y dos Hoogs (pintor holandes del siglo xvn) 
eran obras suyas. Mucha gente creyo, sin embargo, que Van Meegeren estaba mintien- 
do unicamente para librarse del cargo de traicion. Para demostrar su afirmacion Van 
Meegeren inicio una falsificacion del cuadro de Vermeer Jesus entre los Doctores , para 
demostrar a los escepticos cuan buen falsificador de Vermeer era. El trabajo estaba casi 
terminado cuando Van Meegeren recibio la noticia de que el cargo de falsificacion habia 
sido sustituido por el de coiaboracion. Fue por eso que se rehuso a terminar y envejecer 
su cuadro con la esperanza de que los investigadores no descubrieran su secreto para 
envejecer las pinturas. Para resolver la pregunta se llamo a un grupo internacional de 
distinguidos quimicos, fisicos e historiadores de arte. El grupo tomo placas de rayos 
X del cuadro para determinar si habia otros cuadros debajo. Ademas, se analizaron 
los pigmentos (materias colorantes) usados en la pintura y se examinaron los cuadros 
respecto a ciertos signos de envejecimiento. 

Pero, Van Meegeren conocia bien esos metodos. Para evitar la detection habia ras- 
pado la pintura de otros cuadros antiguos de menor valor para obtener los lienzos y 
habia tratado de usar los pigmentos que emplearia Vermeer. Van Meegeren sabia tam- 
bien que la pintura vieja era extremadamente dura e imposible de disolver. Por eso, 
inteligentemente mezclo fenoformaldehido con la pintura. Esta sustancia quimica se 
endurecia como baqueiita, al calentar en un horno el cuadro terminado. 

Sin embargo, Van Meegeren fue descuidado con algunas de sus falsificaciones y 
el grupo de expertos encontro restos de un pigmento moderno, cobalto azul. Ademas 
detectaron en varios de sus cuadros el fenoformaldehido, el cual fue descubierto a prin- 
cipios del siglo xix. Con base en la evidencia, Van Meegeren fue declarado culpable 
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de falsification el 12 de octubre de 1947 y sentenciado a un ano de prision. Estando 
en reclusion sufrio un ataque cardiaco y murio el 30 de diciernbre de 1947. 

A pesar de la evidencia reunida por el grupo de expertos, mucha gente se rehusaba 
a creer que el famoso cuadro Los Discipulos de Emails fuera una falsification de Van 
Meegeren. Su objecion se basaba en el hecho de que las otras falsificaciones y el cuadro 
casi concluido Jesus entre los Doctores de Van Meegeren eran de una calidad muy infe- 
rior. Afirmaban que el creador del hermoso cuadro Los Discipulos de Emails no podria 
producir obras de tan poca calidad. De hecho, este cuadro fue certificado como un Ver- 
meer autentico por el distinguido historiador del arte A. Bredius y comprado por la 
Sociedad Rembrandt en 170 000 (dolares). La respuesta del grupo para los escepticos 
fue que debido a que Van Meegeren estaba profundamente disgustado por la falta de 
reconocimiento en el mundo artistico, trabajo entonces en Los Discipulos de Emails 
con la firme determination de probar que era mas que un pintor de tercera. Despues 
de producir esa obra maestra, su determination desaparecio. Mas aun, despues de advertir 
cuan facilmente logro el exito con Los Discipulos de Emaus , dedico menos esfuerzo 
a sus posteriores falsificaciones. Esta explication no dejo satisfechos a los escepticos, 
quienes exigfan una demostracion cientifica y contundente de que la obra citada era 
realmente una falsification. Eso hicieron recientemente, en 1967, un grupo de cientifi- 
cos de la Carnegie University Mellon, su trabajo se describe a continuation. 

El punto clave en la determination de la edad de una pintura u otros materiales 
tales com o rocas y fosiles es el fenomeno de la radiactividad, descubierto a principios 
de siglo. El ffsico Rutherford y sus colaboradores mostraron que los atomos de ciertos 
elementos “radiactivos” son inestables y que, en un intervalo de tiempo dado, una frac- 
tion fija de los atomos se desintegra espontaneamente para formar un nuevo elemento. 
Ya que la radiactividad es una propiedad del atomo, Rutherford mostro que la radiac- 
tividad de una sustancia es directamente proportional al numero de atomos presentes 
en la misma. De modo que si N(t) denota el numero de atomos existentes en el tiempo 
/, entonces dN/dt , el numero de atomos que se desintegra por unidad de tiempo es pro- 
portional a /V, es decir, 


dN 

dt 


-A/V. 


(i) 


La constante X, que es positiva, se conoce como constante de decaimiento o decreci- 
miento de la sustancia. Cuanto mayor sea X, obviamente la sustancia decrecera mas rapi- 
damente. Una medida de la rapidez de desintegracion de una sustancia es su semivida 
(o vida media) * la cual se define como el tiempo necesario para que se desintegre la 
mitad de los atomos iniciales de una sustancia radiactiva. Para calcular la semivida de 
una sustancia en terminos de X, supongase que en un tiempo t 0 , /V(f 0 ) = N 0 . Enton- 
ces, la solution al probiema de valor initial es 

A(/)= iV 0 exp| d-yj = jV 0 e~ x( '~' o) 

o bien, N/N {) = exp {-\(t - / 0 ))- Tomando logaritmos en ambos lados se obtiene 

-A(f-/ 0 ) = ln-£-. (2) 

/v 0 


* (N. del R.) El termino “vida media” es una traduceion incorreeia del ingles half-life. El nombre correcto ya acepta- 
do es semivida. 
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De modo que, si N / N 0 = | /2, entonces -\(t - t 0 ) = Irij , asi que 

, , s_ln2_ 0.6931 

(/ o)_ A " A ' 


( 3 ) 


En consecuencia, la semivida de una sustancia es In 2 dividido entre la constante de decai- 
miento X. La dimension de X, que se omitio para simplificar la notacion, es el redproco 
del tiempo. Si t se mide en anos, entonces X es el redproco de anos, y si t se mide en 
minutos, entonces X es el redproco de minutos. Se ha determinado y registrado la semi- 
vida de muchas sustancias. Por ejemplo, la semivida del carbono 14 es de 5568 anos, 
y la del uranio 238, 4500 millones de anos. 

Ahora bien, la base de la determination de edades por medio de material radiactivo 
es la siguiente: de la ecuacion (2) se puede despejar t - / 0 = 1/X In (N 0 /N). Si t 0 es el 
tiempo en el que la sustancia se formo o elaboro, entonces la edad de la misma es 
1/X In (N 0 /N). La constante de decaimiento se conoce o puede calcularse en la mayo- 
ria de los casos. Mas aun, usualmente es posible calcular TV con facilidad. Asi pues, 
si se conociera N 0 podria calcularse la edad de la sustancia. Esto claramente represen- 
ta un problema, ya que por lo comun no se conoce N 0 . En algunos casos, sin embargo, 
es factible calcular a N 0 indirectamente o al menos algun intervalo confiable en el que 
se deba encontrar. Tal es el caso de las falsificaciones de Van Meegeren. 

Los siguientes hechos de la quimica elemental son bien conocidos. Casi cualquier 
roca de la corteza terrestre contiene una pequena cantidad de uranio. El uranio en las 
rocas decae en otro elemento radiactivo y este en otro, y asi sucesivamente (Fig. 1) has- 
ta llegar al plomo, el cual ya no es radiactivo. El uranio (cuya semivida es superior a 
los cuatro mil millones de anos) suministra los elementos que le siguen en la cadena, 
de manera que tan pronto como decaen son reemplazados por los elementos precedentes. 

Ahora bien, todas las pinturas contienen pequenas cantidades del elemento radiac- 
tivo plomo 210 (Pb 210 ) y cantidades aun menores de radio 226 (Ra 226 ), ya que estos 
elementos estan contenidos en el plomo bianco (oxido de plomo) que es un pigmento 
que los artistas han usado por mas de 2000 anos. Para el analisis que se llevara a cabo 
a continuation, es importante notar que el plomo bianco se obtiene de plomo metalico, 
el cual a su vez se extrae de una roca llamada mineral o mena de plomo, mediante un 
proceso conocido como fundicion. En este proceso el plomo 210 en el mineral va junto 
en el plomo metalico. Sin embargo, entre 90% y 95% del radio y sus derivados se elimi- 
nan junto con otros productos secundarios en un material llamado escoria. Asi pues, 
la mayor parte de la fuente de plomo 210 queda eliminada y este empieza a decaer 
muy rapido, con una semivida de 22 anos. Tal proceso continua hasta que el plomo 
210 en el plomo bianco se encuentra una vez mas en equilibrio radiactivo con la peque- 
na cantidad presente de radio; es decir, la desintegracion del plomo 210 se equilibra 
exactamente con la desintegracion del radio. 

Ahora se usara esta information para calcular la cantidad de plomo 210 presente 
en una muestra, en terminos de la cantidad original presente en el momento de la manu- 
factura. Sea y(t) la cantidad de plomo 210 poi gramo de plomo bianco en el tiempo 
/, y sea y 0 la cantidad de plomo 210 pot gramo de plomo bianco en el tiempo de la 
manufactura t Q \ asi mismo, sea r(t) el numero de desintegraciones de radio 226 por 
minuto y por gramo de plomo bianco en el tiempo t. Si X es la constante de decaimiento 
del plomo 210, entonces. 


dy 

— = -A y + r(t), y(t 0 )=y 0 . 


( 4 ) 
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FlGURA 1 . La serie del uranio. (Los tiempos sobre las flechas corresponden a la semi- 
vida de cada etapa.) 
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Dado que solo interesa un periodo de por lo menos 300 anos, se supondra que la 
cantidad de radio 226, cuya semivida es de 1800 anos, permanece constante, de modo 
que r(t) es una constante r. Multiplicando ambos lados de la ecuacion diferenciai por 
el factor integrante ji(0 = e Xt se obtiene 


De aqui se sigue 

e Xt y ( / ) — e Xt °y 0 - ~(e Xl ~ e Xt ° ) 

A 

o bien 

y{t)~ -^0 — € ~ x ( l ~ /o ^) + y§£ ~ x {* ~ { °\ (5) 

A 

Por lo tanto, y(t) y r pueden medirse facilmente. De modo que si se conociera y 0 
podria usarse la ecuacion (5) para calcular (t - / 0 ) y con ello determinar la edad de la 
pintura. Sin embargo, como ya se menciono, no es posible medir y 0 directamente. Un 
camino para salir de esta dificultad es el hecho de que la cantidad original de plomo 
210 se encontraba en equilibrio radiactivo con la cantidad aun mayor de radio 226 en 
la mena de la cual se extrajo el metal. Una opcion es tomar muestras de diferentes mine- 
rales y contar el numero de desintegraciones de radio 226. Esto fue hecho en una varie- 
dad de menas y los resultados se describen en la Tabla 1. Tales cifras varian de 0.18 
a 140. En consecuencia, el numero de desintegraciones de plomo 210 por minuto y por 
gramo de plomo bianco en el momento de la manufactura variara de 0.18 a 140. Esto 
implica que y 0 variara tambien en un intervalo grande, ya que el numero de desinte- 
graciones de plomo 210 es proporcional a la cantidad presente. Asi pues, no se puede 
usar la ecuacion (5) para obtener una aproximacion exacta o siquiera una aproxima- 
cion burda de la edad de la pintura. 


Tabla i. Muestras de mineral y mineral concentrado. La desintegracion esta dada por 
gramo de plomo bianco 


Descripcion y Procedencia 

Desintegraciones por 
minuto de Ra 226 

Mineral 

concentrado 

(Oklahoma-Kansas) 

4.5 

Mineral 

en bruto triturado 

(S.E. Missouri) 

2.4 

Mineral 

concentrado 

(S.E. Missouri) 

0.7 

Mineral 

concentrado 

(Idaho) 

2.2 

Mineral 

concentrado 

(Idaho) 

0.18 

Mineral 

concentrado 

(Washington) 

140.0 

Mineral 

concentrado 

(Columbia Britanica) 

1.9 

Mineral 

concentrado 

(Columbia Britanica) 

0.4 

Mineral 

concentrado 

(Bolivia) 

1.6 

Mineral 

concentrado 

(Australia) 

1.1 


Sin embargo, es posible usar la ecuacion (5) para distinguir entre una pintura del 
Siglo xvn y una falsificacion moderna. La base para esta afirmacion es la sencilla ob- 
servacion de que si la pintura es muy antigua comparada con la semivida de 22 anos 
del plomo, entonces la radiactividad del plomo 210 en la pintura sera casi igual a 
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la del radio en la pintura. Por otra parte, si la pintura es moderna (alrededor de 20 anos 
antigiiedad) entonces la radiactividad del plomo 210 sera mucho mayor que la del radio. 

Este argumento se precisa de la siguiente manera: supongase que la pintura en cues- 
tion es muy reciente o de hace aproximadamente 300 anos. Hagase t - t 0 = 300 en (5). 
Entonces, despues de un poco de algebra se ve que 

( 6 ) 

Si la pintura realmente es una falsificacion moderna, entonces X_y 0 sera extrema- 
damente grande. Para determinar cuan grande es una tasa de desintegracion se observa 
(Ejercicio 1) que si el plomo 210 decae originalmente (en el momento de la manufactu- 
ra) a una tasa o rapidez de 100 desintegraciones por minuto por gramo de plomo bian- 
co, entonces el mineral del que se extrajo tenia una concentracion de uranio de apTOxi- 
madamente 0.014%. Esta es una concentracion muy alta de uranio, ya que la cantidad 
promedio de uranio en las rocas de la corteza terrestre es aproximadamente de 2.7 par- 
ies por milton. Por otro lado, existen muestras muy extranas, encontradas en el hemis- 
ferio norte, cuyo contenido de uranio es de 2 a 3%. Para tener seguridad se dira que 
la tasa de desintegracion del plomo 210 es absurda si excede de 30 000 desintegraciones 
por minuto por gramo de plomo bianco. 

Para evaluar \y 0 hay que calcular la tasa de desintegracion actual, \y(t), del plo- 
mo 210, la tasa de desintegracion del radio 226 y e 300X . Dado que la tasa del polonio 
210 (Po 210 ) es igual a la del plomo 210 despues de varios anos y la tasa de desintegra- 
cion del polonio 210 es mas facil de medir, se sustituyen los valores del plomo 210 por 
los del polonio. Para calcular e 300X se observa de (3) que X = (In 2/22). De aqui se sigue 
que 


^300A _ e (300/22)ln2_. 2( ,5 °/ n ) 

Las tasas de desintegracion del polonio 210 y del radio 226 se midieron en el caso de 
Los Discipulos de Emails y de varias otras supuestas falsificaciones; los valores apare- 
cen en la Tabla 2. 


TABLA 2. Pinturas de procedencia dudosa. La desintegracion esta dada en minutos, por 
gramo de plomo bianco 


Descripcion 

■*io 

Desintegracion del Po" 

Desintegracion de Ra 226 

Los Discipulos de Emails 

8.5 

0.8 

El Lavado de Pies 

12.6 


Mujer Leyendo Musica 

10.3 


Mujer Tocando Mandolina 

8.2 

0.17 

Tejedora de Encaje 

1.5 

1.4 

Mujer Sonriente 

5.2 

6.0 


Si ahora se calcula \y 0 a partir de (6) para el plomo bianco en la pintura Los Discipu- 
los de Emails se obtiene 


V 0 - ( 8.5)2 150/u - 0.8(2 ,50/ " -1) 
= 98.050 
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lo cual no puede ser aceptado en absoluto. Asi que dicha pintura debe ser una falsifica- 
cion moderna. Por medio de un analisis similar (Ejercicios del 2 al 4) se demostro irre- 
futablemente que las pinturas El Lavado de Pies , Mujer Leyendo Musica y Mujer Tocan- 
do Mandolina eran falsos Vermeers. Por otro lado, los cuadros Tejedora de Encaje y 
Mujer sonriente no pueden ser falsi ficaciones recientes de Vermeer, como afirman algu- 
nos expertos, ya que para estas dos pinturas, el polonio 210 esta casi en equilibrio ra- 
diactivo con el radio 226, cosa que no se ha observado en ninguna muestra de cuadros 
de los siglos XIX y XX. 
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marzo, 1967. 
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and Applications, Science (160), pag. 413-415, abril, 1968. 


EJERCICIOS 

1. En este ejercicio se muestra como calcular la concentracion de uranio en un mine- 
ral a partir de las desintegraciones por minuto y por gramo de plomo [dpm/(g Pb)] 
del plomo 210 en el mineral. 

(a) La semivida del uranio 238 es de 4.51 x 10 9 anos. Dado que esta semivida 
es tan larga, puede suponerse que la cantidad de uranio en la mena es constan- 
te durante un periodo de doscientos o trescientos anos. Denote por N(t) el 
niimero de atomos de U 238 por gramo de plomo comiin en la mena en el tiem- 
po /. Como el plomo 210 esta en equilibrio radiactivo con el uranio en el mine- 
ral, se sabe que dN/dt = —\N = “100dpm/gPb en el tiempo t 0 . (Sugeren- 
cia: 1 aho = 525 600 minutes.) 

(b) A partir del hecho de que un mol de uranio 238 pesa 238 gramos y que hay 
6.02 x 10 23 atomos en un mol, demuestre que la concentracion de uranio en 
la mena es de aproximadamente 0.014%. 

En cada una de las pinturas 2, 3 y 4 use los datos de la Tabla 2, para calciSar la activi- 
dad en desintegraciones por minuto de la cantidad original de plomo 210 por gramo 
de plomo bianco y concluya que todas estas pinturas son falsos Vermeers. 

2. El Lavado de Pies . 

3. Mujer Leyendo Musica. 

4. Mujer Tocando Mandolina. 

5. El siguiente problema describe una deduction muy precisa de la edad del uranio. 
(a) Denote por N 2 ^{1) y ^23s(0 el numero de atomos de U 238 y U 235 en el tiem- 
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po t en una muestra de uranio, y tome como t = 0 el instante en el que esta 
muestra fue creada. Por la ley de decaimiento radiactivo 





— In 2 
0.707(10) 9 


*235(0- 


Resuelva estas ecuaciones para evaluar N 2 ^(0 y ^235 (0 en terminos de los 
numeros iniciales A^g y M 35 • 

(b) En 1949 la relation de U 238 y U 235 en una muestra era de 137 a 8. Suponien- 
do que, en el momento de la creation de una muestra, aparecieron iguales can- 
tidades de U 238 y U 235 , demuestre que la edad del uranio es de 5.96 x 10 9 
anos. Este valor es universalmente aceptado como la edad de dicho elemento. 

6. En una muestra de samarskita descubierta recientemente habi'a 3 gramos de torio 
(Th 232 ). El torio decae a plomo 208 (Pb 208 ) mediante la reaction Th 232 -► Pb 208 + 
6(4He 4 ). Se determino que se producfan 0.0376 gramos de plomo 208 por la desin- 
tegracion del torio original en la muestra. Sabiendo que la semivida del torio es 
de 13 900 millones de anos, calcule la edad de esta muestra de samarskita. ( Suge - 
rencia: 0.0376 gramos de Pb 208 son el producto del decaimiento de (232/208) x 
0.0376 gramos de Torio.) 


Uno de los metodos mas precisos para determinar la edad de restos arqueologicos es 
el metodo del carbono 14 (C 14 ) descubierto por Willard Libby alrededor de 1949. El 
principio de este metodo es maravillosamente simple: La atmosfera de la Tierra es bom- 
bardeada constantemente por los rayos cosmicos. Estos producen neutrones en la atmos- 
fera, los cuales se combinan con nitrogeno para producir C 14 , que se conoce como 
radiocarbono, ya que declina radiactivamente. Ahora bien, dicho radiocarbono se incor- 
pora al dioxido de carbono y se desplaza asi en la atmosfera para ser absorbido por 
los vegetales. Los animales, a su vez, incorporan radiocarbono a sus tejidos al comer 
las plantas. En los tejidos vivientes, la tasa de ingestion de C 14 esta exactamente en 
equilibrio con la tasa de desintegracion de C 14 . Sin embargo, cuando un organismo 
muere, deja de incorporar C 14 y, asi la concentration de C 14 presente comienza a decre- 
cer. Ahora bien, una suposicion fundamental de la fisica es que la tasa de bombardeo 
de la atmosfera terrestre por los rayos cosmicos ha permanecido constante. Esto impli- 
ca que la tasa original de desintegracion del C 14 en una muestra como el carbon vege- 
tal es igual a la tasa medida hoy en dia.* Esta suposicion permite determinar la edad 
de una muestra de carbon vegetal. Denotese por N{t) la cantidad de carbono 14 presente 
en una muestra en el tiempo /, y por N 0 la cantidad existente en tiempo t = 0, cuando 
la muestra se formo. Si X denota la constante de desintegracion del C 14 (la semivida 


* Desde mediados de la decada de 1950 los ensayos de armas nucleares han incrementado notablemente la cantidad 
de carbono radiactivo en la atmdsfera. Irdnicamente esta situation permite otro metodo muy eficiente de detection de falsi- 
ficaciones. De hecho, muchos materiales que usan los artistas, tales como el aceite de linaza y los lienzos, provienen de plan- 
tas y animales y, por lo tanto, contienen la misma concentracidn de carbono 14 que la atmosfera en el momento en que 
muere la planta o el animal. Asi pues, el aceite de linaza (que es un derivado del lino) producido en los ultimos aftos contiene 
concentraciones mucho mis alias de carbono 14 que el producido antes de 1950. 
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del carbono 14 es de 5 568 anos) entonces dN(t)/dt = \N(t) y N( 0) = N 0 . Como con- 
secuencia, N(t) = N 0 e~ Xt . Ahora bien, R(t), la tasa actual de desintegracion del C 14 
en la muestra, esta dada por R(t) = \N(t) = \N 0 e ~ Xt , y la tasa original de desinte- 
gracion es i?(0) = \N(t) = \N 0 . As i pues, R(t)/R( 0) = e~ Xt y de modo que t = 
(l/\)ln [/?(0)//?(f)]. Por esto, si se mide R(t ), la tasa actual de desintegracion del C 14 
en el carbon vegetal, y se observa que i?(0) debe ser igual a la tasa de desintegracion 
de una cantidad igual de madera viva, entonces puede calcularse la edad t del carbon 
vegetal. Los siguientes dos problemas son ilustraciones reales de este metodo. 

7. El nivel de carbon vegetal despues que estuvieron habitadas las famosas grutas de 
Lascaux en Francia dio una medida de 0.91 desintegraciones por minuto por gra- 
mo en 1950. La madera viva da 6.68 desintegraciones. Calcule la epoca en que estu- 
vieron habitadas, y por tanto la edad probable de las sorprendentes pinturas que 
se hallan en las grutas de Lascaux. 

8. En la excavacion de 1950 en Nippur, una ciudad de Babilonia, el carbon vegetal 
de la viga de un techo dio una cuenta o medida de 4.09 desintegraciones por minu- 
to y por gramo. La madera viva da 6.68 desintegraciones. Suponiendo que este 
carbon vegetal se formo durante la epoca de Hamurabi, realice una estimacion de 
la fecha probable de la sucesion de Hamurabi. 


1 .4 Ecuaciones separables 


La ecuacion diferencial lineal homogenea de primer orden 

^ + a (‘)y = o (i) 

se resolvio dividiendo ambos lados de la ecuacion entre y(t) para obtener la ecuacion 
equivalente 


1 


dy{t) 


--«(') 


y{t) dt 

y observando que la ecuacion (2) puede escribirse en la forma 

d 


dt 


lnb(0l"~«(0- 


( 2 ) 

( 3 ) 


Al integrar ambos lados de (3) se encontro In |.y(/)| y, por lo tanto, y(t). De manera 
totalmente analoga puede resolverse la ecuacion diferencial mas general 


<ty_ _ g(0 
dt . f(y) 


( 4 ) 


donde f y g son funciones continuas deyyt. Esta ecuacion, y cualquier otra que pueda 
escribirse de tal forma, se llama ecuacion separable. Para resolver (4) se multiplican 





20 CAPiTULO 1 • ECUACIONES DIFERENCIAIES DE PRIMER ORDEN 

primero ambos lados por f(y) para obtener la siguiente ecuacion equivalente 

(5) 

Despues, se observa que (5) puede escribirse en la forma 

-^F(y(t)) = g(t) (6) 

donde F(y) es una antiderivada de f(y), es decir, F(y) 

F(y(t)) = f g(t)dt + c 

donde c es una constante arbitraria de integration. Para 
de (4) se despeja y = y{t) de (7). 


= J f(y)dy. Por lo tanto, 

( 7 ) 

encontrar la solucion general 


EJEMPLO 1 Obtener la solucion general de la ecuacion dy/dt = t 2 /y 2 . 
SOLUClON. Multiplicando ambos lados de la ecuacion por y 2 resulta 


2 dy ,2 w d y 3 ( 0 ,2 

y ~T = t , o bien, — — = t . 

dt dt 3 

Por Io tanto, > ,3 (t) = t 1 + c donde c es una constante arbitraria. Asi pues, y(t) = 
+ c) 1/3 . 


EJEMPLO 2 Encontrar la solucion general de la ecuacion 

Jy 


dt 


t- r-0. 


SOLUCI6N. Esta ecuacion puede escribirse en la forma 


e y(t) _ [3 

dt 


por lo tanto, e y ^ = t 2 / 2 4 - t 4 / 4 + c. A1 sacar logaritmos en ambos lados de la ecua- 
cion se obtienej>(0 = ln(f 2 /2 4 - t 4 / 4 4 - c). 


Ademas de la ecuacion diferencial (4) se impone muchas veces una condicion ini- 
cial a y(t) de la forma y(t 0 ) = y Q . La ecuacion diferencial (4) junto con la condicion 
inicial y(t 0 ) = y 0 es un problema de valor inicial. Un probiema de esta clase puede 
resolverse de dos maneras. Una forma es utilizar la condicion inicial y(t 0 ) = yo P ara 
encontrar el valor de la constante c en (7), y otra es integrando ambos lados de (6) de 
t 0 a t para obtener 


F(y(t))~ F(y 0 )= f g(s)ds. 


( 8 ) 
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Observando que 


F{y)~F{y*)= [ y /(r)dr, 

J y o 

la ecuacion se puede escribir en forma mas sencilla 

( y f{r)dr= f g(s)ds. 


( 9 ) 


( 10 ) 


EJEMPLO 3 Encontrar la solucion al problema de valor initial 

ey< Tt - ( , + /3 ) =0 ’ 

SOLUCldN. Metodo (i). Del Ejempio 2 se sabe que ia solucion general de esta ecua- 
cion es>> = ln(/ 2 /2 + t 4 / 4 + c). Tomando t = 1 yy = 1 seobtiene 1 = ln( 3 /4 + c), 
o bien c = e - De aqui se sigue que >>(0 = ln(e - 3 /4 + t 2 / 2 + t 4 / 4. 


Metodo (ii), De (10) resulta 


Por lo tanto, 



e y — e = 




y y(/) = ln(e — 3/4+ r 2 / 2 + / 4 /4). 


EJEMPLO 4 Resolver el problema de valor inicial dy/dt = 1 + y 1 , y(0) = 0. 

SOLUCION. Al dividir ambos miembros de la ecuacion entre 1 + y 2 se obtiene la 
ecuacion equivalente 1/(1 + y 2 )dy/dt = 1. Entonces, de (10) se sigue 



Por lo tanto, arc tan y = /, e y - tan/. 

La solucion y = tan / tiene la inconveniencia de que tiende a ±°° en / = ±7r/2. Y 
lo que es mas problematic es el hecho de que no hay nada en el problema de valor 
inicial que sugiera la posibilidad de dificultades en / = ±7r/2. Pero la realidad es que 
las soluciones de ecuaciones diferenciales perfectas pueden tender a infinite en un tiem- 
po finite. Asi pues, las soluciones no pueden ser calculadas para todo valor de /, sino 
s61o para un intervalo finito abierto a < t < b. Mas aun, como el siguiente ejempio 
lo muestra, diferentes soluciones de una misma ecuacion diferencial tienden a infinito 
para distintos valores de tiempo. 


EJEMPLO 5 Resolver el problema de valor inicial dy/dt = 1 + y 1 , _y(0) = 1 . 
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SOLUCION. De (10) se obtiene 



Por lo tanto, arctany - arc tan 1 = t, o bien y = tan(r + ir/4). Esta solucion existe 
en el intervalo abierto -3ir/4 < t < x/4. 


EJEMPLO 6 Encontrar la solucion y(t ) del problema de valor inicial 

y^ +(1 +> ,2 )sen/ = 0, >>(0)=1. 

SOLUCI6N. A1 dividir ambos lados de la ecuacion diferencial entre 1 + y 2 se tiene 
que 


y dy 

1 +y 2 dt 


-sea/. 


y, por lo tanto, 


asi que 




senj^fc, 


^ln(l +>» 2 )- |ln2 = cos/- 1. 

Despejando y(t) en esta ecuacion se obtiene 

y(t)= ±(2e- 4 ™ i '/ 2 -l)' /2 . 

Para determinar si se toma la rafz negativa o la positiva, se observa que >>(0) es positi- 
vo. Por lo tanto, 


>-(/) = ( 2e~ Axnh/2 - \) /2 
Esta solucidn esta definida solamente para 


2e" 4 sen 2/ / 2 > l 

o bien 

e 4sen 2 //2 <2 . (11) 

Dado que la funcion logaritmo es monotona creciente, es posible tomar el logaritmo 
en ambos lados de (1 1) conservando la desigualdad. Asi pues 4 sen 2 t/2 < In 2, lo cual 
implica 

t_ 

2 

Por lo tanto, y(t) existe solo en el intervalo abierto ( -a , a), donde 


< arc sen 


Vln2 


a = 2arcsen[ Vln2 /2]. 



1 .4 • Ecuaciones separables 


23 


Ahora bien, esto parece ser una nueva dificultad asociada a las ecuaciones no lineales, 
ya que y(t) simplemente “desaparece” para t = ±a sin tender a infinito. Sin embargo, 
esta aparente dificultad puede explicarse con facilidad e incluso anticipar si se escribe 
la ecuacion diferencial en la forma estandar 

dy _ (l+y 2 )sen/ 

dt y 

Notese que esta ecuacion diferencial no esta definida para jy = 0. Por lo tanto, si una 
solucion y{t) toma el valor de cero para algun valor t = /*, entonces no puede esperar- 
se que este definida para t > t*. Esto es exactamente lo que ocurre aquf, ya que 
y(±a) = 0. 


EJEMPLO 7 Resolver el problema de valor inicial dy/dt = (1 4- y)t y y(0) = -1. 

SOLUCION. En este caso no es posible dividir ambos lados de la ecuacion diferencial 
entre 1 4- y, yaque^(O) = -1. Sin embargo, es facil ver que y(t) - -1 es una solucion 
del problema de valor inicial, y en la Seccion 1.10 se mostrara que es la unica solucion. 
Mas en general, considerese el problema de valor inicial dy/dt = f(y)g(t), y(t 0 ) = y 0 , 
dond? f{yo) = 0. Ciertamente y(t) - y 0 es una solucion del problema de valor ini- 
cial, y en la Seccion 1 . 10 se mostrara que es la unica solucion si df/dy existe y es continua. 


EJEMPLO 8 Resolver el problema de valor inicial 

(1 + e y )dy/dt= cos t, y(ir/2) = 3. 

Solucion. De (10) se obtiene 

f y (l 4- e r )dr- f cos sds 
h Jfr/2 

de modo que^ + e y = 2 + e 1 + senr. No es posible resolver esta ecuacion explici- 
tamente para^ como funcion de t. De hecho en la mayoria de las ecuaciones separables 
no puede resolverse para y como funcion de t. As i pues, la afirmacion de que 

y + e y = 2+ e 3 +sen/ 

es la solucidn del problema de valor inicial significa en realidad que es una solucidn 
implicita mas que explfcita. Esto no representa ninguna dificultad en las aplicaciones, 
ya que siempre es posible encontrar.y(0 numericamente con la ayuda de una computa- 
dora digital. (Seccion 1.11.) 


EJEMPLO 9 Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial dy/dt = —t/y. 

SOLUCION. Multiplicando ambos lados de la ecuacidn diferencial por y se obtiene 
y dy/dt = De lo anterior 


y 2 + t 2 — c 2 . 


( 12 ) 
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Ahora bien, las curvas descritas por (12) son cerradas, y no se pueden resolver para 
determinar y como una funcion de valor unico de t . El origen de esta dificultad, por 
supuesto, es-el hecho de que la ecuacion diferencial no esta definida paraj> = 0. Sin 
embargo, las circunferencias t 2 + y 2 = c 2 estan perfectamente definidas incluso par 
y - 0. Las circunferencias t 2 + y 2 = c 2 se liaman curvas soluciones de la ecuacion 
diferencial 

dy/dt=-t/y . 

Mas en general, se dice que toda curva definida por (7) es una curva solucion de (4). 


ejercicios 


En cada uno de los problemas 1 a 5, obtenga la solucion general de la ecuacidn diferen- 
cial dada 

, dy , tanx + tany 

l. (1 + ,*)- = l +y>. Sugerencia: tan(x +.y) = 1 _ tan ytanv • 


2. J=(l + /)(1 +y) 

4 . ^ = 

dt 


d) V_ 
dt 


3. ^- = l-t+y 2 -ty 2 


. dy 

5. cos^sen/ =sen/cos/ 


En cada uno de los problemas 6 a 12 resuelva el problema de valor inicial dado y deter- 
mine el intervalo de existencia de cada solucion. 


dy_ 

dt 


6. / 2 (1 + y 2 ) + ly~- =0, _y(0)=l 


„ It , 

7. — = t > y( 2) = 3 


dt 


y+yr 


8. (l + / 2 ) 1 / 2 ^=/y 3 (l + / 2 )-'/ 2 , /(0)=1 


9 }l + 4t + 2 (0) _ _ j 

dt 2(y— 1) ’ y( > 

dy — tseny 

10 . cos yii =~— r , y ( »)-*/2 


11 . -j- = k(a —y)(b—y), y(0) = 0,a,b>0 

dy 

12. -ycost, y(l) = 0 

13. Toda ecuacion de la forma dy/dt = f(y) es separable. Asi pues, es posible resol- 
ver todas las ecuaciones diferenciales de primer orden en las cuales no aparece el 
tiempo en forma explicita. Ahora suponga que se tiene una ecuacion diferencial 
de la forma dy/dt = f(y/t). Por ejemplo, la ecuacion dy/dt = sen (y/t). Las ecua- 
ciones diferenciales de esta forma se liaman ecuaciones homogeneas. Como el lado 
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derecho de la ecuacion depende solamente de y/t se sugiere hacer la sustitucion 
y/t = v, o bien y = tv. 

(a) Demuestre que esta sustitucion transforma la ecuacidn dy/dt = f{y/t) en la 
ecuacion equivalente tdv/dt + v = f(v), la cual es separable. 

(b) Encuentre la solucion general de la ecuacion dy/dt = 2{y/t) + {y/t) 1 . 


14. Determine cuales de las siguientes funciones de t y de y pueden expresarse como 
funciones de la variable y/t. 


(a) 


y l + 2ty 


(d) Iny — !rw + 


/ + y 


(g) sen 


'-\V 


(b) 


(e) 


(H) 


v/ 2 +y 3 




(l 2 + 7ty + 9y 2 )' /2 


3/ + 5v* 


(c) 




(f) In Vt+y -InVt-J 


15. Resuelva el problema de valor inicial t(dy/dt) = y + 4t J ~+y r .yV) = 0. 
Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 


16 . 2,v%=)v 2 -t 2 

' dt 


17 . (,-\V)| = v 


18 . 


dy t +y 
dt t—y‘ 


dy 


19 . e'^iy-t)-^ + y( l+e' /y ) = Q 

at 

Sugerencia: f — 77 —^ — ~ dt = ln( 1 + ve 1 /l ) 
J ve 1/1 + v* 

20. Considere la ecuacion diferencial 


dy _t+y+ l 

dt t-y + 3 ' ( } 

Esta ecuacion podria resol verse si no estuvieran presentes las constantes 1 y 3. Para 
eliminar estas constantes haga la sustitucion t = T + h, y = Y + k. 

(a) Determine h y k de modo que la ecuacion (*) se pueda escribir en la forma 
dY/dT = (T + Y)/{T- Y). 

(b) Encuentre la solucion general de (8). (Ejercicio 18.) 

21. (a) Pruebe que la ecuacion diferencial 

dy at 4- by + m 
dt ct + dy + n 

donde a , 6, c, d, m y n son constantes. Siempre se puede reducir a la forma 
dy/dt = {at + by)/{ct + rfy) si ad - be ± 0 . 

(b) Resuelva la ecuacion anterior en el caso especial ad = 6c. 

Encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones. 

22. (l + /-2y) + (4r-3y-6)^M-0 23. (r + 2y + 3) + (2f + 4y- l)</y/</r«0 
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1 .5 Modelos poblacionales 


En esta seccion se estudiaran ecuaciones diferenciales de primer orden que rigen el cre- 
cimiento de varias especies. A primera vista parece imposible describir el crecimiento 
de una especie por medio de una ecuacion diferencial, ya que el tamano de una pobla- 
cion se mide siempre en numeros enteros. Por ello, el tamano de una poblacion no pue- 
de ser una funcion diferenciable con respecto al tiempo. Sin embargo, si el tamano de 
una poblacion es grande y se incrementa en uno, entonces el cambio es muy pequeno 
comparado con el tamano de la poblacion. Asi pues, se toma la aproximacion de que 
poblaciones grandes cambian continuamente, e incluso de manera diferenciable, con 
respecto al tiempo. 

Denotese por p(t) la poblacion de una especie dada en el tiempo t y representese 
por r(t, p) la diferencia entre sus tasas de natalidad y de mortalidad. Si esta poblacion 
esta aislada, es decir, si no existe emigracion o inmigracion, entonces dp/dt , la tasa de 
variacion o cambio de la poblacion es igual a rp(t). En el modelo mas simple se supone 
r constante, es decir, que no depende ni del tiempo ni de la poblacion. Entonces puede 
escribirse la siguiente ecuacion diferencial que gobierna el crecimiento de la poblacion 

dp( 0 , . 

^ - = ap{t) y a = constante. 

Esta es una ecuacion lineal y se conoce como la ley de Malthus para el crecimiento de 
una poblacion. Si la poblacion de una especie dada es p 0 en el tiempo t 0 , entonces p(t) 
satisface el problema de valor inicial dp(t)/dt = ap(t ), p(t 0 ) = p 0 . La solution de-este 
problema de valor inicial es p(t) = p 0 e a(f ~' o) . De aquf que toda especie que satisface 
la ley de crecimiento de Malthus crece exponencialmente con el tiempo. 

Ahora bien, solo se propuso un modelo sencillo para el crecimiento de una pobla- 
cion, tan sencillo que fue posible resolverlo completamente en pocas lineas. Por lo tan- 
to, es importante ver si este modelo, con su sencillez, tiene alguna relation con la reali- 
dad. Denotese por p{t) la poblacion humana de la Tierra en el tiempo t. Se estima que 
la poblacion humana del planeta aumento con una tasa promedio de 2°Io anuai durante 
el periodo 1960-1970. Al empezar la mitad de la decada, el 1 de enero de 1965, cuando 
el Departamento de Comercio del gobierno de Estados Unidos estimaba la poblacion 
de la Tierra en 3 340 millones de personas, entonces t 0 = 1965, P 0 = 3.34 x 10 9 y 
a = 0.02, de modo que 


p(t) = (3.34)10V O2( ' -l965) . 

Una manera de comprobar la precision de esta formula es calcular el tiempo requerido 
para que se duplique la poblacion del planeta y compararlo con el valor observado de 
35 afios. La formula predice que la poblacion de la Tierra se duplica cada T aftos, donde 

e mT — 2. 

Sacando logaritmos en ambos lados de la ecuacion se obtiene 0.02 T = In 2, de modo que 


T= 501n2^ 34.6 aftos 
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Esto constituye una excelente concordancia con el valor observado. Por otro lado, sin 
embargo, viendo hacia el futuro distante, la ecuacion predice que la poblacion de la 
Tierra sera de 200 billones en el ano 2515, de 1 800 billones en 2625, y de 3 600 billones 
en 2660. Estas son cifras astronomicas cuyo significado es dificil de imaginar. La super- 
ficie total del planeta es de aproximadamente 1 860 billones de pies cuadrados (1 pie 
cuadrado es igual a 929 cm 2 ). El 80% de la superficie esta cubierta por agua. Supo- 
niendo que se esta dispuesto a vivir en botes al igual que en tierra firme, puede verse 
facilmente que para el ano 2515 habra solamente 9.3 pies cuadrados por persona; en 
el ano 2625 cada persona dispondra de solamente un pie cuadrado en el cual estar de 
pie y para el ano 2660 las personas estaran unas en los hombros de otras. 

Parecera, por lo tanto, que el modelo no es razonable y deberia ser descartado. 
Sin embargo, no puede ignorarse el hecho de que lo pasado ofrecio concordancias exce- 
lentes. Mas aun, existe evidencia adicional de que las poblaciones efectivamente crecen 
exponencialmente. Considerese el caso del Microtus Arvallis Pall , un pequeno roedor 
que se reproduce rapidamente. Considerese como unidad de tiempo el mes y que la pobla- 
cion crece con una tasa de 40% mensual. Si hay dos roedores presentes en el momento 
inicial t - 0, entonces p(t) y el numero de roedores en el tiempo /, satisface el problema 
de valor inicial 


dp{t)/ dt — 0Ap, p( 0) = 2. 


Por lo tanto, 

p(t) = 2e 0Al . (1) 

En la Tabla 1 se comparan las poblaciones observadas con las poblaciones calculadas 
de la ecuacion (1) 


TABLA I. Crecimiento del Microtus Arvallis Pall 


Meses 

0 

2 

6 

10 

p observada 

2 

5 

20 

109 

p calculada 

2 

4.5 

22 

109.1 


Como puede verse, la concordancia es excelente. 


OBSERVACION 1 . En el caso del Microtus Arvallis Pall , la p observada es muy preci- 
sa, ya que el periodo de gestacion es de tres semanas y el tiempo que se requiere para 
medir la poblacion es mucho menor. Si el periodo de gestacion fuera muy corto enton- 
ces la p observada podna ser inexacta, ya que muchos de los roedores en prenez dari'an 
a luz antes de que el censo se terminara. 


La solucion al dilema es observar que los modelos lineales para el crecimiento de 
poblaciones son satisfactorios siempre que la poblacion no sea demasiado grande. Cuan- 
do la poblacion es demasiado grande, estos modelos no pueden ser exactos ya que no 
reflejan el hecho de que los individuos compiten entre si por el limitado espacio vital, 
por recursos naturales y por el alimento disponible. Asi pues, hay que agregar un termi- 
no de competicion a la ecuacion diferencial lineal. Una eleccion adecuada del termino 
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competitive es -bp 2 , donde b es una constante, ya que el promedio estadistico del 
numero de encuentros por unidad de tiempo es proporcional a p 2 . Considerese enton- 
ces la ecuacion modificada 


dp_ 

dt 


= ap- bp 2 . 


Esta ecuacion se conoce como la ley logistica del crecimiento de una poblacion y los 
numeros a y b se llaman coeficientes vitales de la poblacion. La introdujo por primera 
vez el matematico y biologo holandes Verhulst, en 1837. Ahora bien, en general la cons- 
tante b es muy pequefta comparada con a , de tal modo que si p no es demasiado gran- 
de, entonces el termino -bp 2 es insignificante comparado con ap , por lo que la pobla- 
cion crece exponencialmente. Sin embargo, si p es grande entonces el termino - bp 2 
debe tomarse en cuenta ya que disminuye la tasa de crecimiento de la poblacion. No 
es necesario mencionar que cuanto mas industrializado es un pais, tanto mis espacio 
disponible tiene, y cuanto mis alimento posee, entonces es mas pequefio el coeficiente b. 

Considerese ahora la ecuacion logistica para predecir el crecimiento futuro de una 
poblacion aislada. Si p 0 es la poblacidn en el tiempo t 0 , entonces p(t ), la poblacion en 
el tiempo t, satisface el problema de valor inicial 

^=ap-bp 2 , p(t 0 )=P 0 - 

Esta es una ecuacion diferencial separable, y de la ecuacion (10) en la Section 1 .4, se tiene 


f p _dr_ 

J ar - br 2 
Pa 



, o- 


Para integrar la funcion l/(ar - br 2 ) se recurre a fracciones parciales. Se hace 


1 _ 1 A B 

ar-br 2 r(a-br) r a-br' 

Para encontrar A y B se observa que 


^ g A{a — br)+Br Aa+{B- bA)r 
r a-br r(a-br) r(a-br) 

Por lo tanto, Aa + (B - bA)r = 1. Ya que esta ecuacion es cierta para todo valor de 
r, se ve que Aa = 1 y B - bA - 0. Por lo tanto, A = 1/a, B — b/a y 


J P0 r ( a ~ br ) 



a-br) 


dr 


1 


a 


In — + In 
P o 


aj-bP_ o 

a -bp 


1 i P 
-In — 
a Po 


a-bp 0 
a -bp 


Asi pues, 


a(/-/ 0 ) = ln — 
P o 


a — bp 0 


a -bp 


( 2 ) 
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Ahora bien, es facil demostrar (Ejercicio 1) que la siguiente expresion siempre es positiva 

a ~bp o 


a-bp{t) 


De aqui se sigue que 


a (‘ ~ l o) = In— — 


bp o 


Po <* ~ bp ' 

A1 aplicar el exponencial en ambos lados de esta ecuacion se obtiene 


y aU-to) _ J__ 


p a-bp 0 


o bien 


Po a- bp ' 

Po(a-bp)e a(, -^ = (a-bp 0 )p. 

A1 pasar al lado izquierdo todos los terminos que tienen a p, se ve que 
[ a - bp 0 + bp 0 e aU ~ ' 0> ] p ( /) = ap 0 e aU ~ 

Por Io tanto, 


P( 0 = 


ap 0 e 


ail- t„) 


W o 


a ~ bp 0 + bp Q e 




bp 0 + (a-bp 0 )e aU 


( 3 ) 


Ahora se examinara la ecuacion (3) para ver que tipo de poblaciones predice. Obser- 
vese que cuando t 00 




«Po 

bp 0 


a 

b ‘ 


Es decir, independientemente del valor inicial , fc poblacion siempre deride al valor Kmite 
a/b. Ademas, notese que /?(/) es una funcion monotona creciente respecto del tiempo 
si 0 < p 0 < a/b. Mas aun, dado que 

d 2 p dp dp 

-^ zsa -^- 2b P-^={a-2bp)p{a-bp), 


se ve que dp/ dt es creciente si p{t) < a/2 b, y dp/ dt es decreciente si p(t) > a/2b . Por 
ello la grafica de p{t) debe tener la forma que aparece en la Figura 1 si p 0 < a/2b. 
Una curva asi se llama curva logistica o en “S M . A partir de su forma se concluye que 
el tiempo antes de que la poblacion alcance la mitad de su valor limite es un periodo 
de crecimiento acelerado. Despues de este punto, la tasa de crecimiento disminuye has- 
ta llegar a cero. Este es un periodo de crecimiento reducido. 

Estas predicciones se confirman en experimentos con el protozoario Paramecium 
caudatum llevados a cabo por el biologo y matematico G.F. Gause. Se colocaron cinco 
ejemplares de Paramecium en un tubo de ensayc con 0.5 cm 3 de medio nutriente y se 
conto el numero diario de individuos durante seis dias. Se encontro que los Parame- 
cium se reproducfan con una tasa de 230.9% diario cuando la poblacion era pequena. 
El numero de individuos aumentaba inicialmente con rapidez y posteriormente con mas 
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P 



Figurai. Grafica de p(t). 


lentitud hasta alcanzar un nivel maximo de 375 hacia el cuarto di'a, saturando el tubo 
de ensayo. A partir de esta informacion se concluye que si el Paramecium crece de acuer- 
do con la ley logistica dp/dt = ap - bp 2 , entonces a = 2.309 y b = 2.309/375. Por 
lo tanto, la ley logistica predice que 


p( o= 


(2.309)5 


(2.309)5 
375 
375 

l + 74e~ 2 - 309 ' 


■ ^2.309 — 


(2.309)5 \ 

-37TT" 


2.309 1 


(4) 


(El tiempo inicial t 0 se tomo igual a cero.) En la Figura 2 se compara la grafica de p(t) 
dada por la ecuacion (4) contra ios valores experimental, los cuales se indican con 
un pequeno circulo. Como puede verse, la concordancia es muy buena. 

Para aplicar estos resultados y predecir en el futuro la poblacion humana de la 
Tierra es necesario calcular los coeficientes vitales a y b en la ecuacion logistica que 
gobierna el crecimiento. Algunos ecologos estiman que el valor natural de a es 0.029. 
Se sabe tambien que la poblacion humana crecia con una tasa de 2°7o cuando su tamano 
era de (3.34) 10 9 . Dado que (1 /p)(dp/dt) = a - bp, se ve que 

0.02 = a~ b (3.34) 10 9 . 


Por lo tanto, b = 2.695 x 10 12 . Asi pues, de acuerdo con la ley logistica de creci- 
miento de poblaciones, la poblacion humana tendera al valor limite 

£ = 2J^9 — _ jQ 76 q millones de personas 

b 2.695 X 10“ 2 

Notese que de acuerdo con esta prediccion, la poblacion humana se encontraba en 1956 
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aun en la fase de crecimiento acelerado de la curva logistica, ya que aun no habla alcan- 
zado la mitad de la poblacion Umite predicha. 


Observacion. En una ocasion, un estudiante sugirio utilizar la ecuacion (3) para 
encontrar el instante en que p(t) = 2 y asi deducir hace cuanto tiempo aparecio el ser 
humano en la Tierra. A primera vista, esto parece una idea fabulosa. Sin embargo, no 
es posible ir tan atras en el pasado, ya que el modelo pierde su exactitud si la poblacion 
es pequena. 

Como otra verificacion de la validez de la ley logistica de crecimiento de poblacio- 
nes, considerese la siguiente ecuacion 

197 273 QOO 5 

| + e -0.03t34(<- 1913.25) ^ ' 

la cual fue introducida por Pearl y Reed como modelo para el crecimiento de la pobla- 
cion de Estados Unidos. Primero, utilizando los censos de los anos 1790, 1850 y 1910, 
Pearl y Reed encontraron con base en la ecuacion (3) que a = 0.03134 y b = 
(1.5887)10~ 10 . Despues (Ejercicio 2b), Pearl y Reed calcularon que la poblacion de Esta- 
dos Unidos alcanzo la mitad de su poblacion limite de a/b = 197 273 000 en abril de 
1913. Por lo tanto, (Ejercicio 2c) la ecuacion (3) puede escribirse en forma simplificada 
como (5). 

La Tabla 2 compara las predicciones de Pearl y Reed con los valores observados 
de la poblacion de Estados Unidos. Estos resultados son sorprendentes ya que no se 
han considerado las grandes inmigraciones hacia Estados Unidos ni el hecho de que 
el pais participo en cinco guerras durante ese periodo. 
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TABLA 2. Poblacion de Ios Estados Unidos de 1970 a 1950. (Las ultimas cuatro cifras 
fueron anadidas por el grupo “Darthmouth College Writing Group”.) 



Real 

Predicha 

Error 

% 

1790 

3 929 000 

3 929 000 

0 

0.0 

1800 

5 308 000 

5 336 000 

28,000 

0.5 

— 

1810 

7 240 000 

7 228 000 

-12,000 

-0.2 

1820 

9 638 000 

9 757 000 

119,000 

1.2 

1830 

12 866 000 

13 109 000 

243,000 

1.9 

1840 

17 069 000 

17 506 000 

437,000 

2.6 

1850 

23 192 000 

23 192 000 

0 

0.0 

1860 

31 443 000 

30 412 000 

-1,031,000 

-3.3 

1870 

38 558 000 

39 372 000 

814,000 

2.1 

1880 

50 156 000 

50 177 000 

21,000 

0.0 

1890 

62 948 000 

62 769 000 

- 179,000 

-0.3 

1900 

75 995 000 

76 870 000 

875,000 

1.2 

1910 

91 972 000 

91 972 000 

0 

0.0 

1920 

105 711 000 

107 559 000 

1,848,000 

1.7 

1930 

122 775 000 

123 124 000 

349,000 

0.3 

1940 

131 669 000 

136 653 000 

4,984,000 

3.8 

1950 

150 697 000 

149 053 000 

-1,644,000 

-1.1 


En 1845, Verhulst pronostico una poblacion maxima para Belgica de 6 600 000 y 
una poblacion maxima para Francia de 40000000. Ahora bien, en 1930 la poblacion 
de Belgica habia alcanzado 8 092 000. Esta discrepancia tan grande parecia indicar que 
la ley logistica de crecimiento de poblaciones es poco precisa, por lo menos en lo que 
se refiere a la poblacion este ultimo pais. Sin embargo, la discrepancia puede explicarse 
por el sorprendente crecimiento industrial en Belgica y por la adquisicion del territorio 
del Congo, en Africa, lo cual aseguro suficientes recursos adicionales para el pais como 
para atender a la poblacion adicional. Asi pues, despues del crecimiento industrial tan 
sorprendente y la adquisicion del Congo, Verhulst debio haber disminuido el coeficien- 
te vital b. 

Por otro lado, la poblacion de Francia en 1930 concordaba en forma sorprendente 
con las predicciones de Verhulst. De hecho, parecia que habia respuesta a la siguiente 
paradoja: <,Por que aumentaba tan lentamente la poblacion de Francia en 1930, mien- 
tras que la poblacion francesa de Canada aumentaba con rapidez? Despues de to o se 
trata de la misma gente. La solucion a la paradoja, claro esta, es que la poblaci n de 
Francia en 1930 se encontraba muy cerca de su valor limite y, por ello, en un perio o 
de crecimiento reducido, mientras que la poblacion de Canada en 1930 se encontra a 
■aun en el periodo de crecimiento acelerado. 




1.5 • Modelos poblacionales 


33 


OBSERVACION 1. Es claro que los desarrollos tecnologicos, la reflexion sobre la con- 
tamination ambiental y las tendencias sociologicas han tenido una influencia significa- 
tiva sobre los coeficientes vitaies ay b. Por consiguiente, estos deben ser reevaluados 
cada cierto numero de anos. 


OBSERVACION 2. Para lograr modelos mas precisos de crecimiento poblacional, deben 
considerarse las poblaciones como constituidas por grupos no homogeneos de indivi- 
duos. Mas bien, hay que subdividir la poblacion en diferentes grupos de edades. Tam- 
bien se debe subdividir la poblacion en hombres y mujeres, ya que la tasa de reproduc- 
tion de esta depende usualmente mas del numero de mujeres que del de hombres. 


OBSERVACION 3. Posiblemente la critica mas severa en contra de la ley logistica de 
crecimiento de poblaciones es la observacion de que algunas poblaciones fluctuan perio- 
dicamente entre dos valores, y una curva logistica excluye cualquier fluctuation perio- 
dica. Sin embargo, algunas de estas fluctuaciones pueden explicarse por el hecho de 
que cuando ciertas poblaciones alcanzan una densidad suficientemente alta, se vuelven 
susceptibles a epidemias. La epidemia reduce el nivel de la poblacion a un valor, a par- 
tir del cual vuelve a crecer hasta que vuelve a ser afectada por una epidemia cuando 
alcanza un nivel suficientemente alto. En el Ejercicio 10 se deduce un modelo para des- 
cribe este fenomeno. Este modelo se aplica en el Ejercicio 1 1 para explicar la aparicion 
y desaparicion repentina de grupos de roedores. 


Epilogo. El siguiente articulo, escrito por Nick Eberstadt, aparecio en el New York 
Times el 26 de marzo de 1978. 

El punto central del articulo es que resulta muy dificil efectuar, solo con metodos 
estadisticos, predicciones exactas de poblaciones, incluso para 30 anos hacia el futuro. 
En 1970, demografos de Estados Unidos proyectaron una poblacion de 6 500 millones 
de personas para el aho 2000. Tan solo seis anos mas tarde este pronostico se corrigio 
a 5 900 millones. 

Ahora, usando la ecuacion (3) para predecir la poblacion de la Tierra en el aho 
2000, tomese a = 0.029, b = 2.695 x 10"' 2 , A) = 3.34 x 10 9 , t 0 = 1965 y t = 2000. 
Con esto se obtiene 


p(2000) = 


(,029)(3.34)10 9 
.009 + (.02)e~< 029,35 

29(3.34) 

9 + 20e~ 1 015 


= *5 960 millones de personas! 


Esta es otra aplicacion espectacular de la ecuacidn logistica. 



34 


CAPITULO 1 • ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


^Las imagenes de la poblacion mundial son enganosas 


La tasa de crecimiento de la poblacion mundial 
se ha incrementado continuamente durante la mayor 
parte de la historia de la humanidad, pero en la ulti- 
ma decada alcanzo un maximo y ahora parece decre- 
cer. ^Como ocurrio esto y por que? 

El “como” es bastante sencillo. No se debe a que 
la falta de alimento o las catastrofes ecologicas hayan 
elevado las tasas de mortalidad. Mas bien, ha habido 
una notable e inesperada disminucion de la fecundi- 
dad en los paises subdesarrollados. Entre 1970 y 1977 
la tasa de natalidad en los paises en vias de desarrollo 
(excluyendo China) bajo aproximadamente de 42, a 
cerca de 36 por mil. Esto es todavia mucho mayor que 
el 17 por mil en los paises desarrollados, pero la dis- 
minucion de la tasa de natalidad parece ser acelera- 
da: la baja de seis puntos en los siete anos anteriores 
contrasta con una baja de dos puntos en los veinte anos 
anteriores. 

La disminucion de la fecundidad ha sido un pro- 
ceso desigual. La disminucion promedio en la tasa de 
natalidad de 13% desde 1970 refieja una reduccion 
rapida en ciertos paises, mientras que en muchos otros 
la situacion permanece casi sin cambios. 

Por que ha disminuido tan rapidamente la fecun- 
didad en la ultima decada y por que ha disminuido 
con mas notoriedad en algunos lugares pero no en 
otros, es aun mas dificil de explicar. Demografos y 
sociologos proponen explicaciones que tienen que ver 
con el cambio social en el mundo pobre. Desafortu- 
nadamente, estas explicaciones parciales son muchas 
veces mas teoria que hechos comprobados y parece 
haber siempre una excepcion para cada regia. 

El debate sobre la planeacidn familiar es carac- 
teristico. Algunas resenas muestran que en algunos 
paises al menos la mitad de los hijos “no estaban pla- 
neados” y probablemente no habrian nacido si los 
padres hubieran tenido mejores metodos anticoncep- 
tivos. Expertos en planificacion familiar, como Par- 
ker Mauldin del Consejo de Poblacion de Estados Uni- 
dos, han destacado que ningun pais pobre sin un 
programa activo de planificacion familiar ha tenido 
disminuiciones significativas en la fecundidad de su 
poblacion. Por otro lado, sociologos como William 
Petersen de Ohio State University atribuyen esta dis- 
minucion en la poblacion de dichos paises al desarro- 
llo economico y social, mas que al uso de anticoncep- 
tivos, argumentando que los programas de control 


poblacional usualmente han sido impropios e insen- 
sibles (o peor aun), y que incluso en el caso de acep- 
tacion de la “tecnologia” anticonceptiva, no necesa- 
riamente influye eso para que los padres deseen tener 
menos hijos. 

Los efectos de la distribucion del ingreso no son 
objeto de tanto debate, pero si al menos son dificiles 
de explicar. James Kocher y Robert Repetto, ambos 
de la Universidad de Harvard, afirman que una dis- 
tribucion mas justa de los ingresos contribuye al des- 
censo de la fecundidad poblacional en los paises sub- 
desarrollados. Senalan que paises como Ceilan (Sri 
Lanka), Corea del Sur, Cuba y China han abatido sus 
tasas de fertilidad al lograr una distribucion equitati- 
va del ingreso. Sin embargo, el mejoramiento en la 
repartition del ingreso en un pais no parece ser una 
condition necesaria ni tampoco suficiente para indu- 
cir una baja en la fecundidad. La distribucion del 
ingreso en Birmania, por ejemplo, se ha vuelto supues- 
tamente equilibrada en 30 anos de socialismo local, 
pero las tasas de natalidad dificilmente han bajado, 
mientras que Mexico y Colombia, con una distribu- 
cion muy desigual del ingreso, han reducido sensible- 
mente las tasas de natalidad en los ultimos anos. 

Un punto clave para cambiar los nucleos de fer- 
tilidad puede ser la relation costo-beneficio economi- 
co de los hijos. En sociedades agricolas, donde los des- 
cendientes no reciben muchas comodidades y empiezan 
a trabajar desde jovenes, estos piieden convertirse muy 
pronto en un capital. Un estudio reciente por Mead 
Cain, del Consejo de Poblacion, fijo la edad de los 
hijos para empezar a trabajar en Bangladesh, en 12 
anos. Mas aun, los hijos (o mas precisamente los hijos 
varones) pueden servir tambien como seguridad social 
y seguro de desempleo cuando los padres envejecen 
y no pueden laborar o no hay trabajo disponible. Al 
disminuir las tasas de natalidad en los paises pobres, 
puede ser que el desarrollo economico y social haga 
a los hijos menos necesarios como fuentes de ingre- 
sos y seguridad, pero es tan poco el trabajo realizado 
en estas areas que esto solo es una especulacion razo- 
nable. 

Algunos de todos los factores, cuyos efectos han 
sido estudiados con respecto a la fecundidad, son la 
urbanization, la education, la estructura ocupacionai, 
la salud publica y el estatus de la mujer. Un area que, 
sin embargo, los expertos parecen haber pasado por 
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alto en poblacion, es el terreno no cuantificable de las 
actividades, creencias y valores que pueden haber teni- 
do que ver con los recientes cambios en las decisiones 
de cientos de millones de parejas. Las diferencias cul- 
turales, los conflictos etnicos, los cambios psicologi- 
cos, ideologicos, e incluso, politicos pueden claramente 
haber tenido efectos en la fecundidad. Como expreso 
Maris Vonovskis de la Comision Parlamentaria Espe- 
cial para la Poblacion, simpiemente porque algo no 
se pueda medir ello no significa que deje de ser impor- 
tante. 

^Que significado tiene la disminucion de la fecun- 
didad en los futuros niveles poblacionales? Obviamen- 
te si la disminucion continua, el crecimiento de la 
poblacion sera mas lento que lo previsto y la pobla- 
cion mundial se estabilizara alrededor de un nivel mas 
bajo al previsto. Hace tan solo cinco anos el pronos- 
tico de “desviacion media” formulado por las Nacio- 
nes Unidas para la poblacion mundial en el ano 2000 
era de 6 500 millones; el ultimo ano tal prediccion dis- 
minuyo en mas de 200 millones, y un trabajo reciente 
de Gary Littmaan y Nathan Keyfitz, del Centro de 
Estudios Poblacionales de Harvard, muestra que en 
base a los cambios recientes se podria aminorar el pro- 
nostico facilmente en 400 millones mas. Los pronos- 
ticos de poblaciones son, sin embargo, un asunto deli- 
cado. Para empezar, los calculos de la poblacion 
actual, sobre los que se basan los pronosticos del 
manana, tienen un amplio margen de error. Por ejem- 
plo, las estimaciones de la poblacion de China varian 
de 750 a mas de 950 millones. Segun calculos de John 
Durand, de la Universidad de Pennsylvania, los mar- 
genes de error para la poblacion mundial ascienden 
a mas de 200 millones. El historiador Fernand Brau- 
del calcula en 10% el margen de error, lo cual, dada 
la poblacion mundial presente, significa mas de 400 
millones de personas. 

Los pronosticos de poblaciones inspiran aun 
menos confianza que los calculos de poblaciones, por- 
que requieren predicciones de las tasas de natalidad. 
y mortalidad en el futuro. Dichas tasas pueden cam- 
biar rapida e inesperadamente; dos ejemplos extremos 
son Ceilan (Sri Lanka), con una disminucion de 34% 
en la tasa de mortalidad en un periodo de dos anos, 
y Japon, con un descenso en la tasa de natalidad de 


50% en un periodo de 10 anos. Pronosticos de la ONU 
realizados 17 anos antes de 1975, sobreestimaron la 
poblacion de la URSS entre 10 y 20 millones, y sub- 
valuaron la poblacion de la India en 50 millones. Inclu- 
so pronosticos para los Estados (Jnidos hechos en 1966 
sobreestimaron su poblacion para nueve anos mas tar- 
de, en mas de 10 millones. Este error puede parecer 
enorme; sin embargo, resulta pequefio comparado con 
los errores en los calculos realizados en la decada de 
1930, en los cuales se extrapolaba las bajas tasas de 
natalidad de la epoca de la depresion para predecir 
un maximo en la poblacion estadounidense de 170 
millones para finales de los anos 70 (la poblacion 
actual es de 220 millones), que descenderia posterior- 
mente. 

i,Es posible que las tasas de natalidad en los paises 
subdesarrollados, que por el momento parecen dismi- 
nuir aceleradamente, se estabilicen de repente o incluso 
aumenten de nuevo? Teoricamente esto podria ocu- 
rrir. A continuation se mencionan cuatro de las razo- 
nes mas importantes: 1) Muchos paises en los que la 
fecundidad poblacional no se ha visto afectada por 
el descenso podrian simpiemente continuar sin expe- 
rimentar cambios en el futuro proximo. 2) Ya que es- 
terilidad e infertilidad estan ampliamente difundidas en 
muchas de las regiones mas pobres y afectadas por en- 
fermedades, las tasas de natalidad en dichas regiones 
podran elevarse mejorando los servicios de salud y la 
alimentation. 3) El sistema Gandhi de esterilizacion 
masiva fria y arbitraria puede haber afectado a esa 
region del mundo, de tal forma que se opongan a futu- 
ras medidas de limitation familiar. 4) Si John Aird, 
del Departamento de Comercio de Estados Unidos, y 
otros autores tienen razon en que las tecnicas de mo- 
vilizacion politica y persuacion social han llevado a 
muchos padres a tener menos hijos de los deseados, 
entonces una modification de estas reglas por el mo- 
tivo que fuera podria aumentar la tasa de natalidad 
de la enorme poblacion china. Una de las reglas a lar- 
go plazo acerca de los pronosticos poblacionales que 
aun se mantiene es que dentro de los limites de preci- 
sion (alrededor de cinco anos hacia el futuro) no se 
puede afirmar nada interesante, y cuando se empieza 
a decir algo importante los resultados ya no son 
precisos. 
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EJERCICIOS 


1- Demuestre que ( a - bp 0 )/(a - bp(t)) es positivo para t 0 < t < Sugerencia : Use 
la ecuacion (2) para demostrar que p(t) no puede ser igual a a/b si p 0 # a/b. 

2. (a) Considere 3 instantes t Qy t x y t 2 con r, - t 0 = t 2 - t x . Demuestre que <3) deter- 
mina a a y b de manera unica en terminos de t 0f p(t 0 ) y r |t p(t { ), t 2 y p(t 2 ). 

(b) Demuestre que el periodo de crecimiento acelerado para los Estados Unidos 
termino en abril de 1913. 

(c) Considere una poblacion p(t) que aumenta de acuerdo con la ley logistica (3) 
y denote por t el tiempo para el cual se alcanza la mitad de la poblacion lfmite. 
Pruebe que 


p(0 = 


a/b 


3. En 1879 y 1881 se pesco un cierto numero de percas de un ano en Nueva Jersey, 
y se llevaron al otro lado del continente en vagones tanque de ferrocarril, para ser 
liberadas en la bahfa de San Francisco. Solamente un total de 435 percas sobrevi- 
vio a los rigores del viaje. Sin embargo, en 1899, la sola pesca comercial capturo 
1 234 000 libras de percas. Dado que el crecimiento de la poblacion fue tan acelera- 
do, es razonable suponer que obedecio a la ley de Malthus dp/dt = ap. Suponien- 
do que el peso promedio de una perca es de tres libras, y que en 1899 se capturo 
una de cada diez percas, determine un lfmite inferior para a. 

4 . Suponga que una poblacion duplica su tamano original en 100 anos y la triplica 
en 200. Demuestre que para dicha poblacion no es aplicable la ley malthusiana de 
crecimiento poblacional. 

5 . Suponga que p(t) satisface la ley de Malthus de crecimiento de poblaciones. Demues- 
tre que los incrementos de p en intervalos sucesivos de tiempo de igual duracion, 
son los terminos de una progresion geometrica. Esto dio origen a la famosa frase 
de Thomas Malthus: “Una poblacion no controlada se incrementa en proporcion 
geometrica. Los medios de subsistencia aumentan en proporcion aritmetica. Una 
habilidad minima con los numeros hace ver la enormidad de la primera potencia 
en comparacion con la segunda”. 

6. Una poblacion crece de acuerdo con la ley logistica, y tiene un limite de 5 x 10 8 
individuos. Cuando la poblacion es baja se duplica cada 40 minutos. 6Q U ^ valor 
tendra la poblacion despues de 2 horas si inicialmente era de (a) 10 8 , (b) 10 9 ? 

7 . Una familia de salmones que habita en las costas de Alaska se rige por la ley mult- 
husiana de crecimiento de poblacion dp(t)/dt = 0.003/?(/% donde / se mide en minu- 
tos. En el tiempo t - 0 un grupo de tiburones se establece en esas aguas y empieza 
a atacar a los peces. La tasa a la cual el tiburon mata a los salmones es de 
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0.001 p 2 (t ), donde p(() es la pobiacion de salmones en el tiempo t. Mas aun, dado 
que un elemento indeseable se incorporo a su habitat 0.002 salmones por minuto 
abandonan las aguas en Alaska. 

(a) Modifique la ley de Malthus de crecimiento de pobiacion para tomar en cuen- 
ta estos dos factores. 

(b) Suponga que en el tiempo t = 0 hay un millon de salmones. Calcule la pobia- 
cion p(t). iQ ue pasa cuando t °°? 

(c) Demuestre que el modelo anterior es absurdo. Sugerencia : demuestre que, de 
acuerdo con este modelo, la pobiacion de salmones decrece de un millon a cer- 
ca de mil en un minuto. 

8. Despreciando las altas tasas de emigration y de homicidios, la pobiacion de la 
dad de Nueva York satisface la siguiente ley logi'stica 

dp = J_ _ 1 2 

dt 25 P (25) 10 6 ^ 

donde t se mide en anos. 

(a) Modifique la ecuacion para tomar en cuenta el hecho de que 9000 personas 
se mudan anualmente a las afueras de la ciudad, y de que 1000 personas s 
asesinadas en el mismo periodo. 

(b) Suponga que la pobiacion de Nueva York en 1970 era de 8 000000. Calcu 

la pobiacion para el futuro. ^Que sucede cuando ( °°? 

9. Una pobiacion inicial de 50 000 habitantes vive en un microcosmos con una capa- 
cidad de transporte para 100 000. Despues de cinco anos la pobiacion se ha incre- 
mentado a 60 000. Demuestre que la tasa natural de crecimiento de esta pobiacion 
es (l/5)ln 3/2. 

10 . De la siguiente manera, es posible representar una pobiacion que es susceptible a 
una epidemia. Suponga que la pobiacion se controla originalmente por la ley logistica 

bp 1 W 

y que se desata una epidemia tan pronto como Q alcanza un cierto valor, con Q 
menor que la pobiacion limite a/b. A ese nivel los coeficientes vitales se modifican 
como sigue A < a, B < b y la ecuacion (i) se reemplaza por 

=Ap-Bp 2 . (ii) 

Suponga que Q > A/B. Entonces la pobiacion comienza a disminuir. En algun 
momento se alcanza un punto inferior a un cierto valor q > A/B . En ese punto 
la epidemia cesa y la pobiacion vuelve a crecer de acuerdo con la ecuacion (i) hasta 
la aparicion de una nueva epidemia. De esta manera hay fluctuaciones periodicas 
de p entre q y Q. A continuacion, se indica como calcular el periodo T de estas 
fluctuaciones. 

(a) Demuestre que el tiempo T { requerido para la primera parte del ciclo, cuan- 
do p crece de q a Q, esta dado por 

r=Ii g(a ~ fe<?) 
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(b) Pruebe que el tiempo T 2 requerido para la segunda parte del ciclo, cuando p 
decrece de Q a q y esta dado por 


_ _ i . q{QB-A) 

2 A ln Q(qB-A)- 


Ast pues, el tiempo requerido para el ciclo completo esta dado por T x + T 2 . 

11. Se ha observado que aparecen plagas en las poblaciones de ratones tan pronto estas 
crecen demasiado. Mas aun, un incremento local de la densidad atrae a los depre- 
dadores en grandes cantidades. Estos dos factores aunados destruyen del 97% al 
98% de la poblacion de los pequenos roedores en un lapso de dos o tres semanas, 
y la densidad baja a un nivel en el cual la enfermedad no se puede diseminar. La 
poblacion, reducida al 2% de su maximo, encuentra comida abundante y refugio 
suficiente contra los depredadores. Por ello, la poblacion crece de nuevo hasta alcan- 
zar un nivel favorable para otro brote de enfermedad y depredation. Ahora bien, 
la velocidad de reproduccion de los ratones es tan grande que es posible tomar b = 
0 en la ecuacion (i) del Ejercicio 7. En la segunda parte del ciclo, por lo contrario, 
A es muy pequena comparada con B y puede omitirse en la ecuacion (ii). 

(a) Demuestre que con estas consideraciones se tiene 


T i« 



y 


r 2 = 


Q-q 

qQB * 


(b) Suponiendo que T { es aproximadamente cuatro anos y Q/q es de casi cincuen- 
ta, demuestre que a es casi igual a 1. Este valor de a corresponde por casuali- 
dad muy bien a las tasas de reproduccion observadas en ratones en condicio- 
nes naturales. 

12. Hay muchas clases importantes de organismos cuya tasa de natalidad no es pro- 
porcional al tamano de la poblacion. Suponga, por ejemplo, que cada miembro 
de la poblacion requiere una pareja para la reproduccion y que cada miembro tie- 
ne una cierta probabilidad de encontrar pareja. Si el numero esperado de encuen- 
tros es proporcional al producto del numero de hembras y machos, y si estos estan 
igualmente distribuidos en la poblacion, entonces el numero de encuentros, y por 
tanto la tasa de natalidad tambien, es proporcional a p. Por lo tanto, el tamano 
de la poblacion p{t) satisface la siguiente ecuacion diferencial 


dp_ 

dt 


bp 2 — ap , a,b> 0. 


Demuestre que p(t) tiende a cero cuando t -► oo si p 0 < a/b. Asf pues, una vez 
que el tamano de la poblacion se encuentra por debajo del tamano critico a/b , la 
poblacion tiende a extinguirse. Por ello, se dice que una especie esta en peligro de 
extincion si su tamano se encuentra demasiado cercano al valor critico. 
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1 .6 DiseminaciOn de innovaciones tecnolOgicas 


Economistas y sociologos se han ocupado desde hace tiempo de como un cambio 
tecnoiogico o una innovacion se disemina en una industria. Una vez que cierta innova- 
cion es introducida por una compania, interesa saber que tan rapido lo hacen otras 
compamas y que factores determinan la rapidez con la que lo hacen. En esta seccion 
se construye un modelo para la diseminacion de una innovacion entre granjeros, y des- 
pues se pone de manifiesto que el modelo tambien describe la diseminacion de una inno- 
vacion en industrias tan diversas como la del carbon mineral o hulla, la del fierro y 
el acero, la de la cerveza y la de los ferrocarriles. 

Supongase que una innovacion se introduce en el tiempo t = 0 en una comunidad 
fija de N granjeros. Sea p(t) el numero de granjas que la han adoptado en el tiempo 
t. Como en la seccion anterior se hace el calculo de que p(t) es una funcion continua 
del tiempo, aunque sus cambios ocurren obviamente en cantidades enteras. La suposi- 
cion realista mas simple que se puede hacer es que un agricultor adopta una innovacion 
solo despues de haber hablado con un granjero que la haya adoptado previamente. Enton- 
ces el numero de granjeros Ap que adoptan la innovacion en un intervalo de tiempo 
pequeno A/, es directamente proporcional al numero de ellos p que ya la adoptaron 
y al numero de granjeros que aun no lo hacen N - p. Por lo tanto, Ap = cp(N - p)At , 
o bien Ap/ At = cp(N - p) para alguna constante positiva c. Si At 0 se obtiene la 
ecuacion diferencial 

— cp{N — p). (I) 


Esta es la ecuacion logistica de la seccion anterior si se toman a = cN y b = c. Supo- 
niendo que p(0) - 1 , es decir, que un granjero ha adoptado la innovacion en el tiempo 
t = 0, se ve que pit) satisface el siguiente problema de valor inicial 


La solucion de (2) es 


dp 

dt 


= cp{N —p). 


P( 0)»1. 


p( 0 = 


Ne cSt 

N—\ + e cSt 


( 2 ) 

( 3 ) 


la cual es la funcion logistica (Seccion 1.5). Por lo tanto, el modelo predice que el pro- 
ceso de adopcion se acelera hasta el punto en el cual la mitad de la comunidad esta 
informada de la innovacion. Despues de este punto, el proceso de adopcion se desacele- 
ra hasta alcanzar el valor de cero. 

Es posible comparar las predicciones del modelo con datos acerca de la disemina- 
cion de dos innovaciones en Estados Unidos, en comunidades de granjeros a mediados 
de la decada de 1950. La Figura 1 presenta el total acumulado de granjeros en Iowa 
durante el periodo de 1944 a 1955 que adoptaron el herbicida 2,4-D, y la Figura 2 sena- 
la el porcentaje acumulado de superficie de cultivo de grano, especificamente de grano 
hibrido, en tres de los estados de la Union Americana durante los aftos 1934-1958. Los 
circulos en las figuras indican las mediciones realizadas y las gr&ficas se obtuvieron unien- 
do dichos puntos con segmentos. Como puede verse, todas estas gr&ficas tienen las pro- 
piedades de las curvas logisticas y, en general, muestran una concordancia muy buena 
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FlGURA 1 . Total acumulado de granjeros que adquirieron el herbicida 2, 4D en Iowa 



ANOS 


FlGURA 2. Porcentaje acumulado de superficie cultivada con grano hfbrido en tres esta- 
dos de la Union Americana 
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con el modelo. Sin embargo, hay dos discrepancias. Primero, el punto en el cual el pro- 
ceso de adopcion deja de ser acelerado no siempre es cuando 50% de la poblacion ya 
adopto la innovation. Como puede verse en la Figura 2, el proceso de adopcion de gra- 
no hibrido empezo a desacelerarse en Alabama solo despues de que aproximadamente 
60% de los granjeros habian adoptado la innovation. Segundo, la concordancia con 
el modelo es mucho mejor en las etapas avanzadas del proceso que en las iniciales. 

La razon de la segunda discrepancia es el supuesto de que un granjero solo se ente- 
ra de la existencia de la innovation por la comunicacion con otros granjeros. Esto no 
es completamente cierto. Algunos estudios han mostrado que los medios masivos de 
comunicacion, como por ejemplo: radio, television, periodicos y revistas para agricul- 
tores desempenan un papel muy importante en las primeras etapas del proceso de adop- 
cion. Por lo tanto, es necesario agregar un termino a la ecuacion diferencial (1) para 
tomar esto en cuenta. Para calcular este termino supongase que el numero de granjeros 
Ap que se enteran de la existencia de la innovation a traves de los medios de comunica- 
cion masiva en un periodo corto At es proportional al numero de granjeros que aun 
no saben de la innovation, es decir 

Ap — c\N — p)At 

para alguna constante positiva c. Cuando At 0 se ve que c(N - p) granjeros se enteran 
de la existencia de la innovation a traves de los medios de comunicacion masiva por 
unidad de tiempo. Asf pues, si p( 0) = 0, entonces p(t) satisface el siguiente problema 
de valor inicial 

^=cp(N-p) + c'(N-p), p( 0)=0 

La solution de (4) es 

AcT e {c + cN)t — 1 1 

p(t)= ± ± 

ctf + cV f ' +fAr > / 

y en los Ejercicios 2 y 3 se indica como determinar la forma de la grafica (5). 

La curva corregida (5) tiene una concordancia sorprendente con las Figuras 1 y 2 
para una election adecuada de c y c . Sin embargo, (Ejercicio 3c) no explica por que 
la adopcion del grano hibrido en Alabama empezo a desacelerarse solamente despues 
de que 60% de los granjeros habian adoptado la innovation. Esto indica por supuesto 
que otros factores como el tiempo que transcurre entre el momento en que un agricul- 
tor se entera de la existencia de un producto y el momento en el que lo adquiere, pueden 
desempenar un papel importante en el proceso de adopcion y deben, por tanto, ser torna- 
dos en cuenta en cualquier modelo. 

A continuation se muestra que la ecuacion diferencial 

dp/dt = cp(N—p) 

tambien gobierna las tasas con las cuales companias en industrias diversas como la del 
carbon mineral, la siderurgica, la de la cerveza y la ferroviaria adoptaron varias inno- 
vaciones importantes en la primera parte de este siglo. Esto es muy sorprendente, ya 
que se esperaria que el numero de companias que adoptan una innovation en una de 
estas industrias, depende con seguridad de la rentabilidad de la innovation y de la inver- 
sion que se requiere para ponerla en practica. Sin embargo, estos factores no se men- 
cionaron al deducir la ecuacion (1). A pesar de todo se vera que estos factores estan 
incorporados en la constante c. 


(4) 

(5) 
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Sea n el numero total de empresas en una industria particular que han adoptado 
la innovacion en el tiempo t. Es claro que el numero de companias A p que adoptan la 
innovacion en un periodo corto de tiempo A t es proporcional al numero de empresas 
n - p que aun no lo han hecho; es decir, A p = \(n - p)At. Si At 0, se ve que 


dp 

El factor de proporcionalidad X depende de la rentabilidad tv relativa a inversiones, de 
la inversion 5 requerida para utilizar la innovacion como porcentaje del activo total de 
la empresa y del porcentaje de companias que ya adquirieron la innovacion. Asi pues, 

X=/(7r, 5, p/n). 

Desarrollando / en una serie de Taylor y sin tomar en cuenta los terminos de grado 
superior a dos, se obtiene 

A = a x + + a 3 s + a 4 — + a 5 7r 2 + a 6 s 2 + a^s 


A fines de la decada de 1950 Edwin Mansfield de la Universidad Carnegie Mellon inves- 
tigo la diseminacion de doce innovaciones en cuatro industrias importantes. De estu- 
dios completos, Mansfield concluyo que a J0 = 0 y que 


Asi pues, si se toma 
resulta que 


a j + a 2 7T + a y s + a 5 ir 2 + a 6 s 2 + q-jTts = 0. 


k = a A + a 8 7T + a^Sy 


dp_ 

dt 


= k-{n-p). 


( 6 ) 


(Esta es la ecuacion obtenida anteriormente para la diseminacion de innovaciones entre 
los granjeros, cuando k/n = c. Se considera que la innovacion fue adquirida inicial- 
mente por una compania en el ano t 0 . Entonces p(t) satisface el siguiente problema de 
valor inicial 

= ~ p i n ~ p )' Pd 0 )-i (?) 

lo cual implica 


Mansfield estudio con que rapidez se generalizo el uso de doce innovaciones de una 
empresa a otra en cuatro industrias importantes: carbonera, siderurgica, cervecera y 
ferroviaria. Las innovaciones son el vagon para viajes cortos, la cargadora locomovil 
sin via, la maquina excavadora minera de trabajo continuo (en la industria del carbon); 
el horno de coque de subproductos, el molino laminador continuo de tira ancha, Iinea 
continua de recocido para hoja lata (en la industria del hierro y el acero), el carro mon- 
tacargas de horquilla, los recipientes de lata (o botes) y la llenadora de alta velocidad 
(en la industria de la cerveza); la locomotora Diesel, el control centralizado de transito 
y los retardadores de vagones o carros (en la industria de los ferrocar riles). Sus resulta- 
dos se describen graficamente en la Figura 3. Exceptuando el horno de coque secunda- 
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(c) 

FlGURA 3. Aumento en el porcentaje de empresas importantes que introdujeron doce 
innovaciones; empresas del carbon mineral bituminoso, fierro y acero, cervecera y ferro- 
carrilera, entre 1890 y 1958; (a) horno para subproductos del coque (OC), locomotora 
diesel (LD), recipiente de lata (RL) y carro para viajes cortos (VC); (b) retardador de 
carros (RC), cargadora sin via (CV), excavadora de minado continuo (EC) y montacar- 
gas de horquilla (MU); (c) laminador continuo de tira ancha (LA), control central de 
trafico (CCT), recocido continuo (RC) y llenadora de alta velocidad (RAV). 
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rio y los envases de lata, los porcentajes dados son para cada dos anos a partir de la 
introduccion inicial. La magnitud del intervalo para el horno de coque es, aproximada- 
mente, de seis anos, y para los recipientes o botes de lamina, de seis meses. Notese que 
todas estas graficas tienen la forma de una curva logistica. 


TABLA 1. 


Innovation 

n 

h 


08 

09 

7T 


Locomotora Diesel 

25 

1925 

-0.59 

0.530 

-0.027 

1.59 

0.015 

Control central 








de transito 

24 

1926 

-0.59 

0.530 

-0.027 

1.48 

0.024 

Retardadores de vagones 

25 

1924 

-0.59 

0.530 

-0.027 

1.25 

0.785 

Laminador continuo de 








tira ancha 

12 

1924 

-0.52 

0.530 

-0.027 

1.87 

4.908 

Horno para subproductos 








del coque 

12 

1894 

-0.52 

0.530 

-0.027 

1.47 

2.083 

Recocido continuo 

9 

1936 

-0.52 

0.530 

-0.027 

1.25 

0.554 

Vagon para viajes cortos 

15 

1937 

-0.57 

0.530 

-0.027 

1.74 

0.013 

Cargadora sin via 

15 

1934 

-0.57 ' 

0.530 

-0.027 

1.65 

0.019 

Excavadora de minado 








continuo 

17 

1947 

-0.57 

0.530 

-0.027 

2.00 

0.301 

Recipiente de lamina 

22 

1935 

-0.29 

0.530 

-0.027 

5.07 

0.267 

Llenador de alta 








velocidad 

16 

1951 

-0.29 

0.530 

-0.027 

1.20 

0.575 

Montacargas de 








horquilla 

19 

1948 

-0.29 

0.530 

-0.027 

1.67 

0.115 


Para una comparacion mas detallada de las predicciones del modelo con los resul- 
tados observados, es necesario calcular las constantes n, k y t 0 para cada una de las 
doce innovaciones. La Tabla 1 da los valores de n, Iq, a 4 , a$, 09, it y s para cada una 
de las doce innovaciones. La constante k puede entonces calculate a partir de la ecua- 
cion (6). Como indican las respuestas a los Ejercicios 5 y 6, el modelo predice con exac- 
titud razonable las tasas de adopcion de estas doce innovaciones. 

BlBLIOGRAFIA 

Mansfield, E., “Technical change and the rate of imitation”, Econometrica, Vol. 29, 
No. 4, oct. 1961. 


EJERCICIOS 

1. Resuelva el problema de valor inicial (2). 

2. Tome c = 0 en (5). Demuestre que p(t) crece monotonamente de 0 a N, y que no 
tiene puntos de inflexion. 
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3. Este es un argumento heurfstico para determinar el comportamiento de la curva 
(5). Si c = 0, entonces se tiene una curva logi'stica, y si c = 0, entonces se tiene 
el comportamiento descrito en el Ejercicio 2. As i pues, si c es grande comparada 
con c', entonces se tiene una curva logi'stica, y si c es pequena en comparacion con 
c entonces se tiene el comportamiento ilustrado en el Ejercicio 2. 

(a) Suponga que p{t) satisface la ecuacion (4). Demuestre que 

d 2 p 

— - =(jV ~p)(cp + c)(cN — 2cp - c'). 
dt l 

(b) Muestre que p(t) tiene un punto de inflexion en el cual dp/dt alcanza un maxi- 
mo, si y solamente si c c < N. 

(c) Suponga que p(t) tiene un punto de inflexion en t = /*. Demuestre que p(t*) < 

N/2. 

4. Resuelva el problema de valor inicial (7). 

5. Parece razonable tomar el intervalo de tiempo entre el momento en que 20% de 
las empresas han introducido la innovacion y el momento en que 80% de las empre- 
sas han introducido la innovacion como la tasa de imitation. 

(a) Demuestre a partir del modelo, que la magnitud del intervalo es de 4(ln 2 )/k. 

(b) A partir de los datos de la Tabla 1 calcuie dicha duration para cada una de 
las doce innovaciones, y compare la Figura 3 con los valores observados. 

6. (a) Demuestre a partir del modelo, que transcurren (\/k)\n (n - 1) anos antes de 

que el 50% de las compafuas introduzcan una innovacion. 

(b) Calcuie dicho periodo para cada una de las doce innovaciones y compare la 
Figura 3 con los valores observados. 


1.7 Un problema de almacenamiento 

DE DESPERDICIOS ATOMICOS 


Durante varios ahos, la Comision de Energia Atomica (AEC) (conocida ahora como 
la Comision Reguladora de la Energia Nuclear de Estados Unidos ha asumido el con- 
trol del concentrado de material radiactivo de desperdicio colocandolo en recipientes 
hermeticamente sellados, los cuales son depositados en el mar a cincuenta brazas (300 
pies o 90 metros) de profundidad. A1 ser cuestionado este procedimiento por un grupo 
de ecologistas y cientificos, la AEC aseguro que en estos recipientes nunca se presenta- 
rian fugas. Pruebas exhaustivas demostraron que la AEC tenia razon. Sin embargo, 
algunos ingenieros se preguntaron entonces si los recipientes se romperian al sufrir el 
impacto contra el fondo marino. La AEC respondio que no sucederia nunca tal cosa 
y los ingenieros trataron de investigar mas en detalle. Despues de realizar numerosos 
experimentos, encontraron que los recipientes se podrian romper si su velocidad en el 
momento del choque fuera 40 pie/s (o 12 m/s). El problema consiste, por lo tanto, en 
calcular la velocidad de los recipientes en el instante en que chocan contra el fondo del 
mar. Con este proposito es necesario revisar brevemente algunos conceptos de mecani- 
ca newtoniana. 
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La mecanica newtoniana es el estudio de las famosas ieyes de movimiento de New- 
ton y sus consecuencias. La primera ley del movimiento establece que un cuerpo per- 
manecera en reposo o en movimiento con velocidad constante si ninguna fuerza actua 
sobre el. Una fuerza puede considerarse como una atraccion o una repulsion. La accion 
puede ser ejercida directamente por algo que este en contacto con el cuerpo, o indirec- 
tamente, como es el caso de la fuerza de gravedad de la Tierra. 

La segunda ley de Newton describe el movimiento de un objeto sobre el que actuan 
varias fuerzas. Denotese por y(t) la posicion del centro de gravedad de un objeto. (Se 
supone que el cuerpo se mueve solamente en una direccion.) Las fuerzas que actuan 
sobre el cuerpo y que tienden a incremental se consideran positiva s, mientras que las 
que tienden a disminuir^ se consideran negativas. La fuerza resultante Fque actua sobre 
un objeto se define como la suma de todas las fuerzas positivas menos la suma de todas 
las fuerzas negativas. La segunda ley del movimiento establece que la aceleracion 
d 2 y/dt 2 de un objeto es proporcional a la fuerza resultante que actua sobre el, es decir, 


dy 1 
— r = ~F. 
dl 2 m 


(i) 


La constante m es la masa del objeto. Se relaciona con el peso del mismo por medio 
de la expresion W - mg , donde g es la aceleracion de la gravedad. A menos que se 
indique lo contrario, se supone que el peso de un objeto y la aceleracion de la gravedad 
son constantes. Tambien se utilizara aqui el sistema ingles de unidades, de modo que 
t se mide en segundos (s), y en pies (pie), y F en libras (fuerza) (lb). La unidad de m 
es entonces el slug o geolibra y la aceleracion gravitacional g es igual a 32.2 pie/s 2 . 


Observacion 1. Serfa preferible utilizar el Sistema Internacional de Unidades (SI), 
donde v se mide en metros (m) y F en newtons (N). La unidad de m es entonces el kilo- 
gramo (kg), y la aceleracion gravitacional es igual a 9.8 m/s 2 . En la Seccion 2.6 de la 
tercera edicion de este libro se cambio del sistema ingles de unidades al sistema mks 
(o ahora, SI). Sin embargo, cambiar el sistema metrico mks en esta seccion causaria 
una confusion innecesaria a los usuarios de la primera y segunda ediciones. Esto se debe 
a los errores de truncamiento numerico que conlieva convertir pies a metros y libras 
a newtons.* 


Ahora se vuelve al problema de almacenamiento de desechos atomicos. Al descen- 
der un recipiente o envase hermetico en el agua son tres las fuerzas que actuan sobre 
el: W, B y D . La fuerza W es el peso del recipiente que lo hace caer o moverse hacia 
abajo y su magnitud es 527.436 lb. La fuerza B es la fuerza hidrostatica de empuje del 
agua que actua sobre el recipiente. Esta accion, tiende a mover el recipiente hacia arri- 
ba y su magnitud es el peso del agua desplazada por el volumen del contenedor. Ahora 
bien, la Comision de Energia Atomica uso recipientes de 55 galones cuyo volumen es 
de 7.35 pie 3 . El peso de un pie cubico de agua salada es de 63.99 lb. Asi pues, B = 
(63.99)(7.35) = 470.3271b. 

La fuerza D es la fuerza de resistencia hidrodinamica que actua sobre el recipiente, 
y se opone a su movimiento a traves del agua. Los experimentos han indicado que todo 


* (N. del R.) En esia version se aplican las normas meiroldgicas modernas, en simbologia y definiciones, aunque se 
•han conservado las unidades inglesas del original. 
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fluido, como por ejemplo: agua, aceite y aire, se opone al movimiento de un objeto 
a traves de el. Esta fuerza de resistencia actua en direccion opuesta al movimiento y 
por lo comiin es directamente proporcional a la veiocidad V del cuerpo. De modo que, 
D = cK, para una constante positiva c. Notese que la fuerza de resistencia del agua 
aumenta si Flo hace y disminuye si V se reduce. Para calcular D los ingenieros realiza- 
ron muchos experimentos de remolque. Concluyeron que la orientacion del recipiente 
tiene poco efecto sobre dicha fuerza de resistencia, y que 


D = 0.08 V 


(lb)(s) 

pie 


Ahora bien, al tomar y — 0 al nivel del mar y consideran positiva la direccion hacia 
abajo se tiene que W es una fuerza positiva, y que B y D son fuerzas negativas. Por 
lo tanto, de (1) se obtiene 


d 2 y 

dr 


~{W-B-cV)=-^-AW-B-cV). 
m W 


Esta expresion puede escribirse como una ecuacion diferencial lineal de primer orden 
en V ~ dy/dt , es decir, 


-dZ + Elv.Aw-B) 

dt w W y ’ 


( 2 ) 


Al inicio, cuando se suelta el contenedor en la superficie del mar, su veiocidad es cero. 
Asi pues, la veiocidad del recipiente V(t) satisface el siguiente problema de valor inicial 

f + w v= w (l *'~ B) - y(0 >-°- ( 3 ) 

y de aqui se deduce que 


V(t)= ~ - [l-e ( - cg/H,> ']. (4) 

La ecuacion (4) expresa la veiocidad del recipiente com o una funcion del tiempo. 
Para calcular la veiocidad de impacto del envase es necesario calcular el tiempo t en 
el cual el recipiente toca el fondo del oceano. Desafortunadamente, sin embargo, es 
imposible evaluar t explicitamente como una funcion de.y (Ejercicio 2). Por lo tanto, 
no puede usarse la ecuacion (4) para determiner la veiocidad del recipiente en el momento 
del impacto. No obstante, la AEC uso esta ecuacion para demostrar que los recipientes 
no se destruyen con el golpe. De hecho, se observa de (4) que V(t) es una funcion mono- 
tona creciente del tiempo, y que tiende al valor limite 


cuando t tiende a infinito. La cantidad K r se conoce como veiocidad terminal del reci- 
piente. Claramente, V(t) < K r , de modo que la veiocidad de impacto del recipiente 
con el fondo del mar es con seguridad menor que ( W - B)/C. Ahora bien, si esta velo- 
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cidad terminal fuera menor que 40 pie/s, entonces los recipientes no se romperian con 
el golpe. Sin embargo, se tiene que 


W-B 

c 


527.436-470.327 

0.08 


= 713.86 ft/s. 


y este valor es demasiado grande. 

En este momento debe ser claro que la unica manera de dirimir las diferencias entre 
la AEC y los ingenieros es calcular u(jy), la velocidad del recipiente como funcion de 
la posicion. La funcion v(y) es muy diferente de la funcion K(/), la velocidad del conte- 
nedor como funcion del tiempo. Sin embargo, si se expresa y como funcion de /, ambas 
funciones estan relacionadas por la siguiente ecuacion 

v(0=v(y(‘)) 


y aplicando la regia de la cadena para la diferenciacion, dV/dt = (dv/dy)(dy/dt), se 
obtiene 

W dv dy 


g dy dt 


= W-B-cV. 


pero dy/dt = V(t) = v(y(t)). Asi pues, eliminando la dependencia de y en t se ve que 
u(.y) satisface la siguiente ecuacion diferencial de primer orden 


Mas aun 

Por Io tanto, 


W dv n _ v dv 8 

— u — = W- B - cv 7 o — — ~T = IT/' 

g dy W — B — cv dy W 


t'(0)= r(>>(0))= K(0) = 0. 


gy 

W 


Ahora bien, 


r rdr fy g , 

J 0 W-B-cr J 0 W ds 

f v rdr f c r-(W-B)/c W-_B f L dr 

J n W-B-cr I W-B-cr r c J n W-B- 
^0 *'0 u 


cr 


-V 

C Jo 


dr + 


W-B 


f L dr 

Jo W-B- 


cr 


v (W-B) \W-B-cv\ 

jn - 


W- B 


Ya se tenia que v < (W — B)/c\ por lo tanto, W-B cusiempre es positivo y ademas 


gy _ r ( W-B) g-ct- 

W c c 2 n W-B 


( 5 ) 


En este punto pareceria no haber solucion al problema, pues no es posible expresar 
a c como una funcion explicita de^ a partir de (5). Sin embargo, esta dificultad aparen- 
temente insalvable tiene solucion. Como se muestra en la Seccion 1.1 1, es muy simple 
evaluar c(300) a partir de (5) con una computadora digital. Solamente se requiere sumi- 
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nistrar a la maquina una buena aproximacion de t> (300), lo cual se hace de la siguiente 
manera. La velocidad v (y) del recipiente satis face el siguiente problema de valor inicial 


— v^ = W-B-cv, o( 0) = 0. 
g dy 


( 6 ) 


Considerando por un momento c = 0 en (6) se obtiene un nuevo problema de valor inicial 

u(0) = 0. (6') 


Z U *L_ W - Bf 

g dy 


(v se reemplazo por u para evitar confusiones). Es posible integrar (6') directamente 
para obtener que 

lV2 


W u 2 

— y =(W-B)y, o u(y) — 


\l g 

W 


( W — B )y 


En particular. 


r 2 g i 

1/2 

• 2(32.2)(57.109)(300) ' 


= 

527.436 


i/2 


-V2092 ^45.7 ft/s. 


La afirmacion ahora es que u( 300) es una buena aproximacion de v(300). La demostra- 
cion es como sigue: Primero observese que la velocidad del recipiente siempre es mayor 
si no existe la fuerza de resistencia que se opone al movimiento. Por lo tanto, 

o(300)< w(300). 

Segundo, la velocidad v aumenta si ^ lo hace, de modo que v(y) < u(300) para y < 300. 
Por lo tanto, la fuerza D de resistencia del agua que actua sobre el recipiente es siempre 
menor que 0.08 x */(300) = 3.7 lb. Ahora bien, la fuerza resultante W - B que atrae 
el recipiente hacia abajo es de aproximadamente 57.1 lb, la cual es muy grande compa- 
rada con D. Por lo tanto, es razonable que u(y) sea una buena aproximacion de u(y). 
Y de hecho asi es, ya que numericamente se ve que (Seccion 1.11) u(300) = 45.1 pie/s. 
Asi pues, los recipientes pueden danarse con el impacto y Ios ingenieros tenian razon. 

Epilogo. Las reglas de la Comision de Energia Atomica (AEC) (la actual NRC, de 
Nuclear Regulatory Cotnissiori) prohiben expresamente en la actuaiidad arrojar al mar 
desperdicios atomicos de bajo nivel. El autor no esta seguro de si los paises de Europa 
Occidental tambien han prohibido esta practica. 


Observacion. El metodo presentado en esta seccion puede servir para calcular la 
velocidad de cualquier objeto que se mueve a traves de un medio fluido que se opone 
a su movimiento. Simplemente se hace caso omiso de la fuerza de resistencia si el medio 
no es agua. Por ejemplo, denotese por V(t) la velocidad de un paracaidista que descien- 
de hacia tierra bajo la influencia de la gravedad. Entonces se tiene que 
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donde W es el peso de la persona y del paracaidas, y D es la fuerza de resistencia que 
ejerce la atmosfera sobre el paracaidista en descenso. La fuerza de resistencia de un 
objeto en el aire o en cualquier fluido de viscosidad baja es usualmente casi proporcio- 
nal a V 2 . La proporcionalidad estricta con V es mas bien el caso excepcional y ocurre 
solo a velocidades muy bajas. El criterio para aplicar la ley cuadratica o la lineal es 
el numero de Reynolds : 


R=pVL/ix. 

L es la dimension de la longitud representativa del objeto; gyp son la densidad y la 
viscosidad del liquido, respectivamente. Si R < 10 entonces D ~ F, y si R > 10 3 
entonces D ~ V 2 . Para 10 < R < 10 3 ninguna de las leyes es exacta. 


ejercicios 

1. Resuelva el problema de valor inicial (3). 

2. Despeje y - y(t) de (4) y demuestre que la ecuacion y - y(t) no puede resolverse 
explicitamente para t = t(y). 

3. Demuestre que los recipientes con desperdicios atomicos no se destruyen con el 
impacto si son arrojados L pies de profundidad de agua con 

(2 g(W - B)L/W) V \ < 40. 

4 . Fat Richie, un maton obeso del bajo mundo que pesaba 4001b, fue arrojado por 
la ventana de un departamento a 2 800 pies de altura sobre el suelo en la ciudad 
de Nueva York. Sin tomar en cuenta la resistencia del aire, halle (a) la velocidad 
con la cual Fat Richie llego al piso; (b) el tiempo transcurrido antes del choque 
con el suelo. 

5. Un objeto que pesa 300 lb es arrojado a un rio que tiene una profundidad de 150 pie. 
El volumen. del objeto es de 2 pie 3 , y la fuerza de resistencia que el agua opone 
a este es de 0.05 veces su velocidad. La resistencia se considera despreciable si no 
excede al 5% de la fuerza resultante que impulsa al recipiente hacia abajo. Pruebe 
que la fuerza de resistencia es despreciable en este caso. (Aqui B = 2(62.4) = 124.8.) 

6. A partir de la posicion de reposo, se dejan caer al mismo tiempo dentro de un rio 
una esfera de 400 lb y volumen igual a 4x/3 y un cilindro de 300 lb y volumen x. 
Las fuerzas de resistencia ejercidas por el agua sobre la esfera y el cilindro son \ V s 
y X V c , respectivamente, donde V s , V c son las velocidades respectivas de la esfera 
y el cilindro, y X es una constante positiva. Determine cual de los dos objetos liega 
primero al fondo del rio. 

7 . Un paracaidista desciende a partir del reposo en direccion a tierra. El peso total 
del hombre y el paracaidas es de 161 lb. Antes de que se abra el paracaidas la resis- 
tencia del aire es igual a V/2. El artefacto se abre 5 s despues de iniciado el descen- 
so y la resistencia del aire es entonces K 2 /2. Determine la velocidad V(t) del para- 
caidista despues que se abre el paracaidas. 
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8. Un paracaidista salta desde gran altura. El peso total de la persona y el paracai'das 
es de 161 lb. Denotese por V(t) su velocidad t segundos despues de haber iniciado 
el descenso. Durante los primeros 10 s la resistencia del aire es V/2. Despues, al 
estar abierto el paracafdas la resistencia del aire es 10 V. Obtenga una formula expli- 
cita para V(t) si t es mayor que o igual a 10 s. 

9. Un objeto de masa m se deja caer verticalmente con una velocidad inicial V 0 en 
un medio que ofrece una resistencia proporcional a la raiz cuadrada de la magni- 
tud de la velocidad. 

(a) Determine la relation que hay entre la velocidad V y el tiempo t si la resisten- 
cia es igual a cV V. 

(b) Encuentre la velocidad final del objeto. Sugerencia: Es posible evaluar la velo- 
cidad final aun cuando no se pueda despejar V(t). 

10. Un cuerpo de masa m desciende a partir de una position de reposo en un medio 
que ofrece una resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad, es decir D = 
cV 2 . Obtenga V(t) y calcule la velocidad final V(t)- 

11. Un cuerpo de masa m es lanzado hacia arriba desde la superficie de la Tierra con 
una velocidad inicial V 0 . Tome como eje y la direction vertical siendo, y positiva 
hacia arriba, y situese el origen en la citada superficie. Suponiendo que no hay resis- 
tencia del aire, pero tomando en cuenta las variaciones en el campo gravitacional 
debidas a las diferentes altitudes se obtiene 

dV mgR 1 
dt ( y+R ) 

donde R es el radio de la Tierra. 

(a) Considere V(t) = v( >>(/)). Encuentre una ecuacion diferencial que se cumpla 
para v(y). 

(b) Determine la velocidad inicial minima V 0 para la cual el cuerpo no regresa a 
la Tierra. Esta es la llamada velocidad de escape. Sugerencia: La evaluation 
de la velocidad de escape requiere que v{y) permanezca positiva. 

12. En realidad no es necesario calcular v(j) explicitamente para probar que v(300) 
es superior a 40 pi e/s. Aqui se presenta una demostracion alternativa. Primero notese 
que v(y) crece si^aumenta. Esto implica que yes una funcion monotona creciente 
de v. Por lo tanto, si y es menor que 300 pie cuando v es 40 pi e/s, entonces v debe 
ser mayor que 40 pie/s cuando y vale 300 pie. Sustituya v = 40 pie/s en la ecua- 
cion (5) demuestre que y es menor que 300 pie. Se concluye, por lo tanto, que los 
recipientes pueden destruirse con el impacto. 


1 .8 Dinamica del desarrollo de tumores, 

PROBLEMAS DE MEZCLADO Y 
TRAYECTORIAS ORTOGONALES 


En esta seccion se presentan tres aplicaciones sencillas, pero extremadamente utiles, de 
las ecuaciones de primer orden. La primera aplicacion trata del crecimiento de tumores 
solidos; la segunda trata del problema de mezclado o analisis compartimental, y la ter- 
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cera aplicacion indica como encontrar una familia de curvas que es ortogonal a una 
familia dada de curvas. 


a) Dinamica del Desarrollo de Tumores 

Se ha observado experimentalmente que ciertas celulas “libres” como las bacterias, se 
desarrollan o crecen a una tasa proporcional al volumen de las celulas en proceso de 
division en ese momento. Denotese por V(t) el volumen de las celulas en el tiempo t. 
Entonces se tiene 



(i) 


para alguna constante positiva X. La solucion de (1) es 

K(r)- V 0 e H '~' o) (2) 


donde V 0 es el volumen de las celulas en division en el tiempo inicial t 0 . Asf pues, las 
celulas libres crecen exponencialmente en el tiempo. Una consecuencia importante de 
(2) es que el volumen celular se duplica continuamente (Ejercicio 1) cada intervalo de 
tiempo de magnitud ln2/\. 

Por otro lado, los tumores endurecidos no crecen exponencialmente en el tiempo. 
AI crecer un tumor de este tipo, continuamente se incrementa el tiempo de duplication 
del volumen total. Varios investigadores han senalado que los datos para muchos tumores 
se ajustan bastante bien, durante un desarrollo a casi 1 000 veces el volumen inicial, 
a la ecuacion 


V(t) = ^o ex p(~(l — exp( — a/))) (3) 

donde exp(jt) = e x ; X y a son constantes positivas. 

La ecuacion (3) se designa usualmente como una relation gompertziana. Expresa 
que el tumor crece cada vez mas y mas lento y que su volumen tiende al valor V 0 e x/oc . 
Durante mucho tiempo, investigadores medicos han tratado de explicar esta desviacion 
del simple crecimiento exponencial. La manera de obtener una mejor perspectiva del 
problema es encontrar una ecuacion diferencial que tenga a V(t) como solucion. Deri- 
vando (3) se obtiene 

^ = K 0 \exp( - at) ex p(~0 _ex P< -«(')))] 

= \ e - a 'V. (4) 

Dos teorfas antagonicas han sido propuestas para explicar la dinamica del crecimiento 
tumoral y corresponden a cada uno de los siguientes arreglos de la ecuacion diferencial (4) 

4¥-=(\ e - a ')V (4a) 

^ =\( e -°‘V ). (4b) 

De acuerdo con la primera teoria, el efecto de retardo en el crecimiento del tumor se 
debe al aumento del tiempo medio de generacidn de las celulas que se reproducen, sin 
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un cambio en la proportion de reproduction de las celulas. Con el correr del tiempo 
las celulas reproductivas maduran o envejecen, por lo que se dividen mas lentamente. 
Esta teorfa corresponde a la ecuacion (4a). 

La ecuacion (4b) sugiere que el tiempo medio de generation de las celulas en proce- 
so de division es constante, y que el retraso en el crecimiento se debe a la perdida de 
celulas reproductoras en el tumor. Una posible explication de esto es que se desarrolla 
una region necrotica en el centro del tumor. Esta necrosis aparece para un tamano crfti- 
co en un tipo particular de tumor, y despues el nucleo necrotico aumenta rapidamente 
a medida que crece la masa total del tumor. Segun esta teorfa, el nucleo necrotico se 
desarrolla debido a_que en muchos tumores el suministro de sangre, y por tanto de oxf- 
geno y nutrientes, se restringe casi por completo a la superficie tumoral y a regiones 
cercanas a ella. Conforme el tumor aumenta, el suministro de oxfgeno por difusion hacia 
el nucleo se dificulta mas, lo que trae consigo la formation de un nucleo necrotico. 

b) Problemas de Mezclado 

Muchos problemas importantes en biologfa e ingenierfa qufmica pueden enmarcarse en 
el siguiente contexto. Una solution que contiene una concentration fija de una sustan- 
cia x fluye con un cierto gasto a un tanque o compartimiento, el cual contiene la sustan- 
cia x y posiblemente otras sustancias. La mezcla se homogeniza rapidamente y despues 
sale del recipiente a un gasto determinado. 

Se desea hallar la concentration de la sustancia x en el tanque para todo tiempo t. 

Problemas de este tipo se conocen por lo general como “problemas de mezclado” 
o “analisis compartimentaT’.'El siguiente ejempio ilustra como resolver este tipo de casos. 


ejemplo i Un tanque contiene S 0 lb de sal disueltas en 200 galones de agua. En 
el tiempo t = 0 entra agua que contiene Vi lb de sal por galon, con un gasto de 4 gal/min, 
y la solution homogenizada sale del deposito con la misma intensidad. Determinar la 
concentration de sal en el tanque para todo tiempo / > 0. 

SOLUCldN. Denotese por S(t) la cantiad de sal en el tanque en el tiempo t que debe 
ser igual al gasto con el cual entra la sal en el tanque, menos el gasto con el cual sale 
del tanque. Obviamente la rapidez con la cual entra la sal al tanque es 

\ lb/gal veces 4 gal/min = 2 Ib/min. 

Tras reflexionar un momento tambien es obvio que el gasto con el cual efluye la sal 
del tanque es 

S(t) 

4 gal/mm veces . 


Asf pues. 


S'(r)-2- 


S(t) 
50 ’ 


5(0) = So. 


y esto implica que 


S(/) = 5 0 e~ 002, + 100(1 -e -002 '). 


(5) 
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Por lo tanto, la concentracion c(0 de sal en el tanque esta dada por 


c(/) = 


S(') 

200 


,- 0 . 02 / 


200 


+ 5(1 


- 0 . 02 / \ 


( 6 ) 


OBSERVACldN. El primer termino que aparece en el lado derecho de (5) representa 
la proportion de la cantidad original de sal que permanece en el tanque en el tiempo 
t. Tal termino se vuelve cada vez mas pequeno con el paso del tiempo, conforme la 
solucion original sale del deposito. El segundo termino del segundo miembro de (5) repre- 
senta la cantidad de sal en el tanque en el tiempo /, debida a la action del flujo. Clara- 
mente la cantidad de sal en el tanque debe tender al valor limite de 100 lb, lo cual puede 
verificarse haciendo que t teniendo a infinito en (5). 

c) Trayectorias Ortogonales 

En muchas aplicaciones fisicas, con frecuencia, es necesario determinar trayectorias orto- 
gonales a una familia dada de curvas. (Una curva que interseca en angulo recto a cada 
uno de los miembros de una familia de curvas se llama trayectoria ortogonal a la fami- 
lia dada.) Por ejemplo, una particula con carga electrica que se mueve bajo la influen- 
cia de un campo magnetico describe siempre una curva que es perpendicular a cada una 
de las lineas del campo magnetico. El problema de encontrar trayectorias ortogonales 
a una familia de curvas puede resolverse de la siguiente manera. Considerese que la fami- 
lia de curvas esta descrita por la siguiente relation 


F(x,y,c) = 0. 


(7) 


Derivando esta ecuacion se tiene 

F x 

F x + F y y' = 0, o bien y . 

r y 


( 8 ) 


Despues se despeja c = c(x, y) en (7), y se sustituye c en (8) por tal valor c(x, y). Final- 
mente, y dado que las pendientes de las curvas que se intersecan ortogonalmente son 
reciprocas negativas, se ve que las trayectorias ortogonales a (7) son curvas solucion 
de la ecuacion 


/ = 



(9) 


Ejemplo 2 Determinar las trayectorias ortogonales a la familia de parabolas 

x = cy 2 . 

SOLUCldN. Derivando la ecuacion x = cy 2 se obtiene 1 = 2c>'y ' . 

Dado que c = x/y 2 , se ve que y = y/2x. Ast pues, las trayectorias ortogonales 
a la familia de parabolas x = cy 2 son las curvas solucion de la ecuacion 
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y 

♦ 



X 


FlGURA 1 . Las parabolas x = cy 2 y sus trayectorias ortogonales. 


Esta ecuacion es separable, y su solution es 

y 2 + 2x 2 = k 2 . (11) 

De modo que la familia de elipses (11) (Figura 1) son las trayectorias ortogonales a la 
familia de parabolas x = cy 2 . 


BlBLIOGRAFIA 

Burton, Alan C., “Rate of growth of solid tumors as a problem of diffusion”. Growth, 
1966, Vol. 30, pag. 157-176. 


EJERCICIOS 

1. Una sustancia dada satisface la ley de crecimiento exponencial (1). Demuestre que 
la grafica de In V en funcion de t es una recta.. 

2. Una sustancia x se multiplica exponencialmente, y una cantidad dada de la sustan- 
cia se duplica cada 20 anos. Si se tienen ahora 3 lb de dicha sustancia, <,cuantas 
lb se tendran en 7 anos? 

3. Una sustancia decae o decrece exponencialmente, y despues de 2 afios solo queda 
la mitad de la cantidad inicial. ^Cuanto tiempo es necesario para que 5 lb decaigan 
a lib? 

4. Se propone la ecuacion p = ap a , con a > 1, como modelo para el crecimiento 
poblacional de una cierta especie. Demuestre que /?(/) oo en tiempo finito. Con- 
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cluya que, por lo tanto, este modelo no es exacto para intervalos de tiempo de mag- 
nitud razonable. 

5. Un tumor canceroso satisface la relation gompertziana (3). Inicialmente, cuando 
contema 10 4 celulas, el tumor creda a una tasa de 20% por unidad de tiempo. El 
valor numerico de la constante de retardo es 0.02. iCual es el valor limite de las 
celulas en este tumor? 

6. Se inyecta una dosis trazadora o senaladora de yodo radiactivo I 131 en el flujo o 
torrente sanguieno en el tiempo t = 0. Suponga que la cantidad inicial Q 0 de yodo 
se distribuye homogeneamente en el flujo antes de cualquier perdida. Denotese por 
Q(t) la cantidad de yodo en la sangre en el tiempo t > 0. Una parte del yodo es 
eliminado de la sangre y pasa a la orina a una tasa k x Q. Otra parte del I 131 es rete- 
nido en la glandula tiroides a una tasa k 2 Q . Calcule Q(t). 

7. En un tanque que tiene 1000 galones (gal) de agua se vierten por bombeo desperdi- 
cios industriales a un gasto de 1 gal/min, y la solution bien mezclada sale del tan- 
que con la misma rapidez. (a) Halle la concentracion del desperdicio en el tanque 
en el tiempo t. (b) <,Cuanto tiempo es necesario para que la concentracion alcance 
el 20 %? 

8. Un deposito contiene 300 gal de agua y 100 gal de contaminantes. Se vierte agua 
fresca en el tanque a un gasto de 2 gal/min y la mezcla homogenea sale del reci- 
piente con la misma intensidad. ^Cuanto tiempo es necesario para que la concen- 
tracion de contaminantes disminuya a 1/10 de su valor original? 

9. Considere un tanque que en el tiempo t = 0 contiene Q 0 lb de sal disueltas en 
150 gal de agua. Suponga se que a un gasto de 3 gal/min entra agua al tanque con 
un contenido de 1/2 lb de sal por galon y que, a la misma rapidez, sale el agua 
bien mezclada del tanque. Halle una expresion para la concentracion de sal en el 
tanque en el tiempo /. 

10. Una habitation que contiene 1000 pie 3 de aire se encuentra inicialmente libre de 
monoxido de carbono (CO). En el tiempo / = 0 entra al cuarto humo de cigarri- 
llos con un contenido de 4% de monoxido de carbono y un gasto de 0.1 pie 3 /min. 
La mezcla homogenizada sale del local a la misma tasa. Calcule el tiempo para 
el cual la concentracion de CO en el aire alcanza 0.012%. (Una exposition prolon- 
gada a esta concentracion de monoxido de carbono es peligrosa.) 

11. Un tanque de 500 gal de capacidad contiene inicialmente 100 gal de agua pura. 
En el tiempo / = 0 fluye en el tanque agua con un contenido de 50% de contami- 
nantes a un gasto de 2 gal/min. La mezcla homogenea sale del tanque a un gasto 
de 1 gal/min. Calcule la concentracion de contaminantes en el tanque en el momento 
en que este se derrama. 


En los Ejercicios 12 a 17 encuentre4as trayectorias ortogonales a la familia dada de curvas. 

12.y«CJC 2 13. y 2 - x 2 -c 

14. y — csenx 15. x 2 +y 2 =cjt (Vease el Ejercicio 13 de 

la Seccion 1.4.) 
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16. y = ce x 17 ,y = e cx 

18. La presencia de toxinas en un cierto medio destruye una capa de bacterias a una 
tasa proporcional al numero de bacterias presentes y a la cantidad de toxina. Lla- 
mese a a la constante de proporcionalidad. Si no hubiera toxinas, las bacterias se 
reproducirian con una tasa proporcional al numero de las que estan presentes. Desig- 
nese por b a esta constante de proporcionalidad. Suponga que la cantidad de toxi- 
na T se incrementa a una tasa constante c; es decir, dT/dy = c, y que su produc- 
cion se inicia en el tiempo t = 0. Denotese por y{t) el numero de bacterias vivas 
que estan presentes en el tiempo /. 

(a) Obtenga una ecuacion diferencia! que sea valida para y(/). 

(b) Resuelva dicha ecuacion para evaluar y(t). ^Que ocurre con y(t) cuando t tiende 
a °°? 

19. Muchos bancos de ahorro ofrecen tasas de interes compuesto continuos. Esto sig- 
nifica que el monto de dinero P(t) que se deposita en el tiempo t satisface la ecua- 
cion diferencial dP(t)/dt - rP(t ), donde r es el tipo de interes anual y / se mide 
en arios. Denotese por P 0 el monto inicial de la inversion. 

(a) Demuestre que P(l) = P$e r . 

(b) Tomeser = 0.0575, 0.065, 0.0675 y 0.075. Pruebe que e r = 1.05919, 1.06716, 

1.06983 y 1,07788, respectivamente. Asi pues los tipos anuales de interes efec- 
tivos (en %) de 5 3 / 4 , 6/2, 6>A y IVi deben ser 5.919, 6.716, 6.983 y 7.788%, 
respectivamente. Sin embargo, la mayoria de los bancos anuncian rendimien- 
tos anuales efectivos de 6, 6.81, 7.08 y 7.9%, respectivamente. La razon de 
esta diferencia es que los bancos calculan una tasa diaria de interes basada en 
360 dias y pagan reditos por cada dia que el dinero esta depositado. En un 
ano se tienen 3 dias extra. Asi pues, multiplicando los valores 5.919, 6.716, 

6.6983 y 7.788% por 365/360 se obtienen los valores anunciados. 

(c) Es interesante notar que un banco, el Old Colony Cooperative Bank, en Rho- 
de Island, ofrece un rendimiento anual efectivo de 6.72%, con un tipo de inte- 
res anual de 6!/z% (el valor inferior) y un rendimiento anual efectivo de 7.9% 
con un tipo de interes anual de 7/2%. De modo que, dichos tipos de interes 
no son congruentes. 


1.9 Ecuaciones diferenciales exactas y 

ECUACIONES DIFERENCIALES QUE NO 
ES POSIBLE RESOLVER 


Cuando iniciamos el estudio de las ecuaciones diferenciales, soiamente se podia resol- 
ver la ecuacion dy/dt - g(t). Posteriormente se incluyeron las ecuaciones lineales y las 
separables. Pero, en general, es posible resolver todas las ecuaciones diferenciales que 
estan, o puedan estar escritas, en la forma siguiente 


^<#^,> 0=0 


(i) 
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para una funcion y). De hecho integrando en ambos miembros de (1) se obtiene 

4>(t, y ) = constante (2) 

y de aqui se despeja y como funcion de t. 


EJEMPLO 1 La ecuacion 1 + cos (t + y) + co s(t + y){dy/dt) = 0 puede expresarse 
en la forma ( d/dt)[t + sen (/ + y)] = 0. Por lo tanto, 

* + sen(/+.y) = c, and y = — / + arcsen(c — /). 


EJEMPLO 2 La ecuacion cos(/ 4 - y) + [1 + cos(/ + y)](dy/dt) = 0 puede escri- 
birse en la forma (d/dt)[t + sen(/ + y)] = 0. Por tanto, 

<t>(t,y) =y + sen(/ + y) = c. 

Es necesario dejar la solucion en esta forma, ya que no es posible despejar y como una 
funcion explicita del tiempo. 


Claramente la ecuacion (1) es la ecuacion mas general de primer orden que se puede 
resolver. De manera que, es importante poder reconocer cuando una ecuacion diferen- 
cial puede expresarse en esta forma. Esto no es tan simple como podria esperarse. Por 
ejemplo, no es nada evidente que la siguiente ecuacion diferencial pueda escribirse en 
la forma ( d/dt)(y 3 + t 2 + ty + sen y + cos t) = 0: 

dy 

2 1 +y - sen 1 4* (3 y 2 + cos^y + 1) — =0 

Para encontrar todas las ecuaciones diferenciales que pueden ser expresadas en la for- 
ma (1), observese que a partir de la regia de la cadena para derivacion parcial se tiene 




9<J> dy 
dy dt ’ 


Por lo tanto, la ecuacion diferencial M(t> y) + N(t, y){dy/dt) = 0 puede escribirse en 
la forma (< d/dt)<t>(t , y) = 0, si y solo si existe una funcion <#>(/, y) tal que M{t , y) = 
d<t>/dt y N(t , y) = d<t>/dy . Esto lleva entonces a la siguiente pregunta. Dadas dos 
funciones M(t y y) y N(t> y) y ^existe una funcion <j>(t, y) tal que M(L y) - d <t>/ dt y 
N{t , y) = d 4>/ dy ? Desafortunadamente, y como se pone de manifiesto en el siguiente 
teorema, la respuesta casi siempre es que no. 


TEOREMA 1 . Sean M(t, y) y N(t, y) funciones continuas y con derivadas 
parciales continuas con respecto a t y a y en el rectanguio R formado por los 
puntos ( t , y), con a<t<byc<y<d. Entonces existe una funcion y) 

tal que M{t, y) = d <j>/dt y N(t, y) = d <t>/dy si y solo si 

dM/dy = dN/dt 


en R. 
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Demostracion. Observese que M(t, y) = d <j>/ d t para una funcion <t>(t y y) si y sola- 
mente si 

<K‘,y) = f M{t,y)dt + h(y) (3) 


donde h(y) es una funcion arbitraria de>\ Derivando parcialmente ambos lados de (3) 
con respecto a y se obtiene que 


3<f) 

dy 



dM (t,y) 
dy 


dt + h\y). 


Por lo tanto, d </>/ dy es igual a N(t , y) si y solo si 

r dM (t>y) 

N (*>y) = / dt + h\y) 

o bien 

r 3 M(t,y) 

h'(y)-N(t,y)-}—^—dt. (4) 

Ahora bien, h\y) es una funcion solo de^ mientras que el lado derecho de (4) pareciera 
ser una funcion tanto de t como de y. Pero una funcion de y solamente no puede ser 
igual a una funcion de t y de y. Asi pues, la ecuacion (4) tiene sentido unicamente si 
su segundo miembro es funcion de y. Esto sucede si y solo si 


n 

dt 


N(t,y)-f 


dy 


dt 


3 N dM 
dt dy 


d N 

Por lo tanto, si — — ¥= dM/ dy, entonces no existe una funcion </>(/, y) tal que M = 
d t 

d<t>/dtyN = d <fr/dy. Por otro lado, si dN/dt = d M/dy y entonces es posible resol- 
ver para determina 


r\ r 3A/(r #< y) 

h(y) = J N (t,y) — J — dt 


dy. 


Como consecuencia, A/ = d <j>/ dt y TV = d<}>/dy con 


c c c 

JM(t,y)dt+ J N(t,y)- J dt 


dy 


□ 


DEFINICION. La ecuacion diferencial 

M(t,y) + N(t,y)~ =0 
se dice que es exacta si dM/dy = dN/dt. 


( 5 ) 

( 6 ) 


La razon de ser de esta definicion es, por supuesto, que el lado izquierdo de (6) 
es la derivada exacta de una funcion conocida de / y de y si dM/dy = dN/dt. 
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OBSERVACION 1. No es esencial en el enunciado del Teorema 1 el hecho de que 
dM/dy = dN/dt en un rectangulo. Es suficiente si dM/dy = dN/dt en una 
region R que no contiene “hoyos”. Es decir, si c es una curva cerrada que esta conteni- 
da completamente en R, entonces su interior tambien esta por completo contenido en R. 

OBSERVACION 2. La ecuacion diferencial dy/dt = f(t, y) puede escribirse siempre 
en la forma M(t, y) + N(t, y)(dy/dt) = 0, al hacer M(t, y) = -/(/, y) y N(t, _y) = 1. 


OBSERVACION 3. Es costumbre decir que la solution de una ecuacion diferencial exacta 
esta dada por <j>(t , y) - constante. Lo que se quiere decir, en realidad, es que hay que 
despejar y de la ecuacion como una funcion de t y de c. Desafortunadamente, la 
mayoria de las ecuaciones diferenciales exactas no pueden resoiverse explicitamente para 
evaluar y como funcion de t. Aunque esto podria parecer molesto, es pertinente men- 
cionar que con ayuda de una computadora es muy sencillo calcular y(t) con cualquier 
grado de precision (Section 1.11). 


No se recomienda en la practica tratar de memorizar la ecuacion (5). Mas bien se 
sugiere seguir alguno de los tres metodos siguientes para obtener <£(/, y). 

Primer Metodo: La ecuacion M(t , y) = 3 <t>/dt determina 0(r, y) salvo por una fun- 
cion arbitraria de y unicamente, es decir, 


« <l>{t,y) = j M (t,y)dt + h{y). 

La funcion h(y) se determina a partir de la ecuacion 

r 9M(t,y) 

h\y) = N ( t,y ) - j ^ dt. 

Segurtdo Metodo: Si N(t, y) = d <t>/dy, entonces necesariamente se tiene 


H‘>y)= f N {*>?)<& + k ( 0 

donde k(t) es una funcion arbitraria solo de t. Dado que 

dd> r ( t,y ) 

M = ~d7~ J — dt — ^ + k 'W 

se ve que k{t) se determina a partir de la ecuacion 




~dT~ dy 


Notese que el lado derecho de esta ecuacion (Ejercicio 2) es una funcidn solamente de 
t si dM/dy = dN/dt. 

Tercer Metodo: Las ecuaciones V <j>/ V t = M(t, y) y V <£/ V y = N(t, y) implican que 

<t>0>y) = f M(t,y)dt + h(y) y <t>(t,y) = f N (t,y)dy + k(t). 

Pot lo general, es posible determinar h(y) y k(t) por simple inspeccion. 
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EJEMPLO 3 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial 

dy 

3j> + e r *f(3r + cos>>) — =0. 

Solucion, En este caso M{t y y) - 3y + e { y N(t y y) = 3t + cos y. Esta ecuacion 
es exacta ya que dM/dy = 3 y dN/dt = 3. Por lo tanto, existe una funcion </>(r, y) 
tal que 

3<f> 3<2> 

(i) 3y + e'= — y (ii) 3/ + cosy = — . 

A continuation se calcula 0(/, y) con cada uno de los tres metodos descritos anterior- 
mente. 

Primer Metodo: De (i) se sigue que <f>(t y y) = e l + 3 ty + h(y). Derivando esta ecua- 
cion con respecto a y, y usando (ii) se obtiene que 

h'(y) + 3t = 3t + c°sy. 

Asi pues, h(y) = sen 7 y tambien <t>{t y y) = e l + 3ry + seny. (Estrictamente hablan- 
do, /*(y) = seny + constante. Sin embargo, esta constante de integration se incorpo- 
ro ya a la solucion al escribir <t>(t y y) = c.) Es necesario dejar la solucion general de 
la ecuacion diferencial en la forma e { + 3 ty + seny = c, ya que en esta ecuacion no 
se puede despejar y expiicitamente como una funcion de t. 

Segundo Metodo: De (ii) se sigue que cj>(t y y) - 3ty + seny + k(t). Derivando esta 
expresion con respecto ary usando (i) se obtiene que 

3y + fc'(l) = 3y -he 1 . 

As \ pues, k(t) = e { y <t>(t y y) = 3 ty 4- seny + e { . 

Tercer Metodo: De (i) y (ii) se sigue que 

4>(t,y)= i e t + 3ty + h (y) y <f>(r,.v) = 3(y + seny + k(t ). 

Comparando estas dos expresiones para la misma funcion 0 (r, y) es obvio que 
h(y) = seny y k(t) = e f . Por lo tanto, 

<t>(t y y) = e l + 3ty +seny. 


EJEMPLO 4 Obtener la solucion del siguiente problema de valor inicial 

. dy 

3t 2 y + Sty 2 + (t 2 + 8t 2 y + Uy 2 ) -^-=0, y( 2)= 1. 

SOLUCION. En este caso M(t, y) = 3r> > + 8/y 2 y y) = / 3 4- 8/ 2 j> + 12 y 2 . Esta 
ecuacion es exacta, ya que 

~^3t 2 +\6ty y ■^=3/ 2 +16fy. 
oy ot 
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Por lo que, existe una funcion 4>(t, y), tal que 

(i) 3t 2 y + Sty 2 = ^ .y (ii) t 3 + 8t 2 y + 12y 2 = ^ . 

Una vez mas, se encontrara <t>(t , y) con cada uno de los tres metodos siguientes: 

Primer Metodo: De (i) se sigue que 4>(t , y) = t 3 y + 4t 2 y 2 4- h(y). Derivando esta 
ecuacion con respecto a y, y usando (ii) resulta que 

t 3 + 8 t 2 y + h\y) = t 3 + 8t 2 y 4* 12 y 2 . 

Por lo tanto, h(y) = 4,y 3 , y la solucion general de la ecuacion diferencial es <t>(t , y) = 
t 3 y 4 4r 2 .y 2 4- 4y 3 = c. Tomando t = 2 y y = 1 en esta ecuacion se ve que c = 28. 
Asi pues, la solucion del problema de valores iniciales esta definida implicitamente por 
la ecuacion t 3 y 4- 4t 2 y 2 4 4>> 3 = 28. 

Segundo Metodo: De (ii) se sigue que </>(/, y) = t 3 y 4- 4t 2 y 2 4- 4>’ 3 4- k(t). Derivan- 
do esta expresion con respecto a t y usando (i) se obtiene que 

3 t 2 y 4* Sty 2 4- k'(t) = 3t 2 y + Sty 2 . 

En consecuencia, k(t) = 0 y <t>(t> y) = t 3 y + 4 t 2 y 2 4- 4y 3 . 

Tercer Metodo : De (i) e (ii) se obtiene que 

$(t,y) = t*y 4-4r 2 >> 2 4- h(y) y ^(r,^) = + 4t 2 y 2 + 4y 3 + k(t). 

A1 comparar estas dos expresiones con respecto a la misma funcion $((, y) se ve que 
h(y) = 4 y 3 y k{t) = 0. Por lo tanto, <t>(t y y) = / 3 .y + 4t 2 y 2 4- 4y 3 . 

Como se ve en los Ejemplos 3 y 4, en la mayoria de los casos el metodo de aplica- 
cion mas sencillo es el tercero. Sin embargo, si es mas facil integrar A' con respecto a 
y que integrar M con respecto a t se preferira el segundo metodo, y viceversa. 


EJEMPLO 5 Encontrar la solucion del siguiente problema de valor inicial 


4rV + ' + /V + ' + 2r + (rV + ' + 2>-)-^=0, >-(0)=l. 

Solucion. Esta ecuacion es exacta pues 

(4/ 3 e ' + t*e ’ +y + 2r) = (r 4 + 4/ 3 )e ' + ' = Jy (t 4 e ' + ' + 2y). 

Por lo tanto, existe una funcion <t>(t, y) tal que 

Sc 5> 

(i) 4t 3 e t+y + t 4 e t+y + 2t = ~j 


y 


(ii) t*e‘ +y + 2y— . 
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Dado que es mas sencillo integrar t 4 e l + y + 2 y con respecto a y que integrar 4t 3 e l+y + 
t 4 e (+y + 2t con respecto a t , se elige el segundo metodo. De (ii) se obtiene <£(/, 7 ) = 
+ y 2 + k(t). Derivando esta expresion con respecto a /, y usando (i) resulta 

(t 4 + 4t 3 )e‘ +y + k'(t) = 4t : >e t + y + t 4 e IJhy + 2t. 

Asi pues, k(t) = r, y la solution general de la ecuacion diferencial es y) = 
t 4 e t+y + y 2 + t 2 - c. Tomando / = 0 y y = 1, esta ecuacion implica que c = 1. Asi 
pues, la solucion del problema de valores iniciales esta definida implicitamente por la 
ecuacion t 4 e l + y + t 2 + y 2 = 1 . 

Supdngase ahora que se tiene una ecuacion diferencial que no es exacta 

M(t,y) + N(t,y)^ = 0 (7) 

iSc puede transformar la ecuacion en exacta? Dicho con mas precision: ^Se puede encon- 
trar una funcion /x(r, y ), tal que la siguiente ecuacion 

+ ( 8 ) 

equivalente a (7) sea exacta? 

Esta pregunta es, en principio, facil de contestar. La condition para que (i) sea exacta 
es que 


o bien 


-^(n(t,y)M (t,y)) = jj(n(t,y)N (t,y)) 

.. 3ju 9 M v . W 

M Ty + ^ = * 


(Para simplificar la notation se ha omitido aqui la dependencia de fi, My Neon respec- 
to a t y a y en (9). Asi pues, la ecuacion ( 8 ) es exacta si y solo si n(t, y) satisface la 
ecuacion (9). 


DEFINICION. La funcion ^(/, y) que satiface la ecuacion (9) se llama fac- 
tor integrante de la ecuacion diferencial (7). 


La razon de ser de esta definicion es, por supuesto, que si ft satisface (9), entonces 
es posible escribir ( 8 ) en la forma (< d/dt)<t>(t , y) = 0 y tal ecuacion puede integrarse direc- 
tamente para obtener la solucion 0 (f, y) = c. Por desgracia hay solo dos casos en los 
que es posible encontrar una solucion explicita de (9). Se trata de aquellos en los que 
la ecuacion (7) tiene un factor integrante que es unicamente funcion de t> o bien solo 
funcion de y. Observese que si \l es funcion unicamente de t , entonces la ecuacion (9) 
se reduce a; 



/ dM chV\ 

la y a t j 
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Pero esta ecuacion no tiene sentido a menos que la expresion 

9 A/ dN 
dy 9/ 

N 

sea una funcion solamente de t, es decir si 


9 A/ 9 N 

9 y 9 1 

N 


= *(')• 


Si tal es el caso, entonces fi(t) = exp 
diferencial (7). 


(/««¥<) 


es un factor integrante para la ecuacion 


OBSERVACION. Es importante notar que la expresion 

8 M dN 
dy 8/ 

N 

es casi siempre una funcion tanto de t como de y. Solo para parejas muy especiales de 
funciones M(t , y) y N(t , y) es dicha expresion una funcion unicamente de t. Un caso 
analogo ocurre si fi es una funcion solo de y (Ejercicio 17). Esta es la razon por la que 
no es posible resolver muchas ecuaciones diferenciales. 


EJEMPLO 6 Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial: 

y 2 dy 

~ 2 + 2ye' + (y + e‘)^=0. 

SOLUCION. En este caso Aft/, y) = (y 2 / 2) + 2 ye' y N(t, y) = y + e'. Esta ecua- 
cion no es exacta, ya que dM/dy = y + 2e r y dN/dt = e l . Sin embargo, se tiene 
que 

1 (dM dN\ y + e‘ 

N [ dy 8 1 ) y + e ' 

Por lo tanto, la ecuacion tiene un factor integrante de la forma /x(t) = expj / 1^/J = 
e l . Esto significa, por supuesto, que la ecuacion diferencial equivalente ' ' 

+ 2 ye 2 ' + (ye'+ 

es exacta. Por lo tanto, existe una funcion <t>(t, y) tal que 

y 2 8<f> 

(i) >_ e . +2 ^__ 



1.9 • Ecuaciones diferenciales exactas 


65 


y 

(ii) ye ' + e 2 ‘=^. 

De las ecuaciones (i) y (ii) se obtiene 

H l ’y)= ^-e'+ye 2, + h(y) 

y 

<}>(t,y)= /ye‘ +ye 2 ' + k(t). 

De modo que, h(y) = 0 y k(t) = 0, y la solucion general de la ecuacion diferencial es 

y ^ 

<H f >v) = -ye'+ye 2, = c. 

Despejando y como funcion de t en esta ecuacion resulta 

y(t)= - e‘± [e 2 ' + 2 ce~'] 1/2 . 

EJEMPLO 7 Aplicar los metodos de esta seccion para obtener la solucion general de 
la ecuacion lineal (dy/dt) + a(t)y = b(t). 

Solucion. Primero se escribe la ecuacion en la forma M(t , y) + N(t, y)(dy/dt) = 0, 
con M(t y y) = a(t)y - b{ t) y N(t , y) = 1. Esta ecuacion no es exacta, ya que dM/dy = 
a(t) y dN/dt = 0. Sin embargo, se tiene ((dM/dy) - (d N/ d t))/N = a(t ). Por tanto 

fx(t) = exp| es tin factor integrante para la ecuacion lineal de primer orden. 

De modo que existe una funcion <t>(t , y) tal que 

(i) ii(t)[a(t)y-b(t)]=: ^ 

y d<t> 

(“) 37 • 

Ahora bien, observese de (ii) que <j>(t , 7 ) = ii(t)y + fc(t). A1 derivar esta ecuacion con 
respecto a y usar (i) se ve que 

H'(t)y + k'(t) = f i(t)a(t)y - ti(t)b(t). 

Pero p'(t) = Por lo tanto, k\t) = ~n(t)b(t) y 

<K‘,y)=n(t)y- f t)b{t)dt. 

De aqui se sigue que la solucion general de la ecuacion lineal de primer orden es 

n(')y ~ f dt = c, 

y este es el resultado que se obtuvo en la Seccion 1.2. 
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Ejercicios 


1. Use el teorema de igualdad de las derivadas parciaies mixtas para demostrar que 
3 A// dy = dN/ dt si la ecuacion A/(r, y) + N(t, y)(dy/dt) = 0 es exacta. 

2. Demuestre que la expresion M(t , .y) - J(dN(t y y)/ dt)dy es una funcion solamen- 
te de t si dM/dy = dN/dt. 

En cada uno de los Problemas 3 a 6 encuentre la solucion general de la ecuacion dife- 
rencial dada. 

3. 2/seny +y V + ^cosy + 3y 2 e')“^ 

, dy 

4. 1 + (1 + ty)e°' + (\ + t 2 e ly )-^- =0 

dy 

5. y sec 2 / + sec t tan / + (2y + tan /) = 0 

V 2 dy 

6 . + 

En cada uno de los Problemas 7 a 11 resuelva el problema de valor inicial dado. 

7. 2ty 3 + 3t 2 y 2< ^- =0, y(l)=l 

dy 

8. 2/cos>'4*3/ 2 y + (/ 3 -r 2 seny->')-^- =0, y(0) = 2 

9. 3t 2 + 4ry + (2y + 2t 2 )^-=0, >- (0) = 1 

dy 

10 . >»(cos2/)e 0 ' — 2(sen2/)e°' + 2/ + (/(cos2/)e 0 ' — 3)-^- =0, _x(0)= 3 

11. 3ty+y 2 + (t 2 + ty)^=0, >-(2)=l 


En cada uno de los Problemas 12 a 14 determine el valor de la constante a para que 
la ecuacion sea exacta, y resuelva la ecuacion resultante. 


12 . 


13. 


t +ye 2/y + ate 2ty = 0 

11 (*'+0 
,2 ^2 + ^3 dt 


14. e"+'40/y + (2>* 3 + e" +jr ) 


<// 


= 0 


15. Demuestre que toda ecuacion separable de la forma M(t) + N(y)dy/dt = 0 es 
exacta. 

16. Halle todas las funciones /(/) tales que la siguiente ecuacion diferencial 

>> 2 sen/ +yf(t)(dy / dt) =^0 

sea exacta. Resuelva la ecuacion diferencial para determinar dichas/(0- 
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17. Demuestre que si ((dty/dt) ~ (dM/dy))/M = Q(y ), entonces la ecuacion 
M(t, y) + N(t , y)dy/dt = 0 tiene un factor integrante fi(y) = exp Q(y)dyJ. 

18. Suponga que la ecuacion diferencial f(t)(dy/dt) + t 2 + y = 0 tiene un factor inte- 
grante fi(t) = /. Encuentre todas las posibles funciones /(/). 


19. Considere que la ecuacion diferencial e l sccy - tan>> + (dy/dt) = 0 tiene un fac- 
tor integrante de la forma e~ al cosy para a constante. Determine a y resuelva la 
ecuacion diferencial. 


20. La ecuacion diferencial de Bernoulli es {dy/dt) + a(t)y = b(t)y n . Multiplicando- 
lapor/i(/) = exp^ Ja(/)rf/jse puede escribir en la forma d/dt(n(t)y) = b(t)n(t)y n . 

Obtenga la solution general de esta ecuacion hallando un factor integrante apro- 
piado. Sugerencia: Divida ambos miembros de la ecuacion entre una funcion apro- 
piada de y. 


1.10 Teorema de existencia y unicidad; 

ITERACIONES DE PlCARD 


Considerese el siguiente problema de valor inicial 

y( t o)=yo (i) 

donde/es una funcion dada de t y de y. Como se indico en las observaciones de la 
Seccion 1.9, es posible que no pueda resolverse (1) explicitamente. Esto lleva a plan- 
tearse las siguientes preguntas: 

1 . iComo es posible saber si el problema de valores iniciales (l) tiene realmente 
solucion, si no se la puede exhibir? 

2. ^Como puede saberse si (1) tiene una solucion unica.y(0? Es posible que exis- 
tan una, dos, tres o incluso un numero infinito de soluciones. 

3. ^Por que molestarse en plantear las preguntas 1 y 2? Despues de todo, i,que 
sentido tiene determinar si (1) tiene una solucion unica si no es posible exhi- 
birla explicitamente? 

La respuesta a esta ultima pregunta consiste en la observacion de que en las aplica- 
ciones no es necesario conocer la solucion de (1) con mas de un numero finito de cifras 
decimales. En la mayoria de los casos es mas que suficiente encontrar y(t) con una pre- 
cision de cuatro cifras. Como se vera en las Secciones 1.13 a 1.17, esto puede hacerse 
facilmente con la ayuda de una computadora digital. De hecho, se calculara y(t) con 
una precision de ocho e incluso dieciseis cifras decimales. Asi pues, el hecho de saber 
que (1) posee una solucion unica es simultaneamente una “autorizacion” para buscarla. 

Para resolver la primera pregunta es necesario establecer la existencia de una fun- 
cion y(t) cuyo valor en / = t 0 es y 0i y cuya derivada en cualquier tiempo / es igual 
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a/(/, J'W)- Para lograr esto se necesita un teorema que nos permita garantizar la exis- 
tence de una funcion con ciertas propiedades sin necesidad de tener que expresarla expli- 
citamente. Buscando a traves del Calculo se ve que tal situacion se presenta una vez, 
a saber, en el contexto de la teoria de limites. Como se muestra en el Apendice B, es 
posible mostrar que una sucesion de funciones y n (t) tiene un limited), sin necesidad 
de expresar y(t). Por ejemplo, puede probarse que la sucesion de funciones 


, v sen^r , sen27rr 
yn( t ) = 75 *" T-, 


+ ... + 


senwrt 


tiene un limite y(t) aunque no se pueda expresar explicitamente. Esto sugiere el siguien- 
te algoritmo para probar la existencia de una solucion y(t) de (1). 

(a) Construir una sucesion de funciones y n (t) que se hagan cada vez mas peque- 
nas para resolver el problema 1. 

(b) Mostrar que la sucesion de funciones y n (t) tiene un limite y(t) en un interva- 
lo adecuado t 0 < t < / 0 + a. 

(c) Probar que y(t) es solucion de (1) en dicho intervalo. 


A continuacion se indica como formular este algoritmo 


(a) Obtencion de la sucesion aproximatoria y n (t) 

El problema de encontrar una sucesion de funciones que se hace cada vez mas peque- 
na para resolver una cierta ecuacion se presenta muy a menudo en matematicas. La 
experiencia ha demostrado que con frecuencia es mucho mas facil resolver el problema 
si la ecuacion puede escribirse en la forma especial 

y(t)=L(t,y(t)), (2) 


donde L puede depender explicitamente de >> y de integrales de funciones de>>. Por ejem- 
plo, puede desearse hallar una funcion y(t) que satisfaga 

_>>(/)= l + sen[/ +/(/)], 

o bien 

>>(/)= l+>> 2 (/)+ f y\s)ds. 

J o 

En estos dos casos, L(t, y(t)) es una forma abreviada de 


1 + sen[ t +>>(0] 

y 

i + v 2 ( 0 +[ y y (s)ds y 
•'o 

respectivamente. 

La clave para entender que tiene de especial la ecuacion (2) es ver L{t y y(tj) como 
una “maquina” que recibe una funcion y devuelve otra. Por ejemplo, tomese 

m^(o)-i+j 2 (o+ fVw*. 

•'0 
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Si la funcion y(t) - t entra a la maquina, es decir, si se calcula 1 + t 2 + f's 3 ds, 

Jo 

entonces la maquina devuelve la funcion 1 + t 1 4- t 4 / 4. Si se introduce la funcion 
y(t) = cos / en la maquina, entonces devuelve la funcion 

l+cos 2 / + f cos 3 sds = 1 + cos 2 f + sent- 

Jo 3 

De acuerdo con este enfoque puede caracterizarse a todas las soluciones^C/) de (2) como 
aquellas funciones que la maquina L no cambia. En otras palabras, si introducimos 
una funcion y(t) en la maquina y esta devuelve la misma funcion, entonces y(t) es una 
solucion de (2). 

El problema de valor inicial (1) puede escribirse en la forma especial (2), integran- 
do ambos lados de la ecuacion diferencial y' = /(/, y) con respecto a /. Concretamente, 
si y(t) satisface (1), entonces se tiene 

r‘dy(s) r t 

J t o '» 

de tal modo que 

y(t) m yo+ f/{s,y(s))ds. (3) 

J 'o 

Redprocamente, si y(t) es continua y satisface (3), entonces dy/dt - f(t, y(t)). Mas 
aun, y(t 0 ) es obviamente y 0 . Por Io tanto, y(t) es una solucion de (1) si y solo si es una 
solucion continua de (3). 

La ecuacion (3) es una ecuacion integral, y esta en la forma especial (2) si se toma 
L(t,y(t))=y Q + f f(s,y(s))ds. 

J 'o 

Esto sugiere el siguiente metodo para obtener una sucesion de “soluciones aproxima- 
das” y n (t) de (3). Se inicia proponiendo una solucion tentativa y 0 (t) de (3). La elec- 
cion mas sencilla es y 0 (t) = y 0 . Para comprobar si y 0 (t) es una solucion de (3) se calcula 

3'i(0“>'o + 

J 'o 

Si^iCO = y 0 > entonces y(t) = ^es de hecho una solucion de (3). Si no, se utiliza ^(Z) 
como siguiente option. Para comprobar si y x (t) es una solucion de (3) se calcula 

3'2(0=>’o + f f(s,yi(s))d!, 

J 'o 

y asi sucesivamente. De esta manera se define una sucesion de funciones y x (t), y 2 ( /), 

. . . , donde 

X.+i(*Wo+ //(W*))*- ( 4 ) 

J t 0 

Las funciones y n (t) se llaman aproximacioaes sucesivas o iteraciones de. Picard, en 
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honor al matematico frances que las descubrio. Sorprendentemente, las iteraciones (o 
iteradas) de Picard siempre convergen, en un intervalo adecuado, a una solucion y(t) 
de (3). 

EJEMPLO 1 Calcuiar las iteraciones de Picard para el siguiente problema de valor 
inicial y mostrar que convergen a la solucion y(t) = e l 

y'=y, 7 ( 0 )- 1 , 

Soluci6n. La ecuacion integral correspondiente al problema de valor inicial es 

7(0= i+ f y(s)ds. 

•'0 

Por lo tanto, y Q (t) = 1 y 

y\{t)- 1 + f \ds — 1 + / 

J o 

7 2 (0 = 1 + f o yi(s)ds=l + (l + j)<fc=l + /+|j- 

y en general 

7 n (0=^/V,(0^= 1 + jT[ 1 +^-^ * 

t 2 t n 

= 1 + 

2! nl 

Dado que e l = 1 + / + t 2 /2\ + • * * , se ve que las iteraciones de Picard y„(t) conver- 
gen a la solucion y(t) del problema de valor inicial. 

EJEMPLO 2 Calcuiar las iteraciones de Picard y t (t), y 2 (t ) para el problema de valor 
inicial y‘ = 1 + y*, y(\) = 1. 

SoluckSn. La ecuacion integral correspondiente a este problema de valores iniciales es 

7(0= 1 + [l+7 3 (0]*- 

Por lo tanto, y 0 (t) = 1 

7,(0-l + J['(l + l)*-l+2(/— 1) 

y 

^(/)=l + j^'{l + [l + 2( 5 -l)] 3 }^ 

= 1 + 2(r- l) + 3(r- l) J + 4(r- l) 3 + 2(r- l) 4 . 

Notese que calcuiar y 3 (t) resulta ya muy diffcil. 
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(b) Convergence de las iteraciones de Picard 

Como se menciono en la Seccion 1.4, las soluciones de ecuaciones diferenciales no 
lineales pueden no existir para todo valor del tiempo t. Por lo tanto, no es posible espe- 
rar la convergencia de las iteraciones de Picard y n (t) de (3) para todo t. Para darse una 
idea de donde convergen las iteraciones de Picard, puede tratarse de encontrar un inter- 
valo en el cual las iteraciones y n (t) estan uniformemente acotadas (es decir, \y„(t)\ < K 
para alguna constante K). De manera equivalente puede buscarse un rectangulo R que 
contenga las graficas de todas las iteraciones de Picard y n (t). El Lema 1 muestra como 
encontrar un rectangulo asi. 

Lema i. Elijanse dos numeros posit ivos cualesquiera a y b y consider ese el 

rectangulo R : t 0 < t s t 0 + a f \y - y 0 \ < b, 

Calculese 

M = max \f{t,y)\, y hagase a = min(a, V 

(t,y) en R \ M / 

Entonces 

( 5 ) 

para t 0 < t < t 0 + a. 


El Lema 1 afirma que la grafica de y n (t ) esta contenida entre las rectas y = y 0 + 
M(t ~ t 0 ) y y = y 0 ~ M(t - / 0 ) P^a / 0 < t < t 0 + a. Estas rectas salen del rectan- 
gulo R para / = t 0 + a si a < b/M y para t = t 0 + b/M si b/M < a (Figs, la y 
lb). En estos casos, por lo tanto, la grafica de y„(t) esta contenida en R para t 0 < t < 
/ 0 + a. 


v b 




y-b 

7 o 


FlGURA 1 . (a) a 

DEMOSTRACION DEL LEMA I. La demostracion de la relacion (5) se hara por induc- 
cion para n. Observese primero Que (5) obviamente se cumple para n = 0, ya que 




J L 




(b) 


*a\ (b) a *= b/M 
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y 0 (/) - yo- Ahora es necesario que (5) se cumpla para n = j + 1 si se cumple para 
n = j. Esto se deduce de inmediato, ya que si \yj(t) -,y 0 | < M(t - t 0 ) entonces 

< / !/(•*>>’, (- 0)1 

para t 0 < / < t 0 + a. Por lo tanto, por induction, (5) se cumple para toda n. □ 

Ahora es posible demostrar que las iteraciones de Picard y„(t) de (3) convergen para 
toda t en el intervalo / 0 < / < / 0 + a si df/dy existe y es continua. El primer paso 
consiste en transformar el problema de indicar que la sucesion de funciones y n (t) con- 
verge a un problema mas sencillo que consiste en probar que converge una cierta serie 
infinita. Esto se logra escribiendo y„(t) de la siguiente manera 

>’«(0=>'o( f ) + [>'l(0“>’o(0] + ••• + [^(O-Zn-l^)]- 
Claramente la sucesion y„(t) converge si y solo si la siguiente serie converge 

[M f )~:Vo(0] + [>'2(')->'i(0] + ••• + [>,(0-J'«-i(0] + ••• ( 6 ) 

Para probar que la serie infinita (6) converge basta con demostrar que 

2 b n (0-J'n-i(0!<° 0 - ( 7 ) 

n = \ 


Esto se logra de la siguiente manera. Observese que 


(01 = 


f [f(s,y„- l (s))-f(s,y„_ 2 (s))]ds 
Jt o 

< f \/(s,y„-,(s))-/(s,y„. 2 (^))l^ 

J ‘o 

■L 






donde £(s) se encuentra entre y y n - 2 ( 5 ). (Recuerdese que f(x x ) - f(x 2 ) = 

/'(£)(* j - x 2 ), donde £ es algun numero entre x x y x 2 ). Dei Lema 1 se deduce inme- 
diatamente que todos los puntos ( 5 , $( 5 )) se encuentran en el rectangulo R para s < 
/ 0 + a. Por lo tanto, 

\yn(‘)-yn-\(‘)\< L ( (&) 


m*,y) 

dy 


donde 


L = max 
0*y) en * 


( 9 ) 
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La ecuacion (9) define a la constante L. Tomando n = 2 en (8) se obtiene 
b 2 ( 0 ~>'i( 0 l<^/ bi(^)->'ol*< L f M(s-t 0 )ds 

* // o 

LM (t— i 0 ) 2 


Esto implica a su vez que 


bj(0“^2(0l< l>'2(*)->’i( i )l a, ' s< ML 2 jf ■ — 


3! 

Procediendo de manera inductiva se ve que 

A/L""* (/-/„)" 




/?! 


para f 0 < * < / 0 + a * 


Por lo tanto, para r 0 < t < / 0 + se tiene 

bi(0-> , o(OI + l> , 2(0->'i(OI+ ••• 


, ML(t- 1 0 ) 2 ML 2 (t-t o y 

<M(t-t 0 ) + Yi + 

. „ , MLa 2 , ML 2 a 3 , 

< Ma -4 — 1- — — — + . . . 


3! 


2 ! 


3! 


M_ 

L 


(aL) 2 («L) 3 

aL H — 1 — 1- . . . 


2! 


3! 




( 10 ) 


Esta cantidad es obviamente menor que infinito. Por lo tanto, las iteraciones de Picard 
y n {t) convergen para t en el intervalo t 0 < t < / 0 + a. (Un argumento similar mues- 
tra que y n (t) converge para toda t en el intervalo t 0 - 13 < / < t 0 , donde B = 
min ( a , b/M) y N es el valor maximo de | /(/, y)\ para (t, y) en el rectangulo t 0 - a < 
t < t 0 , |>> - Jo — 6|). Se denotara con y(l) al limite de y„(t). □ 

(c) Demostracion de que y(t) satisface el problema de valor inicial (1) 

Se pondra de relieve que y{t) satisface la ecuacion integral 


y(‘) = yo+ f'/(s,y(s))ds 


(ii) 


y que y(t) es continua. Para esto recuerdese que las iteraciones de Picard y n (t) se defi- 
nen en forma recurrente por medio de la ecuacion 


>'„ + l(')=>'o + f r /( S >yn( S ))^- 


( 12 ) 
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Tomando h'mites en ambos lados de (12) se obtiene 

f'f(s>yn(s))ds. (13) 

Para mostrar que el lado derecho de (13) es igual a 

y 0 + f f(s,y(s))ds, 

J <o 

(esto es, para justificar el paso del lfmite a traves del signo de integral) hay que demos- 
trar que 

C f(s,y(s))ds- (' f{s,y n {s))ds 

J ‘o J '» 


tiende a cero cuando n tiende a infinito. Esto se logra de la siguiente manera. Observese 
primero que la grafica dey(0 se encuentra en el rectangulo R para t <mt 0 + a, ya que 
es el lfmite de funciones y n (t) cuyas graficas se encuentran en R. Por lo tanto, 

( f(s,y(s))ds- f f(s,y n (s))ds 
* / 'o J ‘o 

< f i/(s,y(s))-/(s,y„(s))lds<Lf 
J to 

donde L esta definido en la ecuacion (9). Ahora observese que 

j = n + l 


pues 

3'(5)=>'o + 2 [yA s )-yj-i( s )] 


j - 1 

Por lo tanto, se tiene que (10) 


^ (* - t 0 Y 

2 u ‘ — 71 — 

j-n+l J ‘ 


< M 


OO 00 

U~ x a } M 


2 y~ ‘« y _ m 2 ( aL f 

i~n + 1 J ^ j mm n + 1 J’ 


( 14 ) 


y 


oo 

f f(s,y(s))ds- f f(s,y n (s))ds < M 2 


--n+\ 



oo 

< Ma ^ 

j * n + 1 


( ccL) J 

j' ‘ 
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Esta sumatoria tiende a cero cuando n tiende a infinito, ya que es el residuo del desa- 
rrolio de la serie de Taylor convergente de e aL . Por lo tanto, 

J to J t 0 

e y(t) satisface ( 1 1 ). 

Para poner de manifiesto quz y(t) es continua hay que mostrar que para toda c > 0 
puede encontrarse <5 > 0 tal que 

\y( l + h)—y{t)\ < e si \h\ < S 


Ahora bien, no es posible comparar y(t + h) con y(t) directamente, ya que no se co- 
noce.y(0 de modo explicito. Para salvar esta dificultad se elige un entero N\o bastante 
grande y se observa que 

y(t + h)-y(t)= [y{t + h)-y N {t + h)] 

+ [y N (‘+ ^)->'Af(/)] + [^ (0-^(0]- 

Con mas detalie se elige N suficientemente grande como para que 


GC 

£ 2 


w .. 


= ;V+ 1 


3 ’ 


Entonces se sigue de (14) que 


\y(t + h)-y N (t + h)\<^ y |^(0 ~y(/)| < 4 , 


para / < t 0 + a y h suficientemente pequena (tal que t + h < t 0 + a). Luego ob- 
servese que y N (t) es continua, pues se obtiene despues de N integraciones sucesivas de 
funciones continuas. Por lo tanto, puede elegirse 5 > 0 lo bastante pequena de modo que 

\y N (t + h)-y N (t)\<^ para \h\ < 6. 

Por consiguiente, 

\y + h ) -/(0I < \y(‘ + h) -y N (‘ + ^)l + \y N (' + h ) -»(0I 
+ I^(0-7(0I<| + f + f = £ 

para \h\ <5. Por lo tanto, y(t) es una solucion continua de la ecuacion integral (1 1) 
y esto completa la demostracion de que y{t) satisface ( 1 ). □ 


Resumiendo, lo que se ha probado es el siguiente teorema: 

TEOREMA 2. Sean f y df/dy continuas en el rectangulo R : t 0 < t < 
t 0 + a, \y - y 0 \ < b. Calculese 

A/ = max \f(t,y)l y hagase a = min(a, -77 

en \ M j 

Entonces , el problema de valores iniciales y’ = /(/, y), y(t 0 ) = y 0 tiene al 
menos una solucion y(t) en el intervalo t 0 < t < t 0 + a. Un resultado simi- 
lar se cumple para t < t 0 . 
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Observacion. El numero a en el Teorema 2 depende directamente de la eleccion 
de a y b. Una eleccion distinta de a y b lleva a un valor diferente de a. Mas aun, a 
no necesariamente crece si a y b lo hacen, ya que un incremento en a o en b produce 
tambien un incremento en M. 

Por ultimo, es posible avocarse al problema de la unicidad de las soluciones de (1). 
Considerese el siguiente problema de valor inicial 

~ =(sen2/)_y l/3 , /(0) = 0. (15) 

Una solucion de (15) es^(r) = 0. Pueden obtenerse soluciones adicionaies si se hace 
caso omiso del hecho de que .y(O) = 0, y se escribe la ecuacion diferencial en la forma 


siguiente 

1 dy 

y/. dt - sen2 '’ 

o bien 

d ^y' n ,, 

d, 2 ' sen2 '- 

Entonces, 



3y 2 / 3 I — COS 2 1 2 

— - — = = sen 2 t 

y y = ±\/8727 sen 3 1 son dos soluciones adicionaies de (15). 

Ahora bien, los problemas de valor inicial que poseen mas de una solucion son cla- 
ramente indeseables en las aplicaciones. Por lo tanto, es importante encontrar cual es 
exactamente la razon por la cual el problema de valor inicial (15) tiene mas de una solu- 
cion. Si se observa con cuidado el segundo miembro de la ecuacion diferencial se ve 
que no tiene derivada parcial con respecto ay enjy = 0. De hecho, este es precisamente 
el problema, como lo muestra el siguiente teorema. 

TEOREMA 2 Sean f y df/ dy continuas en el rectangulo R : t 0 < t < t 0 + 
a, \y - yo\ ^ b. Calculese 

M— max \f(t,y)\, y hagase a = 

(t,y) en R V M / 

Entonces , el problema de valor inicial 

y'=f{t,y)< y{t 0 ) z= yQ 0 6 ) 

tiene una unica solucion en el intervalo t 0 < / < t 0 + a. En otras palabras , 
si y(t) y z ( son dos soluciones de (16), entonces y(t) debe ser igual a z(t) para 
t 0 < t < t 0 + a. 


Demostracion. El Teorema 2 garantiza la existencia de al menos una solucion y(t) 
de (16). Supongase que z(t) es una segunda solucion de (16). Entonces, 

y(‘)=yo+ f‘f(s,y(s))«s y Z(t)=y 0 + f'/(s,z(s))ch. 

J tQ 
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Restando estas dos ecuaciones se obtiene 


\y(t)-z( t )\ = 


f[f(s,y(s))-f(s,z(s))]ds 


<f l/(s,y(s))-/(s,z(s))\ds 

<l[ 


donde L es el maximo de los valores de \df/ dy\ para (/, y) en R. El Lema 2, que se 
enuncia a continuation, indica que esta desigualdad implica que >>(/) = z(t). Por lo tanto, 
el problema de valor inicial (16) tiene una solution unica y(t). □ 


LEMA 2. Sea w(t) una funcion no negativa, con 


w(r) < L f w(s)<&. 

A> 

Entonces, w(r) es identicamente igual a cero. 


( 17 ) 


DEMOSTRACION ERRONEA. Derivando ambos lados de (17) se obtiene 
^ < Lw(t), o bien 0. 

Ai multiplicar ambos miembros de esta desigualdad por el factor integrante e~ ut ~ t()) se 
obtiene 

<0, de modo que e“ z ' (r '" r ° ) w(/) < w(r 0 ) 

para t > t 0 . Pero w(r 0 ) debe ser nula si w(t) es no negativa y satisface (17). Por lo tan- 
to, e~ L(t ~ t[i) w(t) < 0 y esto implica que w(t) es identicamente igual a cero. 


El error en esta demostracion consiste, por supuesto, en que al derivar ambos miem- 
bros de una desigualdad no es posible esperar que la desigualdad se conserve. Por ejem- 
plo la funcion /, (/) = 2/ - 2 es menor que f 2 (t) = t en el intervalo [0, 1] y, sin embar- 
go,/'^/) es mayor que f 2 (t) en ese intervalo. Esta demostracion puede corregirse con 
ayuda de! siguiente artificio. Tomese 

{/(/)= f w(s)ds . 

J *q 

Entonces 

— w(f) < L f w(s)ds= LU (/). 
at J tQ 

Por lo tanto, < (J(t 0 ) = 0 para / > / 0 , y por ello U(t) = 0. Esto a su 

vez implica que w(0 = 0, pues 


0 < w(t) < L Cw(s)ds — LU (0 = 0. 

* / 'o 


□ 
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EJEMPLO 3 Demostrar que la solucion y{t) del problema de valor inicial 

dy - 2 

= + y( 0) = 0 

existe para 0 < / < Vi , y que en este intervalo se cumple \y{t)\ < 1. 

Solucion. sea r el rectangulo 0 < t < Vi , |>»| < 1. Calculando 

M= max t 2 + e~ yl = 1 + (?) 2 = §, 

(l,y) en R V2 ' 4 

se ve que y(t) existe para 

0< ' <ml "(l'574)"f 

y que en este intervalo se cumple \y(t)\ ^ 1- 

EJEMPLO 4 Demostrar que la solucion y(t) del problema de valor inicial 

f=e-' J +y 3 , 7(0)= 1 

existe para 0 < t < y que en este intervalo se tiene 0 < y < 2. 

Solucion. Sea R el rectangulo 0<r<5,0<7<2. A1 calcular 

M- max e~‘ 2 +y 3 — l + 2 3 = 9, 

(t,y) en R 

se ve que y(t) existe para 

0 < r <mm(|,|) 

y que en este intervalo se cumple 0 < y < 2. 

EJEMPLO 5 ^Cual es el maximo intervalo para el que el Teorema 2 garantiza la exis- 
tence de la solucion del problema de valor inicial y' = 1 + y 2 , y( 0) = 0? 

Solucion. Sea R el rectangulo 0 < t < a, |.y| < b. Calculando 

M = max 1 +y 2 — 1 4* Z? 2 , 

( t>y ) en R 

se ve que y(t) existe para 

0 < t < a = minj a , — | . 

I 1 + b 2 / 

Claramente el maximo valor de a que puede encontrarse es el valor para el cual la fun- 
cion b/( 1 + b 2 ) aicanza su maximo. Dicho valor maximo es Vz. Por lo tanto, el Teo- 
rema 2 asegura que y{t) existe para 0 < t < Vz. El hecho de que y{t) = tan t existe 
para 0 < t < 7r/2 destaca las limitaciones del Teorema 2. 

EJEMPLO 6 Hay que suponer que |/(/, y)\ < K en el semipiano t 0 < / < oo^ 
— oo <y < o°. Demostrar que la solucion >>(0 del problema de valor inicial .y' = f(t, y) y 
y(t 0 ) = y 0 exist e para toda t > ( 0 . 
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SOLUCION. Sea R el rectangulo t 0 < / < t 0 4- a, \y - y 0 \ < b. La cantidad 

M = max \f{t,y)\ 

(t,y) en R 

es a lo mas K. Por lo tanto, y(t) existe para 

t 0 < t < t 0 + min {a,b/ K). 

Ahora bien, la cantidad min ( a , b/K) puede tomarse tan grande como se desee, eligien- 
do a y b suficientemente grandes. De modo que y(t) existe para t > 

EJERCICIOS 

1. Obtenga las iteraciones de Picard para el problema de valor inicial y =2 t(y + 1), 
j>(0) = 0 y demuestre que convergen a la solucion y(t) = 

2. Calcule las primeras dos iteraciones de Picard para el problema de valor inicial y' = 
t 2 + y\y{ 0) = l. 

3. Calcule las primeras tres iteraciones de Picard para el problema de valor inicial 
y' = e l + y 2 , y( 0 ) = 0. 

En cada uno de los Problemas 4 a 15 demuestre que la solucion y(t) del problema de 
valor inicial dado existe en el intervalo indicado. 

4- y / =y 2 + cos/ 2 , y(0) = 0; 0 </<^ 

5. y — 1 +y +y 2 cost, y(0) — 0; 0 

6. /« / + y 2 ,y( 0) = 0; 0 < / < 

7. y' — e~ /2 +y 2 , y(0)-0; 0 

8. ym e~ t2 + y 2 ,y( 1) = 0; 1 < t < 1 + Ve /2 

9. y — e~‘ 2 +y 2 y y(0)=l; 0</< — 

1+(1 + V2 ) 2 

10 . y'=y + e~ y + e~', >< ( 0 ) = 0 ; 0 <r<l 

11. y'=y 3 + e~ s ', >'(0) = 0.4; 

12. y'^e'-r-*, >(0)=1; 0 < / < v3, / 2,J 

13. / = (4 y + e ~ ' V', >-(0) = 0; 0 < / < — 

SVe 

14. >>' = e - ' + ln(l+^ 2 ), >'(0) = 0; 0</<oo 

15. y'= j(l + cos 4/)_v — 555(1 — cos4/)y 2 , >>(0)=100; 0</<l 

16. Considere el problema de valor inicial 

y’=t 2 +y\ y( 0) = 0, (*) 

Sea R el rectangulo 0 < t < a , -b < y < b. 
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(a) Demuestre que la solution y(t) de (*) existe para 

0 < / < minf a y - V 

V a 2 + b 2 } 

(b) Demuestre que el valor maximo de b/(a 2 + b 2 ), para a fija, es Via . 

(c) Demuestre que a = min (a, Via) alcanza su maximo para a = 1/V2. 

(d) Concluya que la solution y(f) de (*) existe para 0 < t < 1/V2. 

17. Pruebe que = -1 es la solucion unica del problema de valor initial 

/ = /(l+y), y( 0) = - I. 

18. Halle una solucion no trivial del problema de valor inicial y' = ty L \ ^v(O) = 0, 
a > 1. ^Contradice dicha solucion al Teorema 2'? Explique. 

19. Encuentre una solucion al problema de valor initial y' = t\f 1 ~ y~\ >>(()) = l,que 
no sea y(t) = 1. <,Contradice dicha solucion al Teorema 2'? Explique. 


20. Aqui se presenta una demostracion alternativa del Lema 2. Sea w(t) una funcion 
negativa con 


w(t) < L j w(s)ds 


(*) 


en el intervalo t 0 < / < t 0 + a. Dado que w(/) es continua, es posible encontrar 
una constante A tal que 0 < w(/) < A, para t 0 < / < t 0 + a. 

(a) Demuestre que w(/) < £/!(/ - t 0 ). 

(b) Use esta estimation de h'(/) en (*) para obtener 

.2 


w(/)< 


AL 2 (t-t 0 r 


(c) Procediendo inductivamente demuestre que para todo entero n, w(t) < 
AL n (t - t 0 ) n /nl 

(d) Concluya que w(t) = 0 para / 0 < t < t 0 + a. 


1 .1 1 CALCULO DE LAS RAICES DE LAS ECUACIONES 
POR ITERACIONES 

Supongase que se desea encontrar las raices de una ecuacion de la siguiente forma 

*-/(*)• ( 1 ) 

Por ejemplo, se podria desear encontrar las raices de la ecuacion 

x=senx + 
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Los metodos descritos en la section anterior sugieren el siguiente algoritmo para resol- 
ver el problema: 

1 . Probar con un primer valor x Q y usar este numero para construir una suce- 
sion de valores x l9 x 2i x 3 , . . donde Xj = /(* 0 )> x 2 = f(x j), x } = f(x 2 ), 
etcetera. 

2 . Mostrar que esta sucesion de iteraciones x n tiene un limite 77 cuando n tiende 
a infinito. 

3 . Probar que 77 es una raiz de ( 1 ), es decir, que 77 = /(rj). 

El siguiente teorema responde a la pregunta de cuando es aplicable el algoritmo. 

TEOREMA 3 . Sean f(x) y f '(x) continuas en el intervalo a < x < b, con 
\f\x)\ < X < 1 en ese intervalo. Mas aun t supongase que todas las iteracio- 
nes x n , definidas en forma recurrente por la ecuacion 

*„+i “/(■*■) ( 2 ) 

se encuentran en el intervalo [ a , b]. Entonces, las iteraciones x n convergen a 
un unico valor 77 que satisface ( 1 ). 

Demostracion. Puede cambiarse el problema de probar que la sucesion x n con- 
verge, por el problema mas simple de probar que converge una serie infinita. Esto se 
hace escribiendo x„ en la forma 

x„ = x 0 + (x l -x 0 ) + (x 2 -x l )+ ...+(x n -x„_i). 

Claramente, la sucesion x n converge si y solamente si la serie infinita 

00 

(x,-x 0 ) + (x 2 -jc 1 ) + --- + K-^-i) + -- = 2 

n - 1 

lo hace. Para demostrar que la serie infinita converge basta con demostrar que 

00 

n ■“ 1 

Esto se logra de la siguiente manera. Por definition, x„ = f(x„- 1) y x„-i = f(x n -i). 
Restando estas dos ecuaciones se obtiene 

- 1 “/(*» -1) “/(*. - 2) “ /'(£)(*„ _ 1 ~ - 2)’ 

donde £ es un numero entre x„_i y x„- 2 ■ En particular, £ se encuentra en el intervalo 
[a, b]. Por lo tanto, |/(£)| < X, y 

|-*„-2l- P) 

Iterando esta desigualdad n — 1 veces resulta 

I x n _ 1 1 ^ X| , x n _ jl 

<^ 2 k-2- JC «-3l 


<X n '|x,-JC 0 |. 
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Por Io tanto, 


2 2 x ” l K-*ol 

n — 1 n *» 1 

i i 1*1 “*ol 

+ ^ + •••]- — [Z\ • 

Esta cantidad es obviamente menor que infinito. Por lo tanto, la sucesion de iteracio- 
nes x n tiene un Iimite . cuando n tiende a infinito. Tomando limites en ambos Iados 
de (2) se obtiene 


V = Jim * n + , = lim f(x n ) =/( v ). 

Por lo tanto, r\ es una rafz de ( 1 ). 

Finalmente, supongase que r) no es unica, es decir, que existen dos soluciones t) { 
y r\i de (1) en el intervalo [a, b]. Entonces 

T ?l- 7 l2=/( 1 1l)-/(T)2)=/ , (0( 7 ?l- 7 ?2). 

donde £ es un numero entre r/j y r/ 2 . Esto implica que r/j = t/ 2 > 0 bien que /'(£) = 1 . 
Pero /'(£) no puede ser igual a la unidad, ya que £ se encuentra en el intervalo [ a , b]. 
Por lo tanto, i?j = i? 2 . □ 

ejemplo i Demostrar que para todo valor inicial x 0 , la sucesion de iteraciones 
x 0 , x { = 1 4 - |arctanx 0 , x 2 — 1 + ^arctan;^,... 
converge a un unico numero rj que satisface 

tj = 1 + ^arctanrj 

SOLUCION. Sea/(x) = 1 + Vi arctanx. A1 calcular f \x) = Vi 1/(1 + x 2 ) se ve que 
\f '{x)\ siempre es menor o igual que Vi. Por lo tanto, por el Teorema 3 , la sucesion 
de iteraciones x 0i x 2 , ... converge a la raiz unica 17 de la ecuacion a: = 

1 + Vi arc tan x, para cualquier eleccion de x Q . 


Hay muchas situaciones en las que a priori se sabe que la ecuacion jv = f(x) tiene 
una solucion unica 77 en un intervalo dado [a, b]. En esos casos es posible utilizar el 
Teorema 3 para obtener una muy buena aproximacion de rj. De hecho, el trabajo es 
especialmente simple en estos casos, ya que no es necesario controlar que todas las ite- 
raciones x n se encuentren en el intervalo especificado. Si x 0 esta suficientemente cerca 
de rj , entonces las iteraciones x n siempre convergen a 77, como se vera a continuation. 


TEOREMA 4. Supongase que f(rj) = 17 , y que ]/'(*)! < X < 1 en el inter- 
valo | x - 7) | < a . Elijase un numero x 0 en dicho intervalo . Entonces la suce- 
sion de iteraciones x n , definidas recurrentemente por la ecuacion x n + j = f(x n ) 
convergen siempre a 17. 
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DEMOSTRACION. Denotese por /al intervalo \x - 77 1 < a. Por el Teorema 3, es sufi- 
ciente mostrar que todas las iteraciones x n se encuentran en /. Para esto, observese que 

*,■+ i — ^I = f( x j ) “/C 7 ?) “/"(€)(-*/ “ *0 

donde $ es algun numero entre x 7 y 77 . En particular, £ esta en / si Xj esta en /. Asi pues, 

l*y+|-^l < *l*y -T >l<l*y -T ll ( 4 ) 

si Xj esta en /. Esto implica que x J+ ! esta en / siempre que Xj este en /. Por lo tanto, 
por induccion, todas las iteraciones x n estan en /. □ 

La ecuacion (4) tambien senala que x n+ j esta mas cerca de 77 que x n . Concretamen- 
te, el error que se comete al aproximar 77 con x n decrece, al menos en un factor X, cada 
vez que se incrementa n . Asi pues, si X es muy pequena, entonces la convergencia de 
x n a 77 es muy rapida, mientras que si X es aproximadamente uno, entonces la conver- 
gencia es muy lenta. 


ejemplo 2 (a) Demostrar que la ecuacion 

x =senx+^ (5) 

tiene una raiz unica 77 en el intervalo [7r/4, 7 t/2] . 

(b) Demostrar que la sucesion de numeros 

x 0 , Xt=senx 0 +£, x 2 =senx { + 
converge a 77 si 7 r 54 < x 0 < tc/2. 

(c) Escribir un programa de computadora para calcular las primeras TV iteraciones *j , 
x 2 , ... x N . 


SOLUCION. 

(a) Tomese g(x) = x - sen x - !4 y observese que g( 7 r/ 4 ) es negativa, mientras que 
giir/2) es positiva. Mas aun, g(x) es una funcion monotona creciente en x para tt/4 < 
.v < 7 r/ 2 , ya que su derivada es estrictamente positiva en dicho intervalo. Por lo tanto, 
la ecuacion (5) tiene una raiz unica x = 77 en el intervalo x/4 < x < x/2. 


(b) Denotese por / el intervalo 77 — 7 r /4 < x < 77 + 7 t/ 4 . El extremo izquierdo del inter- 
valo es mayor que cero, mientras que el extremo derecho es menor que 37 t/ 4 . Por lo 
tanto, existe un numero X, con 0 < Xt< 1, tal que 


cos* = 




<A 


para x en /. El intervalo [x/4, 7 r/ 2 ] esta claramente contenido en /. Por lo tanto, por 
el Teorema 4, se tiene que la sucesion de numeros 


x 0 , x,=senx 0 +~, x 2 =senx, + 


converge a 77 para toda x 0 en el intervalo [7 t/4, tt/2]. 
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(c) Programa en APL 

V ITERATE 

[1] X<—NpO 

[2] X[1]<- 0.25 + 10X0 

[3] K«-1 

[4] X[K+1]<-0.25 + lOX[K] 

[5] K<-K + 1 

[6] — >4XtK <N 

[7] 0(2,pX)p(tpX), X V 


Observacion. Si x es un vector con N componentes, entonces tpX es el vector 1, 
2, . . . , N. Asi pues, la instruction [7] indica a la computadora que debe imprimir los 
dos vectores 1,2, . . . , N y x t , x 2 x /V en columnas adyacentes. 

Programa en Fortran 


C 


10 


C 


20 


30 

40 


DIMENSION X(200) 

READ (5,10) X0, N 
FORMAT (FI 5.8, 15) 

COMPUTE X(1) FIRST 
X(1 ) = 0.25 + SIN(XO) 

KA = 0 
KB = 1 

WRITE (6, 20) KA, X0, KB, X(1 ) 

FORMAT (1 HI , 4X, ■N 1 , 1 0X, 'X'/fl H, 3X, 13, 4X, FI 5.9)) 
COMPUTE X(2) THRU X(N) 

DO 40 K = 2,N 

X(K) = 0.25 + SIN(X(K — 1 )) 

WRITE (6,30) K,X(K) 

FORMAT (1 H, 3X, 13, 4X, FI 5.9) 

CONTINUE 
CALL EXIT 
END 


Los resultados de correr estos programas con x 0 = 1 y N = 15 se muestran en la Tabla 
1. Esta informacion implica que >j = 1.17122965 hasta ocho cifras despues del punto 


Tabla i. 


n 




0 

1 

8 

1.17110411 

1 

1.09147099 

9 

1.17122962 

2 

1.13730626 

10 

1.17122964 

3 

1.15750531 

11 

1.17122965 

4 

1.16580403 

12 

1.17122965 

5 

1.16910543 

13 

1.17122965 

6 

1.17040121 

14 

1.17122965 

7 

1.17090706 

15 

1.17122965 
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decimal. Mas aun, se necesitaron solamente once iteraciones para encontrar 77 con una 
precision de ocho cifras decimales. 

En muchos casos se desea calcular una raiz de la ecuacion x = /(x) con una cierta 
precision. La manera mas facil y eficaz de hacerlo es dando a la computadora la ins- 
truccion de terminar el programa para k = j si x 7 + j coincide con Xj dentro de la preci- 
sion prescrita. 


ejercicios 

1. Sea 17 la raiz unica de la ecuacion (5). 

(a) Sea x 0 = tt/ 4. Demuestre que se requieren 20 iteraciones para encontrar 17 con 
8 cifras significativas. 

(b) Sea x 0 = x/2. Demuestre que se requieren 20 iteraciones para obtener 17 con 
8 cifras significativas. 

(c) Sea ;t 0 = 37t/8. Pruebe que se requieren 16 iteraciones para encontrar 77 con 
8 cifras significativas. 

2. (a) Determine valores adecuados de x 0 para que las iteraciones x n , definidas por 

la ecuacion 

converjan a V2. 

(b) Tomese x 0 = 1.4 y demuestre que se requiren 14 iteraciones para encontrar 
>/2 con 8 cifras decimales significativas. (>/2 = 1.41421356 a 8 cifras significa- 
tivas.) 

3. (a) Determine valores adecuados de x 0 para que las iteraciones x n definidas por 

la ecuacion 

x n+ 1 = X n — To (■*« ~ 7 ) 

converjan a V2. 

(b) Tomese x 0 = 1.4 y demuestre que se requieren 30 iteraciones para evaluar V2 
con 6 cifras significativas. 

4. (a) Determine un valor adecuado de a para que las iteraciones definidas por 

la ecuacion 

Xn+l m *m- *(**-$)> 

converjan a V 3 . 

(b) Encuentre V3 con 6 cifras significativas. 

5 . Sea 77 la raiz unica de la ecuacion x = 1 + Vi arctanx. Obtenga 77 con 5 cifras sig- 
nificativas. 

6. (a) Demuestre que la ecuacion 2 - x = (lnx)/4 tiene una raiz unica x = 77 en el 

intervalo 0 < x < °°. 

(b) Sea 

x„ +l =2-(lnx„)/4, fl=0,l,2,... 


Pruebe que 1 < x„ < 2 si 1 < x 0 < 2. 
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(c) Demuestre que x„~* tj como n — °° si 1 < ,v 0 < 2. 

(d) Calcule r; con 5 cifras significativas. 

7. (a) Demuestre que la ecuacion x = cosxtiene una rai'z unicax = r] en el intervalo 
0 < x < 1. 

(b) Sea x n + I = cos.v„, n = 0, 1, 2, . . . con 0 < x 0 < 1. Demuestre que 0 < 
x„ < 1. Concluya que, por lo tanto, x n -* r/ cuando n -* 

(c) Obtenga rj con 5 cifras significativas. 


1 . 11.1 Metodo de Newton 


El metodo de iteraciones que sirvio para resolver la ecuacion x = f(x) tambien puede 
usarse para resolver la ecuacion g(x) = 0. De hecho, cualquier solucion x = 77 de 
g(x) = 0 es tambien solucion de la ecuacion 

*=/(*) =*-*(*), (i) 

y viceversa. Mas aun, cualquier solucion x = 77 de g(x) = 0 es tambien solucion de la 
ecuacion 

f ( \ 8{x) n\ 

x=f(x) = x- — — (2) 

h{x) 


para cualquier funcion h(x). Por supuesto que h(x) no debe ser cero paraxcercanas a 77. 

La ecuacion 2 contiene una funcion arbitraria h(x). Asi pues, es posible intentar 
elegir h(x) de tal manera que: (i) se cumplan las condiciones del Teorema 4 de la Sec- 
cion l.lly (ii) que las iteraciones 

g(x 0) g(*l) 

*o> x i = x o~ T 7 — "• *2**1- -rr—, 

h(x 0) M*i) 

converjan a la raiz deseada 77 tan rapido como sea posible. Para tal fin, es conveniente 
calcular 




x — 


g(x) 

h{x) 


t g'(x) | h'(x)g(x) 
h(x) + h \x) 


y observar que 




s'(v) 
Hv) ‘ 


Esto sugiere tomar h(x) = g(x ), ya que entonces /'(rj) = 0. Por io tanto, las iteradas 
x n , definidas en forma recurrente por medio de la ecuacion 


g'( X n) ’ 


n = 0, 1,2,... 


(3) 


convergen a r; si el valor inicial x 0 esta suficientemente cerca de r;. (Si/'(r;) = 0, enton- 
ces \f '(x)\ < X < 1 para \x — rj\ lo bastante pequeiio.) De hecho, la eleccion de h(x) = 
f \x) es optima, ya que la convergencia de x„ a 77 es en extremo rapida. Esto se sabe 
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del hecho de que el numero X en la ecuacion (4) de la Section 1.11 puede tomarse arbi- 
trariamente pequeno al aproximarse x n a 77. 

El metodo de iteration (3) se conoce como metodo de Newton para resolver la ecua- 
cion g{x) = 0. Es posible mostrar que si g(rj) = 0, y x 0 esta suficientemente cerca de 
77, entonces 


para una constante positiva c. En otras paiabras, el error cometido al aproximar 77 con 
x n + 1 es proporcional al cuadrado del error cometido al aproximar 77 con x n . Este tipo 
de convergencia se llama convergencia cuadratica e implica que las iteraciones x n con- 
vergen extremadamente rapido a 17 . En muchos casos se requiere solo de cinco a se is 
iteraciones para encontrar 77 con ocho o mas cifras decimales significativas. 


ejemplo 1 Usar el metodo de Newton para calcular V2. 

SOLUClON. La rafz cuadrada de 2 es una raiz de la ecuacion 

g{x)~ x 1 — 2 = 0. 

Por lo tanto, la formula de Newton para este problema es 

S{x n ) _ ( x n 2-2 ) 

X " + , " X " S\x n ) Xn 2x n 

-Y + — • n=0, 1,2, — (4) 

A continuacion se presentan programas en APL y Fortran para calcular las primeras 
N iteraciones de un valor inicial x 0 . 

Programa en APL 


V NEWTON 

[1] X*-Np0 

[2] X[1 ]<— (X0 2) + X0 

[3] K^I 

[4] X[K + 1 ]•*— (X[K] -i- 2) + -*- X[K] 

[5] K<— K + 1 

[6] -*4 X tK < N 

[7] 0(2,pX)p(tpX),X V 


Tabla 1. 


n 


n 

x* 

0 

1.4 

3 

1.41421356 

1 

1.41428571 

4 

1.41421356 

2 

1.41421356 

5 

1.41421356 


Programa en Fortran 




88 


CAPITULO 1 • ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


Solamente se necesita cambiar las instrucciones en el programa en Fortran de la Sec- 
cion 1.11, para calcular X(1) y X(K), por 

X(l) = (X0/2) + 1/X0 


y 


X(K) - (X(K - 1 )/2) + 1 /X(K - 1 ) 

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos en corridas de estos programas con 
x 0 = 1.4 y N = 5. Notese que el metodo de Newton requiere solamente de dos itera- 
ciones para evaluar \f2 con 8 cifras decimales significativas. 


EJEMPLO 2 Usar el metodo de Newton para encontrar la velocidad de impacto de 
los recipientes de la Section 1.7. 

Soluci6n. La velocidad de choque o impacto de los recipientes satisface la siguiente 
ecuacion: 


donde 


, x , 30 °cg , W-B,_ 
g(v)^v+-^ r + —^-\n 


W-B-cv 
W- B 


= 0 


c = 0.08, g = 32.2, W =527.436, y 5=470.327. 


( 5 ) 


Tomando a = (W- B)/c y d = 300 cg/W, la ecuacion (5) se simplifica y queda de 
la siguiente manera: 


g(u)= v + d+ aln(l — v/a) — 0. (6) 

La formula de Newton para este probiema es la siguiente: 

5(o.) {\-Vn/a)[vn + d+a\n{\~v„/a)} 

Vn + '~ Vn g'(°n)~ Vn+ V n/a 

= + — -^-[v n + d+a\n(\-v„/a)], n = 0,1,2,.... 

A continuation, se presentan programas en APL y Fortran para calcular las primeras 
N iteraciones de v 0 . 

Programa en APL 

V NEWTON 

[1] V«-Np0 

[2] VI «— V0 + D + AX ® 1 — V0 A 

[3] V[1 ]«-V0 + (A - V0) X VI + V0 

[4] K<— 1 

[5] VK«— V[K] + D + AX © 1 — V(K] + A 

[6] V[K + 1 ]«— V[K] + (A — V[K]) X VK V[K] 
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[7] K<— K + 1 

[8] — >5X tK< N 

[9] <5)(2,pV)p(tpV), V V 

Programa en Fortran 

Cambiese X por V en el programa en Fortran de la Seccion 1.11 y en vez de las instruct 
ciones para X(1) y X(K), tomense 

V(1) = V0 + ((A — V0)/V0)* (V0 + D + A* A LOG(1 - (VO/A))) 

y 

V(K) = V(K — 1 ) + ((A — V(K — 1 ))/V(K — 1 ))* (V(K-1) + D 
+ A* A LOG (1 — ( V(K — 1 ) / A))) 

(Por supuesto que antes de correr estos programas hay que dar instrucciones a la compu- 
tadora para evaluar a = (W - B)/c, y d = 300 cg/W.) 

Como se mostro en la Seccion 1.7, c 0 = 45.7 es una muy buena aproximacion de 
v. Haciendo u 0 = 45.7 en los programas anteriores se ve que las iteraciones v n conver- 
gen muy rapidamente a v = 44.51 pie/s. Asi pues, los recipientes realmente pueden que- 
dar danados con el impacto. 

En general no es posible determinar a priori cuantas iteraciones se requieren para 
lograr una cierta precision. En la practica /Vse toma bastante grande, y se dan instruc- 
ciones a la computadora para terminar el programa si alguna de las iteraciones coincide 
con la anterior con la precision deseada. 


ejercicios 

1. Demuestre que las iteraciones x n definidas por (4) convergen a \fl si 

V2/3 < x 0 <Vl +(V2 -V2/3). 

2. Use el metodo de Newton para encontrar los siguientes numeros con 8 cifras deci- 
mals significativas: (a) V3, (b) V5, (c) V7. 

3. El numero i r es una raiz de la ecuacion 

* x . x n 

tan -r — cot t *0. 

4 4 

Aplique el metodo de Newton para encontrar t con 8 cifras decimales significativas. 

Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones tiene una solution unica en el in- 
terval dado, y use el metodo de Newton para encontrarla con 5 cifras decimales signi- 
ficativas 

4. 2x — tanjc = 0; it < x <3ir/2 5. \ x + jsenx = 0; ^<x<l 

6. lnx + (jc + 1) 3 == 0; 0<x<l 7. 2 Vx «cos^; 0<x<l 

8. 0<x<\ 9. x-e~ xl ^\\ 0<*<2. 
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1.12 Ecuaciones en diferencias y calculo DE 

LOS INTERESES EN PRESTAMOS PARA ESTUDIANTES 


En las Secciones 1.13 a 1.16 se desarrollaran varias aproximaciones de la solution del 
problema de valor inicial dy/dt = /(/, y ), = 7o- A1 tratar de determinar cuan 

buenas son tales aproximaciones se presenta el siguiente problema: iQue tamano pue- 
den tener los numeros E x , . . . , E N si 

E n + x <AE n +B, /« — 0, 1 TV- 1 (1) 

para un par de constantes positivas A y B y E 0 = 07. Este es un problema muy dificil 
ya que involucra desigualdades mas que igualdades . Sin embargo, afortunadamente puede 
transformarse el problema de resolver las desigualdades (1) en otro problema mas sen- 
cillo consistente en resolver un sistema de igualdades. Eso es el contenido del lema 
siguiente. 

Lema i. Supongase que E , , satisfacen las siguientes desigualdades 

+ l ^ ^ En + Eq = 0 

para un par de constantes positivas A y B. Entonces E n es menor que o igual 
a y n > donde 

/n+l = ' 4 >'« +5 . y 0 =° ■ (2) 

Demostracion. La demostracion del Lema 1 se hara por induccion para n. Enton- 
ces, observese que dicho Lema 1 es obviamente valido para n - 0. Ahora, supongase 
que el lema es valido para n = j. Entonces es necesario mostrar que el Lema 1 es valido 
para n = j + 1. Es decir, hay que probar que £} < yj implica que Ej+ j < De 

aqui se sigue inmediatamente, que si < y Jy entonces 

E j + ] <AE j + B< Ayj + B =y J+v 

Por lo tanto, por induccion, se tiene E n < y ny n = 0, 1, . . . , N. □ 

El siguiente objetivo es resolver la ecuacion (2), la cual se denomina, frecuentemen- 
te, ecuacion en diferencias . Esto se hara en dos partes. Primero se resolvera la sencilla 
ecuacion en diferencias 

yn + i=yn + B n , y 0 =y 0 . (3) 

Despues se reducira la ecuacion en diferencias (2) a la ecuacion en diferencias (3) por 
medio de un habil cambio de variables. 

La ecuacion (3) se resuelve facilmente. Observese que 

yi-yo = B o 
yi~y\ =B \ 

y n -\- y„-i= B n-i 

y n y n- 1 - B n - I * 
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Sumando estas ecuaciones se obtiene 

(y» +{y n - 1 ••• + (> , i - >’o) = 5 o + 5,+ ... + 

Por lo tanto, 

n - 1 

y n = yo +B Q+ + B n-\ = yo + 2 By 

j-0 

Ahora se reducira la ecuacion en diferencias (2) a la ecuacion mas sencilla (3), de la 
siguiente manera: Hagase 

y n 


Zn= A"’ «= 0 , 


Entonces z„ + \ = y„+\/A nJrX . Pero y„ + i = Ay„ + B. Por tanto, 


_ y* . B _ , B 

Zn+I A n + / t'< + t Z " + A n+ *' 


y como consecuencia, 


n - 1 


= >>0 + 


j - 0 

B 

A - 1 


-a)' 


‘-j 


■-(*)' 


> y n = A’'z n = A"y 0 +^ ri {A''-\). (4) 

Finalmente, volviendo a las desigualdades (1) se ve que 

" = (5) 

A! estar reuniendo material para este libro, un amigo presento al autor el siguiente 
problema. Acababa de recibir una nota del banco para el primer pago de un prestamo 
de estudiante de su esposa. Dicho prestamo debia ser pagado en 10 anos en 120 men- 
sualidades iguales. De acuerdo con sus estimaciones, el banco le estaba cargando al me- 
nos 20°7o mas de lo correcto. Sin embargo, antes de acudir al personal bancario queria 
calcular con precision los pagos mensuales del prestamo. 

Este problema puede considerarse en el siguiente contexto general. Supongase que 
se obtiene un prestamo de valor P de un banco, con un tipo anual de interes de R°/o. 
Dicho prestamo debe ser pagado en n anos en mensualidades iguales de valor x. Deter- 
minar jc. 

El primer paso hacia la solucion del problema es encontrar el monto de los intere- 
ses sobre el prestamo. Para esto, observese que el interes que se debe en el momento 
del primer pago es I { - (r/\2)P i donde r = R/ 100. El saldo insoluto durante el segun- 
do mes del prestamo es (x - /j) menos el saldo insoluto del primer mes. Por lo tanto 
el interes / 2 que se debe en el segundo mes del prestamo es 
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De manera similar, el interes Ij +i que se debe en el mesy + 1 es 

donde Ij es el interes que se debe en el mes j. 

La ecuacion (6) es una ecuacion en diferencias para los numeros 


( 6 ) 




Su solution (Ejercicio 4) es 


= -Lp(\ + 


/ > = T2 / ’( 1+ 12 t 


j~ 1 


+ x 


'-(' + ir' 


J- 1 


12 t 


Por lo tanto, el monto total de los intereses pagados por el prestamo es 


12 * 


/=/ l + / 2 + • * + / 12* == S ! j 
j= 1 


12* . 12* . 

=i% jp 2( i+ -^y +i2^-*2(i+j2) y 


y-i 


;=i 


Ahora bien, 


Por lo tanto, 


12 * 


2('*6r-?[(' + Tsf-' 

j - 1 L 


/=/> 




Pero 12 nx - Pdebe ser igual a /, ya que 12rt*es la cantidad de dinero pagada al banco, 
y P era el monto del prestamo. Por lo tanto. 


L 12* 


y esta ecuacion implica que 


k 12* 


= 0 




( 7 ) 


EPILOGO. Usando la ecuacion (7), el autor calculo x para el prestamo que adeudaban 
su amigo y la esposa de su amigo. En ambos casos, el banco tenia razon hasta el ultimo 
centavo. 
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EJERCICIOS 

1. Resuelva la ecuacion en diferencias y n + 1 = -ly n + 2, y 0 = 1. 

2. Encuentre _y 37 si y n+l = 3 y„ + 1, y 0 = 0, n = 0, 1 36. 

3. Calcule los numeros £ 0 , E\, . . £, v si £0 = 0 y 
fa) £„ +1 <3£,,+ l, n = 0, 

(b) £„ + I <2£„ + 2, n-0,1 N-l. 

4. (a) Demuestre que la transformation y t = Ij +I lleva la ecuacion en diferencias 

■(r + l = (i + 72 )^ — T2 /l = T2 /> 

a la ecuacion en diferencias 

(b) Use ia ecuacion (4) para encontrar y r t = / y . 

5. Resuelva la ecuacion en diferencias y n + x = a n y n + b n ,y x - a. Sugerencia: Haga 

Z\ - y\ y z* = para n > 2. Observe que 

/<■+! _ Qn/n t 6. 

Z " +1 ai---a n a, ...a n 

= Zn+ _i^_. 

Concluya que, por lo tanto, z n =*zi+'2jZ x bj/a x ...a J . 

6. Resuelva la ecuacion en diferencias y n + x - fly* = I - n, y x = 2. 

7. Encuentre j> 25 si >>, = 1 y (a? + 1 )y n+x - ny„ = 2 n 9 n = 1, . . 24. 

8. Un estudiante obtiene un prestamo de monto P con un tipo de interes anual de 
R°7i o. Dicho prestamo debe ser pagado en n anos en mensualidades iguales de valor 
x. Determine x si 

(a) P = 4250, R = 3 y n = 5. 

(b) P = 5 000, R = 7 y // = 10. 

9. El comprador de una casa obtiene un prestamo hipotecario de 30 000 (dolares) con 
un tipo de interes anual de 9%. El prestamo tiene que ser pagado en 20 anos en 
240 mensualidades iguales con valor jc. 

(a) Calcule x . 

(b) Encuentre x si el tipo de interes anual es 10%. 

10. La cantidad de un producto ofrecida en una semana dada es obviamente una Jun- 
cion creciente de su precio en la semana anterior, mientras que la caniklad solicita- 
da en una determinada semana, es funcion de su precio actual. Denote por Sj y 
Dj las cantidades ofrecida y solicitada en la semana y, respectivamente, y por Pj 
el precio del articulo en la semana j. Suponga que existen constantes positivas a , 
bye, tales que 


s j =ap j-\ 


y Dj = b — cPj. 
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(a) Demuestre que Pj = b/{a + c) + (- a/c )°° J (P 0 - b/(a + c)) si la oferta y la 
demanda son iguales. 

(b) Demuestre que Pj tiende a b(a + c) cuando j tiende a infinito si a/c < 1. 

(c) Pruebe que P = b/(a + c) representa una situacion de equilibrio. Es decir, 
si la oferta es igual a la demanda y si el precio alguna vez llega al nivel b/(a + c), 
entonces se mantendra dicho nivel. 


1.13 Aproximaciones NUMERICAS; 
METODO DE EULER 


En la Seccion 1.9 se mostro que en general no es posible resolver el problema de 
valor inicial 

^|=/('o4 y(to)-y* (0 

Por lo tanto, para que las ecuaciones diferenciaies puedan tener valor practico, es nece- 
sario descubrir maneras de obtener buenas aproximaciones de la solucion y(t) de (1). 
En las Secciones 1.13 a 1.16 se deduciran algoritmos que pueden ser aplicables en una 
computadora digital para obtener buenas aproximaciones de ^(0- 

Ahora bien, una computadora obviamente no puede aproximar una funcion en todo 
un intervalo / 0 < t < / 0 + a, ya que requeriria una cantidad infinita de informacion. 
A lo mas puede calcular valores aproximados y i , . . . , y N de y(t) en un numero finito 
de puntos t\, t 2 , ...» /%•. Sin embargo, esto es suficiente para efectos practicos, ya que 
usando ios numeros y { , . . . , y v puede obtenerse una buena aproximacion y(t) en todo 
el intervalo r 0 < ( < t 0 + a. De hecho, tomese> f (r) como la funcion cuya grafica en 
cada intervalo [t jy tj^ j] es una recta que une los puntos (t Jy y y ) y (t J+ i, y J+ j) (Fig. 1). 
La funcion ^(0 se puede expresar analiticamente por medio de la ecuacion 

H 0 -yj + \ ~ ‘j)(yj + 1 -yj)’ t J <t< h+v 



FlGURA 1. Comparacion de y{t) y y(t) 
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Si y{t) esta cerca de y(t) en t = / y ; es decir, si yj esta cerca de >’(r y ), y si r y + j esta cer- 
ca de tj, entonces y(t) esta cerca de^(0 en todo el intervalo tj < / < t jJr , . Esto se sigue 
inmediatamente de la continuidad de ambas funciones y(t) y y(t). Asi pues, solo se 
requiere de un metodo para obtener buenas aproximaciones de y(t) en un numero dis- 
creto de puntos . . . , t N en el intervalo t Q < t < / 0 + a- Para simplificar los calcu- 
los se pide que los puntos t {i . . . , t N esten igualmente espaciados. Esto se logra toman- 
do N suficientemente grande y haciendo t k = t 0 + k(a/N), k = 1 , . . TV. Otra 
manera de hacerlo es escribir r* + j = f* + A, donde h = ar/M 

Ahora bien, lo unico que se sabe de >>(0 es que satisface una ecuacion diferencial 
y que su valor en t = / 0 es y 0 . Esta informacion se usara para obtener un valor apro- 
ximado y { de y en / = t { - t 0 + h. Luego puede usarse este valor aproximado^] para 
calcular un valor aproximado y 2 de y en t = t 2 = + h, y asi sucesivamente. Para 

lograr esto se necesita un teorema que permita calcular el valor de y en t = t k + h a 
partir de la informacion de y en / - t k . Tal teorema es, por supuesto, el Teorema de 
Taylor, el cual establece que 


yOk + h)=y(t k ) + h 


dt 


h 2 d M‘k) 
2! dt 2 


+ ... . 


( 2 ) 


Asi pues, si se conoce el valor de j? y de su s derivadas en / - t k , entonces es posible 
calcular el valor de y en t = t k + h. Ahora bien, y(t) satisface el problema de valor 
inicial (1). Por lo tanto, su derivada evaluada en t = t k debe ser igual a f(t k , y(t k )). 
Mas aun, usando repetidas veces la regia de la cadena para derivacion parcial (Apendi- 
ce A) es posible calcular 


d 2 y(t k ) 

dt 2 


\v +f v 1 

dt J dy 


(tkJ(tk)) 


y todas las derivadas de orden superior de y{t) en t = ( k . Por lo tanto, se puede escri- 
bir (2) en la siguiente forma 


y( l k + i)=y(tk)+hf(‘k>y(‘k)) 



dt J dy 


Ok>y (‘k))+ ••• • 


( 3 ) 


La aproximacion mas sencilla de y(t k+ \) se obtiene truncando la serie de Taylor 
(3) despues del segundo termino. Esto lleva al siguiente metodo nurherico 

yi=yo+ h f(‘o>yo)> y 2 ~y\+ h f(ti>yi)> 

y en general 


Notese como se usa el valor inicial y 0 y el hecho de que y(t) satisface la ecuacion dif 
rencial dy/dt = f{t , y) para calcular un valor aproximado y x de y(t) ent = />. Des- 
pues se emplea este valor aproximado de y { para calcular un valor aproximado y 2 de 
y(t) en / = t ly y ast sucesivamente. 

La ecuacion (4) se conoce como el metodo de Euler. Es el procedimiento numerico 
mas sencillo para obtener valores aproximados y x , . . . , y N de la solucion j(t) en los 
tiempos r v - Por supuesto que es tambien el metodo mas inexacto, ya que se 
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conservaran solamente dos terminos del desarrollo de la serie de Taylor de Como 
se vera a continuacion, el metodo de Euler no es lo suficientemente preciso para ser 
utilizado en muchos problemas. Sin embargo, constituye una introduccion excelente a 
metodos mas complicados que se expondran a continuacion. 

ejemplo i Sea y(t) la solucion al problema de valor inicial 

dy/dt=l+(y-t) 2 , j(0) = j. 

Usar el metodo de Euler para calcular valores aproximados y x , . . y N de y(() en los 
puntos t x - 1/A/, t 2 = 2/N, ...» /v = 1. 

Solucion. La formula de Euler para este problema es 

+ ^ + h = l/N 

con y 0 = Vi. A continuacion se dan ejemplos de programas en APL y Fortran para 
calcular y x , . . ., y N . Estos programas, al igual que los subsiguientes, tienen valores 
variables para t 0t y 0 , a Y A/, de modo que pueden usarse para resolver el problema de 
valor inicial dy/dt = 1 + (y - /) 2 , y(t 0 ) = y 0 en cualquier intervalo. Mas aun, los mis- 
mos programas funcionan bien cambiando la ecuacion diferencial; si se cambia la fun- 
cion /(/, y) entonces solo es necesario modificar las Hneas 5 y 8 del programa en APL, 
y las expresiones para Y( 1) y Y(k) en la Seccion B del programa en Fortran. 

La Tabla 1 muestra los resultados de estos calculos con a = 1, N = 10, / 0 = 0 y 
y 0 = Vi. Todos ellos y los que les siguen se hicieron en una computadora IBM 360 
usando doble precision (16 cifras). Los resultados se redondearon a 8 cifras decimales 
significativas. 


Tabla i. 


/ 

7 

t 

y 

0 

0.5 

0.6 

1.29810115 

0.1 

0.625 

0.7 

1.44683567 

0.2 

0.7525625 

0.8 

1.60261202 

0.3 

0.88309503 

0.9 

1.76703063 

0.4 

1.01709501 

1 

1.94220484 

0.5 

1.15517564 




La solucion exacta de este problema de valor inicial (Ejercicio 7) es 

y{t)=t+ 1/(2- 0- 

Ast pues, el error que se comete al aproximar ei valor de la solucion en / = 1 con y l(x 
es aproximadamente de 0.06, ya que j(l) = 2. Si se corre el programa con N - 20 
y N = 40 se obtiene que^o = L 96852339 y y M) = 1.9835109. Por lo tanto, el error 
que se comete al aproximar y(l) con y 40 es ya menor que 0.02. 
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Programa en APL 

V EULER 

[1] T<— NpO 

[2] Y«— NpO 

[3] H<— A + N 

[4] T[1]«— TO + H 

[5] Y[1 ]<-Y0 + H X 1 + (YO - TO) * 2 

[6] K— »1 

[7] T[K + 1]<— T[K] + H 

[8] Y[K + 1 ]<— Y[K] + H X 1 + (Y[K] - T[K)) * 2 

[9] K<— K + 1 

[10] <— 7 X (K < N 

[11] T+-T0.T 

[12] Y<— YO, Y 

[13] S>(2,pY)pT,Y V 

Programa en Fortran 

DIMENSION T(1000), Y(1 000) 

READ (5,10) TO,YO, A,N 
FORMAT (3F20.8, 15) 

H = A/N 

T(1) = T0 + H 

Y(1 ) = YO + H * (1 4- (YO — TO) * *2) 

DO 20 K = 2,N 
T(K) = T(K- 1) + H 
Y(K) = Y(K -1) + H*(1 + (Y(K - 1 ) 

— T(K 1 )) * *2) 

CONTINUE 

WRITE (6, 30) TO, YO, (T(J), Y(J), J = 1 , N) 
FORMAT (1 HI , 3X, 1 HT, 4X, 1 HY, /(I H, 1 X, 
F10.7, 2X, F20.9/)) 

CALL EXIT 
END 


EJERCICIOS 

Usando el metodo de Euler con incrementos h = 0.1, determine un valor aproximado 
de ia solucion en t = 1 para cada uno de los problemas de valor inicial 1 a 5. Repita 
Ios calculos con h = 0.025 y compare los resultados con el valor dado de la solucidn. 

1. + y(0) = 0-,(y(,)=t) 

2. ^-2 ry, >'(0) = 2; (y(t) = 2e l1 ) 
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3 . f-l +y 2 -t 2 , y<P)-0-.(y(t)-t) 

4. ^ = t e-y+-L^, y(0)=0;CK0 = ln(l + r 2 )) 

dt 1 + 1 1 

5. $--1+2 y(0)=l; (>-(/)= 1 + ' 2 ) 

dt (l + r 2 ) 2 

6. Usando el metodo de Euler con h = 7r/40, determine un valor aproximado de la 
solucion del problema de valor inicial 

“■ =2sec 2 / — (1 + 7 2 ), y( 0) = 0 

en t = 7r/4. Repita los calculos con h = 7r/160 y compare los resultados con el 
numero 1, el cual es el valor de la solucion y{t) = tan / en / = 7t/4. 

7. (a) Demuestre que la sustitucion y = / + z reduce el problema de valor inicial 

y' - 1 + (y - 0 2 , j(0) = 0.5 al problema de valor inicial mas sencilio z = 

t 2 , Z (0) = 0.5. 

(b) Demuestre que z(t) = 1/(2 - /). Por lo tanto, y(t) = / + 1/(2 - r). 


1.13.1 Analisis de error en el Metodo de Euler 

Una de las caracteristicas precisas del procedimiento de Euler es que es relativamente 
facil estimar el error cometido al aproximar y{t k ) con y k . Sin embargo, esto sucede solo 
bajo la rigurosa restriction de que , . . . , t s no son mayores que t 0 + a, donde a es 
el numero definido en el teorema de existencia y unicidad de la Section 1 . 10. Mas preci- 
samente, sean a y b dos numeros positivos y supongase que las funciones /, df/dt y 
df/dy estan definidas y son continuas en el rectangulo ( 0 < / < t 0 + a, y 0 - b < y < 
y {) + b . Denotese este rectangulo con R. Sea M el valor maximo de | /(/, >’)| para (r, y) 
en R y hagase a = min ( a , b/M). A continuation se caicula el error cometido al apro- 
ximar y(t k ) con y k para t k < ( 0 + a. 

Para esto, observese que los numeros y 0 , y x , . . . , y s satisfacen la siguiente ecua- 
cion en diferencias 


y k ^=y k + hf(t k ,y k ). k= o.i n- i (I) 


mientras que los numeros y(t 0 ), /(/|), • • • , y(t,\) satisfacen la ecuacion en diferencias 


y(‘k + \)=y('k) + h f('k-y( l k)) + 


hi 

2 



y ' 

3 y 


(Hk-ydk)) 


( 2 ) 


donde £ k es un numero entre t k y t k+] . 

La ecuacion (2) se deduce de la identidad 

d 2 y = 0/ V 
dt 2 dt 3r 
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y del hecho que 


(h{t) (J-y(t) 

>■(/ + /?) = y(t) + h — - — + — ; — 

dt 2 dr 


para algun numero r entre / y / + h. Restando la ecuacion ( 1 ) de ia ecuacion (2) se obtiene 

y( l k + \)~yk + \=y( l k) + h [f(h ('*))-/( ‘ k -y k ) ] 

. h 2 


df .¥ 
3/ + ' / dv 


))• 


Ahora, observese que 


, dH'k’Vk) r 

f( l k-y( t k))-f( , k-yk) = — — [y(‘k)->’k] 


3y 

donde rj k es algun numero entre y(t k ) y y k . Por lo tanto, 

d/K- 7 ?*) 


I.v(^h- i) —>•*: + il < I y{t k )-y k \ + h 

h 2 \\v. f v 

dt 3 dv 


dy 

(Zk<y(tk)) 




Antes de continuar es necesario estimar las cantidades {df(t k , y x ))/dy y 
[( df/dt ) + f(df/dy)](£ k , y(£ k )). Para ello, observese que los puntos (&,>’(&)) y 
(/v, .iv ) estan en el rectangulo R. [En la Seccion 1.10 se mostro que los puntos 
($ k , y ($*•)) se hallan en R. Ademas, un sencillo argumento de induction (E jercicio 9) 
muestra que todos los puntos (t k , y k ) estan en /?.] Por lo tanto, los puntos (/v, rj k ) tarn- 
bien estan en R. Sean L y D dos numeros positives tales que 


max 

( t,y ) cn R 


¥ 

dy 


< L 


max 

( t,y ) cn R 


¥ f ¥ 

dt 3 dy 


< D. 


Dichos numeros siempre existen si f, df/dt y df/dy son continuas en R. Entonces 


Dh 2 


\y¥ k ^ i )-y k + x \<\y{t k )-y k \ + hL\y{t k )-y k \+ — 


( 3 ) 


Ahora bien, tomese E k = | y(e k ) - y k | , k = 0, 1 N. El numero E k es el error que 

se comete en el paso k al aproximar y(t k ) con y k . De (3) se sigue 


O) 


Mas aun, £ 0 = 0, ya quey(/ 0 ) = /o- Asi pues, los numeros £ 0 , £ v satisfa- 

cen el siguiente conjunto de desigualdades 


E k + 1 ^ A E k + By 


£ 0 = 0 
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con A = 1 + hL y B = Dh 2 / 2. Por lo tanto, (Seccion 1.12) 

E k <^(A k -\)=^[(\ + hL) k -\}. (5) 


Tambien es posible obtener una estimacion para E k que es independiente de k. 
Observese que 1 + hL < e hL . Esto proviene del hecho que 


(hL) 2 (hL) 3 

e hL = 1 + hL+ — 2 ] 1 y *■••• 

= (l + hL)+ “algo positivo” 


Por lo tanto, se tiene que 




Dh 


Finalmente, dado que kh < a, entonces 

Dh 


E k <ft[e aL -'l 


( 6 ) 


La ecuacion (6) dice que el error que se comete al aproximar la solucion y(t) en 
el tiempo t - t k es a lo mas una constante fija multiplicada por h. Esto sugiere, como 
regia practica, que el error deberia disminuir aproximadamente en Vi si se reduce h en 
Vi . Esto puede verificarse directamente en el Ejemplo 1 de la seccion anterior, donde 
el error en / = 1 para h = 0.1, 0.05 y 0.025 es 0.058, 0.032 y 0.017, respectivamente. 


Ejemplo i Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 


dy t 2 +y 2 
~dt ” 2 


y{ 0) = o. 


(a) Demostrar que^(0 existe al menos para 0 < t < 1, y que en este intervalo 
se cumple -1 < y(() < 1. 

(b) Sea N un entero positivo grande. Aplicar el metodo de Euler para encontrar 
valores aproximados de y en los puntos t k = k/N , k = 0, 1, . . N. 

(c) Determinar un incremento h = \/N tai que el error que se comete al aproxi- 
mar y(t k ) con y k no sea mayor que 0.0001. 

SOLUCI6N. 

(a) Sea R el rectangulo 0 < / < 1,-1 < y < 1.E1 valor maximo de (t 2 + y 2 )/ 2 
con (r, y) en R es 1. Por lo tanto, por el teorema de existencia y unicidad 
de la Seccion 1.10, y{t) existe al menos para 

0< t < a ~ min ( 1 , j ) = 1, 
y en este intervalo se cumple, -1 < y < 1. 


(b) 


y k +\=yk 



- f ‘ + 2N 





con y'o = 0. El entero k va de 0 a N - 1 . 



1.13 • Aproximaciones numericas; mefodo de Euler 


101 


(c) Hagase f(t, y) - (t 2 + y 2 )/ 2 y calculese 


V 

dy 


=y 


V 9/ 

dt J dy 


y iT7+/^; = '+y(' 2 +y 2 )- 


De (6) se sigue | >>(/*) - y k | < (Dh/2L)(e L - 1), donde L y D son dos numeros positi- 
vos, tales que 

max \y\<L 

(t,y) en R 


max 

( t,y ) en R 


y_ 

2 


f + ^r(/ 2 +>’ 2 ) 


< D. 


Ahora bien, los valores maximos de las funciones \y\ y |r + (y/2)(t 2 + / : )| para 
(/, >■) en R son claramente 1 y 2, respectivamente. Por lo tanto, 

\y(‘ k )-y k \<Y^ e ~ 

Esto implica que el incremento h debe ser menor que 0.0001/(? - 1). De manera equi- 
valente, N debe ser mayor que ( e — 1)1 0 4 = 17 183. Asi pues, se debe iterar la ecuacion 

1 

y k +\ y k + 2(i7,i83) 

17 183 veces para estar seguro de que el valor de v(l) es correcto con cuatro cifras deci- 
males. 



ejemplo 2 Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 

dy * 2 

-£ = t 2 + e->, >'(0)= 1. 

(a) Demostrar que j/(f) existe al menos para 0 < / < 1, y que en este intervalo 
se cumple' -1 < y < 3. 

(b) Sea iV un entero positivo grande. Aplicar el metodo de Euler para encontrar 
valores aproximados de y(t) en los puntos t k = k/N , k = 0, 1, . . . , N. 

(c) Determinar un incremento h, tal que el error cometido al aproximar y(t k ) con 
y k no sea mayor que 0.0001. 

Solucion. 

(a) Sea R el rectangulo 0 < f < 1, |.y - 1 1 < 2. El valor maximo de t 2 + e~ r 
con (r, y) en R es 2. Por lo tanto, y(t) existe al menos para 0 < / < 
min (l, 2/2) = 1 y en ese intervalo se cumple -1 < y < 3. 

(b) y k +i z= y k + h(t k 2 + e~ ykl )=y k +(\/ N)[(k/ N ) 2 + e' y - 2 ] con>' 0 =l. El entero 
k toma valores de 0 a N - 1. 

(c) Hagase /(/, y) = t 2 + e~ r y calculese 
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De (6) se sigue que | y(t k ) - y k | < ( Dh/2L)(e L - 1), donde L y D son dos numeros 
positivos tales que 

max \-2ye~ y2 \<L 

( Uy ) cn R 

y 

max \2t-2y(t 2 + e~ y2 )e~ yl \ < D. 

( t,y ) cn /? 

Ahora bien, se ve facilmente que el valor maximo de \2ye~ r \ para -1 < y < 3 es 
V2/e. Asi pues, se toma L = VZA?. Desafortunadamente, es muy dificil calcular el valor 
maximo de la funcion 

\2t — 2y(t 2 + e~ y2 )e~ y2 \ 

con (/, y) en R. A pesar de ello es posible encontrar un valor aceptable D observando 
que para (/, y) en R 

max\2t-2v(t 2 + e~ y2 )e~ y2 \ < max|2/| 4* max|2j>(f 2 + e~ y2 )e~ y2 \ 

< max|2/| + max\2ye~ y2 \ Xmax(/ 2 + e~ yl ) 

= 2 + 2VlJe =2(l + V2 Te\ 

Por lo tanto, se puede tomar D = 2(1 + \ l 2Je) y, como consecuencia, se tiene 

2(l + V2/e )/i[ e^~ e — 1 1 

Esto implica que el incremento h debe ser menor que 

Vyg o.oooi 
1 + Vye e'JV' - 1 

Los Ejemplos 1 y 2 muestran que el metodo de Euler no es muy preciso, ya que 
se requieren aproximadamente 20000 iteraciones para lograr una precision de cuatro 
cifras decimales. La desventaja obvia de un metodo que requiere tantas iteraciones es 
el costo. Los precios actuales del uso de la computadora son de alrededor de 1200.00 
dolares por hora. Una segunda desventaja aun mas seria es quej^. puede estar muy lejos 
de si N es demasiado grande. De hecho, una computadora digital no puede reali- 
zar los calculos con precision, ya que conserva solamente un numero finito de cifras 
decimales. Por lo tanto, cada vez que se realiza una operacion aritmetica en la compu- 
tadora hay que introducir un error de “redondeo”. Por supuesto que tal error es pequeho. 
Sin embargo, si se realizan muchas operaciones entonces el error de redondeo acumula- 
do puede ser tan grande que los resultados obtenidos sean inservibles. El Ejercicio 8 
muestra un ejemplo de esto para la aplicacion del metodo de Euler. 
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Ejercicios 


1. Determine una cota superior para el error que se comete al usar el metodo de Euler 
con un incremento A, con objeto de encontrar un valor aproximado de la solucion 
del problema de valor inicial 


dy t 2 +y 2 
dt “ 2 


y( 0 )-l 


en cualquier punto del intervalo [0, 2/5]. Sugerencia: Tomese R como el rectangu- 
lo 0 < / < 1, 0 < y < 2. 

2. Determine una cota superior para el error que se comete al usar el metodo de Euler 
en un incremento A para encontrar un valor aproximado de la solucion del valor 
inicial 

%=‘-y A > >(0)-o 

en cualquier punto t del intervalo [0, 1]. Sugerencia: Tomese R como el rectangulo 
0 < t < 1 , -1 < y < 1 . 

3. Halle una cota superior para el error que se comete al usar el metodo de Euler con 
un incremento A, a fin de encontrar un valor aproximado de la solucion del proble- 
ma de valor inicial 

% = t+ey ’ y(Q)=Q 

en cualquier punto / en el intervalo [0, l/(e + 1)]. Sugerencia: Tomese R como 
el rectangulo 0 < t < 1,-1 < y < 1. 

4. Halle un valor adecuado de A, de modo que el error que se comete al usar el meto- 
do de Euler con incremento A para obtener un valor aproximado de la solucion 
del problema de valor inicial 

%=e'-y 2 > y( 0)=0 

en cualquier punto t en el intervalo [0, 1/e] sea, a lo mas, 0.0001 . Sugerencia: Tomese 
R como el rectangulo 0 < t < 1,-1 < y < 1. 

5. Determine un valor adecuado de A, de modo que el error que se comete al usar 
el metodo de Euler con un incremento h para encontrar un valor aproximado de 
la solucion del problema de valor inicial 

^ =/ 2 + tan 2 >% y{0) = 0 

en cualquier punto t en el intervalo [0, Vi] sea, a lo mas, 0.00001 . Sugerencia: Tome- 
se R como el rectangulo 0 < t < Vi y -tt/4 < y < 7r/4. 

6. Determine un valor adecuado de A, de modo que el error que se comete al usar 
el metodo de Euler con un incremento A para hallar un valor aproximado de la 
solucion del problema de valor inicial 

(fy _ 1 

dt 1 + / 2 +.y 2 ’ 


y( o)=o 
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en cualquier punto t en el intervalo [0, 1] sea a lo sumo 0.0001. Sugerencia: Tome- 
se R como el rectangulo 0 < t < 1,-1 < y < 1. 

7. Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 

f=/(o0, y( o)-o. 

Supongaque \f(t, y)\ < 1, \ df/dy\ < 1 y | df/dt) + f(d//dy)\ < 2 en el rec- 
tangulo 0 < t < 1,-1 < y < 1.A1 usar la formula de Euler 

y* + 1 =y * + hf ('*.y*)> h = 


con N = 10, el valor de y 5 es -0.15 


11 

10 


- 1 


, y el valor de y 6 es 


°‘ 12 

(Vi, 3/5). 


- 1 


. Demuestre que y{t) es cero, al menos una vez, en el intervalo 


8. Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 

y'=/0,y\ yOo)=yo- 


La formula de Euler para encontrar valores aproximados de y(t) es y k + { = 
yk + hf(!k> yk )• Sin embargo, la cantidad^ + hf{t k , y k ) nunca se calcula exac- 
tamente; siempre se introduce un error t k con |e^| < £. Es decir, la computadora 
calcula numeros y x , y 2 , . . . , tales que 

yk+\=yk+WOk'yk)+ek 

con y 0 = yo. Suponga que \df/dy\ < L y | (df/dt) + f(df/dy)\ < D para 
toda /ej. 

(a) Demuestre que 

E k+l = \y(t k+l )-y k+l \<{\+hL)E k +^h 2 + e 


(b) Concluya de (a) que 


E k < 


Dh £ 

2 /i 




aL j 

~T 


para kh < a. 

(c) Elija /i de modo que se minimice el error E k . Notese que el error E k puede 
ser muy grande si h es muy pequeno. 


9. Sea y x , yzy • tales que satisfacen la relation de recurrencia 


Sea R el rectangulo t 0 < t < t 0 + a t y 0 - b < y < y 0 + by suponga que 
| /(/, y)\ < M para (/, >>) en R. Por ultimo haga a = mm (a, b/m). 

(a) Demuestre que \yj ~ yo\ ^ jhM siempre quey/i < a. Sugerencia: Aplique 
induccibn. 

(b) Concluya de (a) que todos los puntos (t } , yj) estan en R siempre quey < ct/h 
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1.14 Metodo de los tres terminos 

DE LA SERIE DE TAYLOR 


El metodo de Euler se obtuvo truncando la serie de Taylor 


y( t k+\)=y{i k )+ ty^yUk)) 



d l +f K 

dt J dy 


{tk>y(‘k)) + ••• 


(i) 


despues del segundo termino. La manera mas obvia de obtener mejores metodos de apro- 
ximacion numerica es conservar mas terminos de la ecuacion (1). Si se trunca la serie 
de Taylor despues de tres terminos se obtiene la siguiente formula 




3/ 1 a y 


(W*). ^=0 N- 1 


( 2 ) 


con y 0 = y(t 0 ). 

La ecuacion (2) se conoce como metodo de los tres terminos de la serie de Taylor, 
el cual es obviamente mas preciso que el metodo de Euler. Por lo tanto, se esperaria 
que, para h fija, los numeros y k generados por la ecuacion (2) fueran mejores aproxi- 
maciones de y(t k ) que los numeros y k generados por el metodo de Euler. De hecho, 
tal es el caso, pues se puede demostrar que | y(t k ) = y k \ es proporcional a h 1 , mien- 
tras que el error que se cometio al usar el metodo de Euler es solo proporcional a h. 
La cantidad h 2 es mucho mas pequena que h si h es pequena. Asi pues, el metodo de 
los tres terminos de la serie de Taylor constituye una notoria mejora sobre el metodo 
de Euler. 


EJEMPLO 1 Sea y{t) la solucion del problema de valor inicial 

J- = i + (t-0 2 . t(0)=T. 

Emplear el metodo de los tres terminos de la serie de Taylor para calcular valores apro- 
ximados de y{t) en los pUntos t k = k/N> k - 1 , . . N. 

SOLUCION. Sea f(t,y) = 1 + (y- o 2 * Entonces 

I = - 2 (^ - 0 + 2(T - 0 [ 1 + (T - 0 2 ] = 2(T - /) 3 . 

Asi que la formula de los tres terminos de la serie de Taylor es 

y k+ 1 =y k + h [ 1 + (y k - f *) 2 ] + h2 (y k - ‘ k f 

con h - \/N y y 0 = Vi. El entero k toma valores de 0 a N - 1. A continuacion, se 
dan ejemplos de programas en APL y Fortran para calcular y | , ...» y N . Una vez mas, 
los programas tienen valores variables para t 0 , y 0 , a y N. 
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Programa en APL 


V TAYLOR 

[1] T«— NpO 

[2] Y<— NpO 

[3] H«— A -s- N 

(4 J T[1]*-T0 + H 

[5] D2Y<— H X (Y0 — TO) * 3 

[6] Y(1 ]*— YO + H X D2Y + 1 + (YO — TO) ♦ 2 

[7] K<— 1 

[8] T[K + 1 ]< — T[K] + H 

[9] D2Y«— H X (Y[K] — T[K]) * 3 

[10] Y[K + 1 ]<— Y[K] + H X D2Y 4- 1 +(Y[K] — T[K]) * 2 

[11] K<-K + 1 

[12[ — »8 X (K < N 

[131 T^-T0,T 

[14] Y<— YO, Y 

[15] 153(2, pY)pT,Y V 


Programa en Fortran 

Sustituir la seccion B del programa en Fortran en la Seccion 1.13 por lo siguiente: 


20 


T(1) = T0 + H 

D2Y = H * (YO — TO) * * 3 

Y(1 ) = YO + H « (D2Y + 1 +(Y0 — T0)« *2) 

DO 20 K = 2, N 

T(K) = T(K — 1) + H 

D2Y = H * (Y(K — 1) — T(K— 1)) « *3 

Y(K) = Y(K — 1) + H * (D2Y + 1 + (Y(K — 1) — T(K — 1))* * 2) 

CONTINUE 


La Tabla 1 muestra los resultados de estos calculos para a - 1 , N = 10, r 0 = 0 e 
>- 0 = 0.05. 


Tabla i. 


t 


/ 

y 

0 

0.5 

0.6 

1.31331931 

0.1 

0.62625 

0.7 

1.4678313 

0.2 

0.7554013 

0.8 

1.63131465 

0.3 

0.88796161 

0.9 

1.80616814 

0.4 

0.5 

1.02456407 

1.1660084 

1 

1.99572313 


El metodo de Euler con N = 10 predecia un valor de 1.9422 para .y(l). Notese cuanto 
njas cercano esta el numero 1.9957 al valor correcto 2. Si se corre este programa para 
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N = 20 y N = 40 se obtiene que y 20 = 1.99884247 y y M) = 1.99969915. Estos nume- 
ros son tambien mucho mas precisos que los valores 1.96852339 y 1.9835109 predichos 
por el metodo de Euler. 

EJERCICIOS 

Aplique el metodo de los tres terminos de la serie de Taylor con h = 0.1 para determi- 
nar un valor aproximado de ia solucion en t = 1 en cada uno de los problemas de valor 
inicial 1 a 5. Repita los calculos con h = 0.025 y compare los resultados con los valores 
dados de la solucion. 

1. dy/dt=\ + t-y, >(0) = 0; (>'(0=0 

2 . dy / dt — 2ty, y(0) = 2; (>(/) = 2e tZ ) 

3. dy / dt~\+y 2 — t 2 , >(0) = 0; (>( 0=0 

4 . dy / dt = te~ y + 1/(\ + / 2 ), >(0) = 0; (>(0 = ln(l + t 2 )) 

5. dy / <// = — l + 2/ +> 2 /(l + z 2 ) 2 , >(0)= 1; (>(0=l + r 2 ) 

6. Use el metodo de los tres terminos de la serie de Taylor con h = 7r/40 para deter- 
minar un valor aproximado de la solucion del problema de valor inicial 

^ =2sec 2 /-(l +> 2 )> >(0) = 0 

en t - 7t/ 4. Repita los calculos con h = 7r/160 y compare los resultados con el 
numero 1, que es el valor de la solucion >(0 = tan t en / = 7 t/4. 


1.15 Metodo de Euler modificado 


El metodo de los tres terminos de la serie de Taylor es una notoria mejora sobre el metodo 
de Euler. Sin embargo, tiene la seria desventaja de requerir el caiculo de las derivadas 
parciales de /(/, >) y esto puede ser dificil si la funcion>(/, >) es muy complicada. Por 
esta razon, es deseable obtener metodos numericos que no requieran calcular las deri- 
vadas parciales de f(t, >). Un modo de abordar el problema es integrando en ambos 
lados de la ecuacion diferencial y' ~ f(t , >) entre t k y t k -f h y para obtener que 

y(tk+i)=y( t k)+ f' k+h f(‘<y(t))d‘- (0 

Esto reduce el problema de encontrar un valor aproximado de>(/^ + i) al problema mas 
sencillo de aproximar el area bajo la curva f(t , >(/)) entre t k y t k + h. Una aproxima- 
cion burda de tal area es hf(t kj >(/a))» Que es el area del rectangulo R en la Figura la. 
Esto da origen a la formula numerica 

y k+ \=y k + h f(‘k>yk) 

que es, por supuesto, el metodo de Euler. 
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lina aproximacion aun mejor de esta area es 

^[f(t k <y(t k ))+f{t k + l ,y(t k + ,))] 

que es la del trapecio T en la Figura lb. Esto lleva a la siguiente formula numerica 

y'k + l = >* + 2 [ f^k^y'k) + /(** + \'}’k + 1 ) ]• ( 2 ) 

Sin embargo, no es posible usar esta formula para determinar y k 1 a partir de y k , ya 
que y k + x tambien aparece en el lado derecho de (2). Una manera muy ingeniosa de sal- 
var esta dificultad es sustituir y k + x en el segundo miembro de (2) por el valor y k + 
hf(tk>yk) predicho por el metodo de Euler. Esto lleva al siguiente procedimiento 
numerico: 

>'* + !=>'*+ 1 [f(tk-yk)+f(‘k + h ^k + hf{t k .y k ))], y Q =y{to). (3) 

La ecuacion (3) se conoce como metodo de Euler modificado. Se puede mostrar 
que | v(/ A ) ~ y k \ es a lo mas una constante fija por h 2 . Por lo tanto, con el metodo 
de Euler modificado se obtiene la misma precision que con el de los tres terminos de 
la serie de Taylor, y eso sin requerir del calculo de las derivadas parciales. 




ejemplo i Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 

± = \ + (y- t )\ y( 0 )=i. 

Usar el metodo de Euler modificado para obtener valores aproximados de 7 (f) en los 
puntos t k = k/N\ k = I, . . N, 

Solucion. La formula para el meiodo de Euler modificado de este problema es 

?k + i \ ( 1 + (>'*’“ '*) 2 + 1 + [>>* + *0 + (>'*"' **) 2 )~ r *+ i ] } 

con h = 1/yV y y 0 = 0.05. El entero k toma valores de 0 a N - 1. A continuacion se 
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dan ejemplos de programas en APL y en Fortran para calcular y , , . . . , y v ■ Una vez 
mas, los programas consideran valores variables para t 0 , y 0 , a y N. 

Programa en APL 


V IMPROVED 

[1] T<— NpO 

[2] Y<— NpO 

[3] H*— A -s- N 

[4] T[1]<— TO + H 

[5] R<— 1 + (Y0-T0)*2 

[6] Y[1 ]<— Y0 + (H + 2)XR + 1 +(Y0 + (H X R) — T[1 ]) « 2 

[7] K<— 1 

[8] T[K + 1]<— T[K] + H 

[9] R<— 1 + (Y[K] — T[K]) * 2 

[10] Y[K + 1 ]<— Y(K] + (H 2) X R + 1 +(Y[K] + (HxR)-T[K+1])*2 

[11] K<— K + 1 

[12] — >8 X (K < N 

[13] T<— T0,T 

[14] Y<— Y0, Y 

[15] lS(2,pY)pT,Y V 


Programa en Fortran 


Sustituir la seccion B del programa en Fortran del Ejemplo 1 de la Seccion 1.13 por 
las siguientes instrucciones 


20 


T(1) = T0 + H 
R = 1 +(Y0 — TO)* *2 

Y(1) = Y0 + (H/2)*(R + 1+ (Y0 + (H * R) - T(1 )) * *2) 

DO 20 K = 2,N 

T(K) = T(K-1) + H 

R = 1 +(Y(K — 1) — T(K— 1))* *2 

Y(K) = Y(K — 1 ) + (H /2) * (R + 1 + (Y(K — 1 ) + (H * R) — T(K)) * *2) 
CONTINUE 


La Tabla 1 muestra los resultados de los calculos con a = 1, N = 10, r 0 = 0 y 
.Vo = 0.5. Si se corre el programa con N = 20 y N = 40 se obtie’ne que 720 = 
1.99939944 y y w = 1.99984675. Por lo tanto, los valores y ]Q , y 10 y y 40 calculados con 
el metodo de Euler mejorado estan aun mas cerca del valor correcto 2 que los valores 


Tabla 


t 

y 

/ 

y 

0 

0.5 

0.6 

1.31377361 

0.1 

0.62628125 

0.7 

1.46848715 

0.2 

0.75547445 

0.8 

1.63225727 

0.3 

0.88809117 

0.9 

1.80752701 

0.4 

1.02477002 

1 

1.99770114 

0.5 

1.16631867 
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correspondientes 1.99572313, 1.99884246 y 1.99969915 calculados con el metodo de 
los tres terminos de la serie de Taylor. 

EJERCICIOS 

Usando el metodo de Euler modificado con h - 0.1, determine un valor aproximado 
de la solucion en t - 1 para cada uno de los problemas de valor inicial 1 a 5. Repita 
los calculos con h = 0.025 y compare los resultados con el valor dado de la solucion. 

1. dy/dt — 1 + t — y, y(0) — 0; (y(0~0 

2. dy/dt = 2ty , y(0) = 2; (y(t) = 2e r ) 

3. dy/dt = \ +y 2 — t 2 , y( 0) = 0; (y(t)**0 

4. dv/dt = te~y + t/{\ + t l ), >-(0) = 0; (y(r) = ln(l + / 2 )) 

5. dy/dt = - 1 + 2/ +> ,2 /( 1 + z 2 ) 2 , y(0)=I; Cx(/)=1 + / 2 ) 

6. Aplique el metodo de Euler modificado con h = tt/ 40 para determinar un valor 
aproximado de la solucion del problema do valor inicial 

—■ = 2sec 2 r-(l +y 2 )< >*(0) = 0 

en t = 7r/4. Repita los calculos con h - 7r/\60 y compare ios resultados con el 
numero 1, que es el valor de la solucion v(r) = tan t en t - x/4. 


1.16 Metodo de Runge-Kutta 


A continuacion se presenta, sin demostraciones, un metodo numerico muy poderoso 
que fue desarrollado alrededor de 1900 por los matematicos Runge y Kutta. Debido 
a su sencillez y gran precision, el metodo de Runge-Kutta es uno de los procedimientos 
numericos mas ampliamente utilizados para resolver ecuaciones diferenciales. Esta defi- 
nido por la siguiente ecuacion 

yk+ i ~yk + g [ L k \ +2L k >2 4- 2L k 3 4- L k 4 ], k = 0, 1,. . N— 1 
donde y 0 = y(t Q ), y 

L k , i = f( t k^k)^ L k 2 =f(t k + \h y y k + \hL k j) 

L/C,! —/(** + {hL k 2 )y L k (4 s=s /(^ 4- + hL k 3 ). 

En la formula se usa un promedio ponderado de los valores de/(Z, y) tomadas en dife- 
rentes puntos. Por lo tanto, la suma \/6[L k { + 2L k2 + 2 L k j + L A - 4 ] puede inter- 
pretarse como una pendiente promedio. Es posible mostrar que el error | y(t k ) — y k | 
es a Io mas una constante fija multiplicada por /? 4 . Asi pues, el metodo de Runge-Kutta 
es mucho mas preciso que el metodo de Euler, que el de los tres terminos de la serie 
-de Taylor y que el de Euler modificado. 
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Ejemplo i Sea y(t) la solucion del problema de valor inicial 

f = l + (>’-0 2 , y(0)=i. 

Aplicar el metodo de Runge-Kutta para encontrar valores aproximados y { , ...» _y jV de 
en los puntos t k = £//V, /: = 1, ... , /V. 

Solucion. A continuacion se dan ejemplos de programas en APL y en Fortran para 
calcular y t , . . . , .y v con el metodo de Runge-Kutta. Los programas difieren de los ante- 
riores en el hecho de que no evaluan y | por separado, sino que la calculan en el mismo 
ciclo en el que determinan y 2 , . . V\. Esto se logra denominando los numeros / 0 e 
y 0 como r, e y j , respectivamente. 

Programa en APL 

V RUNKUT 

fi] t^,to 

[2] Y<— , YO 

[3] H«— A •*- N 
[4J K<— 1 

[5] T<— T,T[K] + H 

[6] LK1 <— 1 + (Y[K] — T[K]) * 2 

[7] LK2<— 1 +(Y[K] + (HXLK1 + 2) - T[Kj + H - 2) * 2 

[8] LK3<— 1 4- (Y[K] + (H X LK2 - 2) - T[K) + H + 2) * 2 

[9] LK4<— 1 + (Y[KJ + (H X LK3) - T[K] + H) * 2 

[1 0] Y«— Y, Y[K] + (H + 6) X LK1 + LK4 + 2 X LK2 + LK3 

[11] K«— K + 1 

[12] — >5 X tK < N 

[13] ^(2,pY)pT,Y V 

Programa en Fortran 

DIMENSION T(1000),Y(1000) 

READ (5, 10) T(1),Y(1),A, N 
10 FORMAT (3F20.8, 15) 

H = A/N 

D020 K = 1,N 

T(K + 1) = T(K) + H 

REAL LK1, LK2, LK3, LK4 

LK1 =1 +(Y(K)-T(K))* *2 

LK2 = 1 + ((Y (K) + (H/2) « LK 1 ) — (T (K) + H/ 2)) * *2 
LK3 = 1 + ((Y(K) + (H/2) * LK2) - (T(K) + H/2)) * * 2 
LK4 = 1 + ((Y(K) + H * LK3) - (T(K) + H)) * * 2 
Y(K + 1 ) = Y(K) + (H /6) * (LK1 + LK4 + 2 * (LK2 + LK3)) 

20 CONTINUE 

NA = N + 1 

WRITE (6. 30) (T(J), Y(J), J = 1 , NA) 

30 FORMAT (1 HI . 3X, 1 HT, 4X, 1 HY,/(1 H, 1 X, FI 0.7, 2X, F20.9 /)) 

CALL EXIT 
END 
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La Tabla i muestra los resultados de los calculos con a = 1 , A/ = \0, t 0 = 0 y 
yo = o.5. 


Tabla i . 


t 

y 

t 

y 

0 

0.5 

0.6 

1.31428555 

0.1 

0.62631578 

0.7 

1.4692305 

0.2 

0.75555536 

0.8 

1.6333329 

0.3 

0.88823526 

0.9 

1.8090902 

0.4 

1.02499993 

I 

1.9999988 

0.5 

1.16666656 




Notese cuanto mas cerca del valor correcto 2 esta el numero y [0 = 1.999998? calculado 
por el metodo de Runge-Kutta, que los numeros v l0 = 1 .94220484, y l0 = 1.99572312 
y y io = 1.997701 14 evaluados con el metodo de Euler, con el de los tres terminos de 
la serie de Taylor y con el de Euler modificado, respectivamente. Si se corre este pro- 
grama con N = 20 y N = 40 se obtiene que = 1.99999992 y y 40 = 2. Asi pues, 
la aproximacion de >>(1) ya es correcta a ocho cifras decimales cuando h = 0.025. De 
manera equivalente, solo se necesita elegir N > 40 para obtener una precision de ocho 
decimales. 

Para captar la precision de los diversos metodos en la perspective correcta, se pue- 
de decir que se tienen tres procedimientos numericos para resolver el problema de valor 
inicial dy/dt - f(t,y) y y( 0) = 0 en el intervalo 0 < t < 1 , y que el error que se comete 
al usar dichos metodos es 3/z, 11 h 2 y 42/z 4 , respectivamente. Si el problema es tal que 
se requieren ocho cifras decimales de precision, entonces los incrementos /z, , h 2 y h 3 
para los distintos metodos deben satisfacer las desigualdades 3/tj < 10~ 8 , Uhl — 10” 8 
y 42/2 4 < 10' 8 . Por lo tanto, el numero de iteraciones A/j , N 2 y A/ 3 para los diferentes 
procedimientos debe satisfacer las desigualdades 

N { > 3 X 10 8 = 300,000,000, N 2 > VTT X 10 4 ^ 34,000 

y 

A r 3 >(42) 1/4 X 10 z «260. 

Este es un ejemplo impresionante de la diferencia que hay entre el metodo de Runge- 
Kutta y el de Euler, el de Euler modificado y el de los tres terminos de la serie de Taylor. 

Observacion. Notese que en cada paso del metodo de Runge-Kutta se realizan cuatro 
evaluaciones funcionales, mientras que en cada paso del metodo de Euler se realiza sola- 
mente una evaluacion. Sin embargo, el metodo de Runge-Kutta supera claramente al 
de Euler, al de Euler modificado y al de los tres terminos de la serie de Taylor. 


ejercicios 


Utilice el metodo de Runge-Kutta con h = 0.1 para determinar un valor aproximado 
de la solucion en t = t para cada uno de los problemas de valor inicial 1 a 5. Repita 
los calculos cor /< = 0.025 y compare los resultados con el valor dado de la solucion. 
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1. dy/dt=\+t-y, _y(0) = 0; (y(t) = t) 

2. dy/dt = lty, y{ 0) = 2; (;>(') = 2e' 2 ) 

3. dy/dt=\+y 2 - 1 2 , >>(0)=»0; ( y{t)=t ) 

4. dy/dt^ie-'+t/O+t 2 ), y(0) = 0; (_y(/) = ln(l +/ 2 )) 

5. dy/dt = — 1 +2/+y 2 /((l + r 2 ) 2 ), >"(0)=I; (>’(0=l + < 2 ) 

6. Use el metodo de Runge-Kutta con h = x/40 para determinar un valor aproxima- 
do de la solucion del problema de valor inicial 

^ =2sec 2 r — (1 +.y 2 ), >> (0) = 0 

en ? = x/4. Repita los calculos con h = x/160 y compare los resultados con el 
numero 1, que es el valor de la solucion y(t) = tant en t = x/4. 


1.17 Que hacer en la practica 


En esta seccion se analizan algunos problemas practicos que surgen cuando se intenta 
resolver ecuaciones diferenciales en computadora. Primero y sobre todo esta la estima- 
cion del error que se comete. No es muy difi'cil senalar que el error que se cometio al 
usar el metodo de Euler, el de los tres terminos de la serie de Taylor, el de Euler modifi- 
cado y el de Runge-Kutta con incremento h es, a lo mas, q/z, c 2 /z 2 , c 3 /z 2 y c 4 /z 4 , res- 
pectivamente. Sin embargo, con una excepcion, es practicamente imposible determinar 
las constantes q, c 2 , c 3 y c 4 . La excepcion es el metodo de Euler donde puede calcu- 
late de modo explicito el error cometido al aproximar y(t k ) con^ (Seccion 1.13). Sin 
embargo, la estimacion no es muy util ya que solo es valida para t k suficientemente cer- 
cana a q, ymormalmente uno se interesa por valores de^ en tiempos / bastante mayo- 
res que q. Asf pues, por lo general no se sabe de antemano que tan pequeno hay que 
elegir el incremento h para lograr la precision buscada. Lo unico que se sabe es que 
los valores aproximados y k que se calculan tienden a y(t k ) conforme h se hace mas 
pequena. 

Una manera de resolver el problema es la siguiente: Usando uno de los metodos 
de la seccion anterior se elige un incremento h y se calculan numeros y lf ...» y N . Des- 
pues se repiten los calculos con un incremento h/ 2, y se comparan los resultados. Si 
los cambios son mayores que lo que se esta dispuesto a aceptar, entonces se necesita 
un incremento menor. Este procedimiento continua hasta alcanzar la precision desea- 
da. Por ejemplo, supongase que se busca la solucion del problema de valor inicial y' = 
/(L y)> y( 0) = y 0 en t = 1 con precision de cuatro cifras decimales. Se elige un incre- 
mento h = 1/100 y se calcula y {f . . ., y l00 . Despues se repiten los calculos con h = 
1/200 y se obtienen nuevas aproximaciones Z\ , - . . , z 2 oo* Si y m y Z 200 coinciden en sus 
primeras cuatro cifras decimales, entonces se toma Z 200 como aproximacion de ^(1)*. 


* Esco no garantiza que z 200 coincida con y{\) a cuatro cifras decimales. Como precaucidn adicional se podria dividir 
este incremento nuevamente entre 2. Si las primeras cuatro cifras decimales permanecen igual, entonces es razonable suponer 
que z :oo coincide con v(l) en cuatro cifras decimales. 
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Si /kx) y ^200 n0 coinciden en sus cuatro primeras cifras decimales, se repiten entonces 
los calculos con un incremento h - 1/400. 

EJEMPLO 1 Obtener ia solucion del problema de valor inicial 

l + e~y) + e\ y( 0) = 0 

en t = 1 con una precision de cuatro cifras decimales. 

SOLUCION. Se ilustrara como plantear y resolver el problema con el metodo de Euler, 
con el de los tres terminos de la serie de Taylor, con el de Euler modificado y con el 
metodo de Runge-Kutta. 


i. Metodo de Euler. 


Programa en APL 


V EULER 

[1] T+-.T0 

[2] Y<— , Y0 

[3] H<-A + N 

[4] K<— 1 

[5] T<— T,T[K] + H 

[6] Y<— Y, Y[K] + H X (Y[K] X 1 + * - Y[K]) + *T[K] 

[7] K<— K + 1 

[8] -5XtK<N 

[9] N,H,Y[N + 1] V 

Programa en Fortran 

DIMENSION T(1000), Y(1000) 

READ (5,10) T(1),Y(1),A,N, 

FORMAT (3F20.8, 15) 

H = A/N 

D020 K = 1,N 
T(K + 1) = T(K) + H 

Y(K + 1 ) = Y(K) + H * (Y(K) * (1 + EXP( - Y(K))) 
1 +EXP(T(K))) 

CONTINUE 

WRITE (6,30) N,H,Y(N + 1) 

FORMAT (1 H, 1 X, 15, 2X, FI 0.7, 4X, F20.9) 
CALL EXIT 
END 


Seccion A 

Lectura de los Datos 


Seccion B 
Calculos 


Seccion C 
Impresion de 
los resultados 


10 


20 

30 


Se tomo A = 1, 70 = 0, TO = 0 (en el programa en Fortran, 7~(1) = Y(l) = 0) y 
se corrieron los programas para N = 10, 20, 40, 80, 160, 320 y 640. Los resultados 
de los calculos aparecen en la Tabla 1 . Notese que incluso con un incremento h tan peque- 
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TABLA 1. 


N 

h 

ys 

10 

0.1 

2.76183168 

20 

0.05 

2.93832741 

40 

0.025 

3.03202759 

80 

0.0125 

3.08034440 

160 

0.00625 

3.10488352 

320 

0.003125 

3.11725009 

640 

0.0015625 

3.12345786 


no como 1/640, puede garantizarse precision solamente en la primera cifra decimal. 
Esto subraya las limitaciones del metodo de Euler. Como N es demasiado grande, es 
recomendable usar un metodo mas preciso en vez de continuar con el metodo de Euler 
con incrementos cada vez menores. 

ii) Metodo de los tres terminos de la serie de Taylor. 

Programa en APL 


V TAYLOR 

[1] T«— TO 

[2] Y«-,Y0 

[3] H<— A ■+■ N 

[4] K<-1 

[5] T<— T, T[K] + H 

[6] DY1 <— 1 + (1 — Y[K]) X * — Y[K] 

[7J DY2<— (Y[K] X 1 + * — Y[K]) + * T[K] 

[8] Y<— Y, Y[K] + (H X DY2) + (HXH-*-2)X(* T[K]) + DY1 X DY2 

[9] K«-K + 1 

[10] — >5 X iK < N 

[11] N, H, Y[N + 1] V 


Programa en Fortran 


Sustituir la Seccion B del programa en Fortran anterior por las siguientes instrucciones 


20 


DO 20 K = 1 , N 

T(K + 1) = T(K) + H 

DY1 = 1 + (1 — Y(K)) * EXP( - Y(K)) 

DY2 = Y(K) * (1 + EXP( - Y(K))) + EXP(T(K)) 

Y(K + 1) = Y(K) + H * DY2 + (H * H/2) * (EXP(T(K)) + DY1 * DY2) 
CONTINUE 


Se tomo A - 1, TO = 0 y Y0 = 0 (en el programa en Fortran, 7~( 1) = 0, y F(l) = 
0), y se corrieron los programas para N = 10, 20, 40, 60, 80, 160, 320. Los resultados 
de los calculos se muestran en la Tabla 2. Observese que y )6 o y ^320 coinciden en sus 
primeras cuatro cifras decimales. Por lo tanto, la aproximacion /(l) = 3.12966689 es 
correcta con cuatro cifras decimales. 
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TABLA 2. 


N 

h 


10 

0.1 

3.11727674 

20 

0.05 

3.12645293 

40 

0.025 

3.12885845 

80 

0.0125 

3.12947408 

160 

0.00625 

3.12962979 

320 

0.003125 

3.12966689 


iii) Metodo de Euler modificado. 

Programa en APL 


V IMPROVED 

[1] T<— ,T0 

[2] Y<-, YO 

[3] H«— A + N 

[4] K«-1 

[5] T<— T,T[K] + H 

[6] R«— H X (Y[K] X 1 + * — Y[K]) + * T[K] 

[7] Y <— Y, Y[K] + (+2)xR + HX ((Y[K] + R) X 1 4- * -Y[K] + R)+ j.T(K + 1) 

[8] K<— K + 1 
[9J — 5XiK<N 

(10] N,H,Y(N + 1] V 


Programa en Fortran 

Sustituir la Seccion B del primer programa en Fortran de esta seccion por las siguientes 
instrucciones 


20 


DO 20 K = 1 , N 
T(K + 1) = T(K) + H 

R1 = Y(K) * (1 + EXP( - Y(K))) + EXP(T(K» 

R2 = (Y(K) + H*R1)*(1 + EXP( - (Y(K) + H * R1 ))) + EXP(T(K + 1 )) 
Y(K + 1 ) = Y(K) + (H/2) * (R1 + R2) 

CONTINUE 


TABLA 3. 


N 

h 

y s 

10 

0.1 

3.11450908 

20 


3.12560685 

40 

0.025 

3.1286243 

80 


3.12941247 

160 

0.00625 

3.12961399 

320 

0.003125 

3.12964943 
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Setomo/l = 1, 70 = Oy 70 = 0 (en el programa en Fortran, 7(1) = Oy 7(1) = 0), 
y se corrieron los programas para N = \0, 20, 40, 80, 160 y 320. Los resultados de 
los calculos aparecen en la Tabla 3. Observese que y l60 y y i2 o c'oinciden en las prime- 
rascuatrocifras decimales. Por lo tanto, la aproximacionyfl) = 3.12964943 es correc- 
ta con cuatro cifras decimales. 

iv) Metodo de Runge-Kutta. 

Programa en APL 


[ 1 ] 

[ 2 ] 

[3] 

[ 4 ] 

[5] 

[ 6 ] 

[7] 

[8] 

[9] 

[ 10 ] 

( 11 ) 

[ 12 ] 

[13] 


V RUNKUT 
T<— ,T0 
Y«— , Y0 
H<— A-+- N 
K«— 1 

T«-T,T[K] + H 

LK1 ♦— (Y[K] X 1 + * - Y(K]) + » T[K] 

LK2<— ((Y[K] + (H +• 2) X LK1 ) X 1 + * -Y[K] + (H + 2)XLK1)+ *T[K] + 
H 2 

LK3^-((Y[K] + (H + 2) X LK2) X 1 + » - Y[K] + (H + 2) X LK2) + * T[K] + 
H + 2 

LK4<-((Y[K] + H X LK3) X 1 + . - Y[K] + H X LK3) + * T[K] + H 
Y«— Y, Y[K] + (H + 6) X LK1 +LK4 + 2X LK2 + LK3 
K«— K+ 1 
— >5 XjK < N 
N,H,Y[N + 1] V 


Programa en Fortran 

Sustituir la Seccion B del primer programa en Fortran de esta seccion por las siguientes 
instrucciones 


1 

1 

1 


D020 K = 1,N 
T(K + 1) = T(K) + H 

LK1 = Y(K) * (1 + EXP( - Y(K)) + EXP(T(K)) 

LK2 = (Y(K) + (H/2) » LK 1 ) * (1 + EXP( - (Y(K) + (H /2) * LK1 ))) 
+ EXP(T(K) + (H/2)) 

LK3 = (Y(K) + (H/2) * LK2) * (1 + EXP( - (Y(K) + (H/2) « LK2))) 
+ EXP(T(K) + (H/2)) 

LK4 = (Y(K) + H * LK3) * (1 + EXP( - (Y(K) + H * LK3))) 

+ EXP(T(K + 1)) 

Y(K + 1 ) = Y(K) + (H/6) » (LK1 + 2 ♦ LK2 + 2 * LK3 + LK4) 
CONTINUE 


Setomb^l = 1, 70 = 0 y 70 = 0 (en el programa en Fortran, 7(1) = 0 y 7(1) = 0), 
y se corrieron los programas para N = 10, 20, 40, 80, 160 y 320. Los resultados de 
los calculos se muestran en la Tabla 4. Notese que la aproximacidn dey(l) ya es correc- 
ta con cuatro cifras decimales con h = 0. 1 , y que es correcta con ocho cifras decimales 
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con h = 0.00625 (N = 160). Este ejemplo ilustra una vez mas la fuerza del metodo 
de Runge-Kutta. 


TABLA 4. 


N 

h 

y s 

10 

0.1 

3.1296517 

20 

0.05 

3.12967998 

40 

0.025 

3.1296819 

80 

0.0125 

3.12968203 

160 

0.00625 

3.12968204 

320 

0.003125 

3.12968204 


La section concluye con dos ejemplos que ilustran algunas dificultades adicionales 
que surgen al resolver problemas de valor inicial en computadoras digitales. 


Ejemplo 2 Usar el metodo de Runge-Kutta para obtener valores aproximados de 
la solucion del problema de valor inicial 

% = ^+y\ ^( 0 )= 1 

en los puntos t k = k/N, k = 1, . . N. 

SOLUCION. 

Programa en APL 


V RUNKUT 
[11 T«— .TO 

[2] Y*-,Y0 

[3] H<— A +• N 

[4] K<— 1 

[5] T<— T,T[K] + H 

[6] LK1 <— (T[K] * 2) + Y[K] * 2 

[7] LK2<— ((T[K] + H + 2) * 2) + (Y(K] + H X LK1 + 2) * 2 

[8] LK3<— ((T[K] + H + 2) * 2) + (Y[K] + H X LK2 + 2) » 2 

[9] LK4<— ((T[K] + H) * 2) + (Y[K] + H X LK3) * 2 

[10] Y<— Y, Y[K] + (H + 6) X LK1 + LK4 + 2 X LK2 + LK3 

[11] K<— K+ 1 

[12] — *5 XtK < N 

[13] ^(2,pY)pT,Y V 
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Programa en Fortran 

Sustituir la Secciones B y C del primer programa en Fortran de esta seccion por las 
siguientes instrucciones: 


Seccion B 
Calculos 
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Seccion C 
Impresion de 
los resultados 


DO 20 K = 1,N 

T(K + 1) = T(K) + H 

LK1 =T(K)* *2 + Y(K)» *2 

LK2 = (T(K) + (H/2))* *2 + (Y(K) + (H/2)*LK1). *2 

LK3 = (T(K) + (H/2)) . » 2 + (Y(K) + (H/2) * LK2) * * 2 

LK4 = (T(K) + H) ♦ *2 + (Y(K) + H * LK3) » *2 

Y(K + 1 ) = Y(K) + (H/6) * (LK1 + 2 * LK2 + 2 » LK3 + LK4) 

CONTINUE 

NA = N + 1 

WRITE (6, 30) (T(J), Y(J), J = 1 , NA) 

FORMAT (1 HI, 3X,1HT,4X,1HY/(1H,1X,F9.7, 
2X.F20.9/)) 

CALL EXIT 
END 


Se trato de correr los programas con A = 1, TO = 0, Y0 - 1 (en el programa en For- 
tran 7(1) = Oy Y(l) = 1) y N = 10, pero se recibio un mensaje de error consistente 
en que los numeros calculados excedian el dominio de la computadora. Es decir, eran 
mayores de 10 38 . Esto indica que la solucion y(t) tiende a infinito para algun valor en 
el intervalo [0, 1], Esto puede demostrarse analiticamente e incluso es posible obtener, 
con un artificio ingenioso, una estimation de donde y(t) tiende a infinito. Observese 
que para 0 < / < 1, y{t) nunca es menor que la solucion 0,(t) = 1/(1 — f) del pro- 
blema de valor inicial 



Ademas, y(t) nunca es mayor que la solucion 4> 2 (t) = tan(r + 7r/4) del problema de 
valor inicial dy/dt = l + y 2 , y( 0) = 1. Por lo tanto, para 0 < / < 1 se tiene 

< y(t) < tan(r + w/4). 

Esta situacion se describe graficamente en la Figura 1. Como y tienden a 
infinito en t = 1 y t = 7r/4, respectivamente, se concluye que^(0 tiende a infinito en 
algun punto entre x/4 y 1. 

Las soluciones de la mayoria de los problemas de valor inicial que surgen en las 
aplicaciones de la fisica y de la biologfa existen para todo tiempo futuro. Asi pues, no 
es necesario preocuparse demasiado del problema de las soluciones que tienden a infi- 
nito en tiempo finito o del problema de soluciones que son excesivamente grandes. Sin 
embargo, hay algunos casos en economfa en los que el problema es de importancia cru- 
cial. En esos casos, se desea con frecuencia determinar si ciertas ecuaciones diferencia- 
les pueden modelar con precision un fenomeno economico dado. A menudo, es posible 
eliminar algunas de estas ecuaciones, demostrando que permiten soluciones que son 
demasiado grandes para ser reales. 
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FlGURA 1. 

EJEMPLO 3 Utilizar el metodo de Euler para determinar valores aproximados de la 
solucion del problema de valor inicial 

% = y\y\~ VA+t sen j» >'(o)=o (i) 

en los puntos l/N, 2/N, ...» 2. 

Soluci6n. La programacion de este problema se simplifica mucho si se observa que 

I , >>0 

y\y\~* /A = (sgny)\y\ x/,x , donde sgn.y = . 0, y = 0 

- 1 , ^<0 

Programa en APL 

V EULER 

[1] T<— NpO 

[2] Y<— NpO 
[3J H<— 2 •+• N 
[4] T[1]<— H 
(51 K*— 1 

[6] T[K + 1 ]<— T[K] + H 

[7] Y(K + 1 ]<-Y[K] + H X (( X Y[K]) X (|Y[K]) * 0.25) + T(K] X 1 0 O + T(K j 

[8] K*-K + 1 

[9] -»6XtK<N 

[10] T«— 0,T 

[1 1 J Y*— 0, Y 

(12) S((2,pY)pT,Y V 
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10 


20 

30 


Programa en Fortran 

DIMENSION T(1000),Y(1000) 

READ (5,10) N 
FORMAT (15) 

H = 2/N 

T(1) = H 

Y(1) = 0 

DO 20 K = 2, N 

T(K) = T(K — 1) + H 

Y(K) = Y(K - 1 ) + H * (SIGN(Y(K - 1 ) * *0.25,Y(K-1)) + T(K-1)* 
SIN(3.141592654/T(K— 1)) 

CONTINUE 

WRITE(6, 30) 0, 0, (T(J), Y(J), J = 1 , N) 

FORMAT (1 HI , 3X, 1 HT, 4X, 1 HY/(1 H, 1 X, FI 0.7, 2X, F20.9/)) 

CALL EXIT 

END 


Tomando N = 25 se obtuvo el valor 2.4844172 para .y(2), pero al tomar N = 27 se 
obtuvo el valor -0.50244575 para.y(2). Mas aun, todos los valores fueron positivos para 
N = 25 y negativos para N = 27. Se repitieron los calculos con N = 89 y N = 91, 
y se obtuvieron los valores 2.64286349 y -0.6318074, respectivamente. Ademas todas 
las y k fueron de nuevo positivas para N = 89 y negativas para N = 91. De hecho, es 
posible, aunque mas bien difi'cil, probar que todas las y k son positivas si N = 1, 5, 9, 

13, 17, . . . , y negativas si N = 3, 7, 11,15 Esto sugiere que la solucion del pro- 

blema de valor inicial (1) no es unica. La afirmacion no puede probarse analiticamente, 
ya que no es posible resolver la ecuacion diferencial de modo explicito. Sin embargo, 
hay que notar que el teorema de existencia y unicidad de la Seccion 1.10 no se aplica 
aqui ya que la derivada parcial de la funcion \y\~ v ‘y + fsenx/r con respecto ay no 
existe en y = 0. 

La mayoria de los problemas de valor inicial que surgen de las aplicaciones tienen 
solucion unica. Asi pues, no es necesario preocuparse demasiado del problema de falta 
de unicidad de las soluciones. Sin embargo, hay que tener siempre en mente que los 
problemas de valor inicial que no cumplen las hipotesis del teorema de existencia y uni- 
cidad de la Seccion 1.10, pueden tener mas de una solucion, ya que elegir la solucion 
erronea en uno de estos casos raros puede ser desastroso. 


EJERCICIOS 

En cada uno de los Problemas 1 a 5, encuentre la solucion del problema de valor inicial 
dado en / = 1 con una precision de cuatro cifras decimales. 

2. ^-1 -t+y\ y{ 0) = 0 

4. ^ = e^-2 y, y(0)-l 

5. y' (0) = 1 


1. ^ =y + e~ y + 2t, (0) = 0 


3 ‘ 2+ y 2 


dt 


1 + t+y 


2 ’ 


>(0) = 0 



zEcuaciones 
diferenciales 
lineales de 
segundo 
orden 


2.1 Propiedades algebraicas de las soluciones 


Una ecuacion diferencial de segundo orden es una ecuacion del tipo 



(i) 


Por ejemplo, la ecuacion 


dt 2 


=sen/ + 3>> + 



2 


es una ecuacion diferencial de segundo orden. Una funcion >> = y(t) es la solucion de 
(1) si y(t) satisface la ecuacion diferencial, es decir, 



Asi pues, la funcion y(t) = cost es la solucion de la ecuacion de segundo orden 
d 2 y/dt 2 = ~y, ya que d 1 (cos t)/dt 2 = -cost. 

En las aplicaciones surgen con frecuencia ecuaciones diferenciales de segundo orden. 
La ecuacion diferencial de este tipo mas famosa es la segunda ley de Newton del movi- 
miento (vease la Seccion 1.7) 


d 2 y ( dy\ 
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la cual rige el movimiento de una particula de masa m que se mueve bajo la influencia 
de una fuerza F. En esta ecuacion, m es la masa de la particula, y = y(t) es su posicion 
en el tiempo t, dy/dt es su velocidad, y Fes la fuerza total que actua sobre la particula. 
Como ya la notacion lo indica, la fuerza Fpuede depender de la posicion y de la veloci- 
dad de la particula, asi como tambien del tiempo. 

Ademas de la ecuacion diferencial (1), con frecuencia se imponen tambien condi- 
ciones iniciales sobre de tipo 

y(‘ o)=yo> /Oo^Fo- O') 

La ecuacion diferencial (1) junto con las condiciones iniciales (1') se conoce como un 
problema de valor inicial. Por ejemplo, si.y(0* indica la posicion en el tiempo t de una 
particula que se mueve bajo la influencia de la gravedad, entonces.y(/j satisface el pro- 
blema de valor inicial 


d 2 y 

dt 2 


~g> 


y{to)=yo> y\ t o) = y'o> 


donde y 0 es la posicion inicial de la particula y y ' 0 es su velocidad inicial. 

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden son muy dificiles de resolver. Lo cual 
no debiera sorprender a nadie despues de la experiencia adquirida con las ecuaciones 
de primer orden. Solamente se pueden resolver las ecuaciones diferenciales de la forma 
especial 

= £(')• ( 2 ) 


Afortunadamente, muchas de las ecuaciones diferenciales que surgen en las aplicacio- 
nes son de este tipo. 

La ecuacion diferencial (2) se conoce como ecuacion diferencial lineal de segundo 
orden. Esta ecuacion se distingue con la denominacion de lineal porque tanto y como 
dy/dt aparecen por separado. Por ejeinpio, las ecuaciones diferenciales 

d 2 y ^ dy 

— - +3 1 — +(senf)>> = e 

dt 2 dt 


y 


d 2 y dy 

— z- +e t -j- + 2 y- 1 

dt 2 dt 


son lineales, en tanto que las ecuaciones 

d 2 y , , dy 


+ 3-j- +seny = / 3 
dt 2 dt 


d 2 y | (4 , ) 2 _ 

dt 2 \dt) 


son no lineales, debido a la presencia de los terminos sen y y {dy/dt) 2 , respectivamente. 


* La direccion positiva de y se toma hacia arriba. 
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Primero se analizara la ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden 

d V dy 

-^+ p i t )j t +q{t)y=o ( 3 ) 

la cual se obtiene de (2) haciendo g(t) = 0. En este momento, ciertamente, no es facil 
encontrar todas las soluciones de (3) o resolver el problema de valor inicial 

^ 7 +/ ? ( 0 ^ + « 7 ( 0 / = 0 ; y(t 0 )=y 0 . y'(t 0 ) = y'o- ( 4 ) 

Por ello, antes de tratar de exponer cualquier procedimiento elaborado para resolver 
la ecuacion (4), se necesita determinar primero si en efecto tiene solucion. La informa- 
cion que se requiere esta contenida en el siguiente teorema, cuya demostracion se pre- 
sentara en el Capitulo 4. 

TEOREMA 1. (Teorema de Existencia y Unicidad). Sean p(t) y q(t) funcio - 
nes continuas en el intervalo ot < t < (3. Entonces existe una y solamente una 
funcion y(t) que satisface la ecuacion diferencial (3) en todo el intervalo a < 
t < (3 y las condiciones iniciales prescritas y(t 0 ) = yo,y'(t Q ) = y' 0 . Concreta- 
mente, cualquier solucion y = y(t) de (3) que satisfaga y(t 0 ) = 0 y y'(t 0 ) = 0 
en un t = t 0 debe ser identica a cero. 


El Teorema 1 es muy importance. Por una parte, constituye la “autorizacion” para 
ir en busca de la solucion unica y(t) de (4). Por otra, el Teorema 4 tambien ayudara 
a encontrar todas las soluciones de (3). 

El analisis de la ecuacion (3) se inicia con la importance observacion de que el lado 
izquierdo 

y"+p{t)y'+q{t)y = 

de la ecuacion diferencial puede considerarse como la definicion de “una funcion de 
funcion”: a cada funcion y que tiene dos derivadas se le asocia otra funcion que se lla- 
ma L[y]> por medio de la relacion siguiente: 

L[y](‘)=y”(‘)+p(‘)y'(‘) + q(t)y(‘)- 

En terminos matematicos, L es un operador que actua sobre funciones, es decir, hay 
una regia precisa que asocia a cada funcion y una nueva funcion L[y\. 

ejemplo i Sea p(t) = 0 y q(t) = t . Entonces 

L[y](t)=y"(t) + ‘y(‘)- 

si y{t) = cos t, entonces 

L[y](0 — (cost)" + /cos/~(/ - l)cosr, 

y si y(t) = entonces 


L[y](t) = (t 3 )" + 1(1*) = t 4 + 6t. 
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Asf pues, el operador L asigna la funcion (/ - l)cos/ a la funcion cos/, y la funcion 
6/ + / 4 a la funcion / 3 . 

El concepto de un operador que actua sobre funciones o el de “funcion de una fun- 
cion” es analogo ai de una funcion de una sola variable /. Recuerdese la definition de 
la funcion /en un intervalo /: donde a cada numero / en /se le asocia un numero llama- 
do /(/). De manera analoga, a cada funcion y que tenga dos derivadas se le asocia una 
nueva funcion llamada L[y]. Este es un concepto matematico muy complejo, ya que 
— en cierto sentido — se trata a la funcion exactamente como si fuera un punto. Eviden- 
temente, esto es dificil de entender. Por ello, no es extrano que el concepto de “funcion 
de funcion” haya sido formulado solo hasta principios de este siglo, y que muchos de 
los “grandes y poderosos teoremas” del analisis matematico se hayan demostrado uni- 
camente despues de que surgio dicho concepto. 

A continuacion, se deducen varias propiedades importantes del operador L, las cuales 
se aplicaran a continuacion. 

L[cy ] = cL[y] y para toda constante c. 


DEMOSTRACION. L[cy)(t) = (cy)"(0 + p(t)(cy)\t) + ^(/)(c>0(/) 

= cy"(t) + cp(t)y'{t) + cq(t)y(t) 

= c[ y”(t)+p{t) y\t) + q(t)y(t)] 

= cL[y](t). □ 

El significado de la Propiedad 1 consiste en que el operador L asigna a la funcion 
(cy) la funcion que asigna a y multiplicada por c. 

Por ejemplo, sea 

L[y](t)=y"(t) + 6y'(t)- 2y(t). 

Tal operador L asigna la funcion 

(/ 2 )" + 6(/ 2 )' — 2(f 2 ) = 2 + \2t-2t 2 

a la funcion t 2 . Por lo tanto, L debe asignar la funcion 5(2 + 12/ - 2 1 2 ) a la funcion 


PROPIEDAD 2. L[y x +y 2 ] = L[y x ] + L[y 2 }. 


DEMOSTRACION. 

L[y i +y2]( t ) = (y\+y2)"(0+p(t)(y l +y 2 Y(t) + <?(t)(yi+)’2)(t) 

* s yi(t)+y' 2 (i)+p(t)y'\(t)+p(‘)y 2 (t) + q(t)y i (t) + q(t)y 2 (t) 

= [yi(‘) + p(t)y\(t) + q(t) .v, (/)] + [y 2 (t)+ p(t)y 2 (t) + q{t)y 2 {t)] 
= £[>-,](.') + L[> 2 ](0. 


□ 
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El significado de la Propiedad 2 consiste en que el operador L asigna a la funcion 
y | + y 2 la suma de las funciones asignadas a y { y a y 2 > Por ejemplo, sea 

L[y](t)=y"(t) + 2y'(t)-y(t). 

El operador L asigna la funcion 

(cos /)" 4* 2(cos / y — cos t— —2 cos / - 2sen/ 
a la funcion cos/, y la funcion 

(sen/)" + 2(sen/)' -sen/ = 2 cos / - 2sen/ 
a la funcion sen/. Por lo tanto, L asigna la funcion 

( - 2 cos / - 2sen/) 4- 2 cos / — 2sen/ = - 4sen/ 
a la funcion sen / 4 cost. 

DEFINICION. Un operador L que asigna funciones a otras funciones y que 
satisface las Propiedades 1 y 2 se llama operador lineal. Todos los demas ope- 
radores son no Iineales. Un ejemplo de un operador no lineal es 

L[y]{t)=y"{t)-'Lt[y{t)}*. 

Este operador asigna la funcion 



a la funcion I//, y la funcion 

( c Y ? t( c V*- ^ c 2c 4 _ 2c(l - c 3 ) 

\t) \t ) / 3 / 3 

a la funcion c/t. Por lo tanto, como c ^ 0, 1, y y(t) = 1//, puede verse que 
L[cy] * cL[y). 

La utilidad de las Propiedades 1 y 2 se basa en la observacion de que las soluciones 
y(t) de la ecuacion diferencial (3) son exactamente las funciones y para las cuales se 
cumple 

L[y](t)=y"(t)+p(t)y'{i) + q(t)y(t) = 0. 

En otras palabras, las soluciones y(t) de (3) son exactamente las funciones y a las que 
el operador L asigna la funcion cero*. Por lo tanto, si y(t) es una solucion de (3), entonces 
cy(t) tambien lo es, ya que 

L[c>'](t) = cL[>'](/) = 0. 

Si y\{t) y ^(t) son soluciones de (3), entonces ^i(f) + yz(t) tambien es una solucion 
de (3), ya que 

=0+0=0. 


* La funcion cero es la funcion cuyo valor en todo tiempo t es cero. 
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A1 combinar las Propiedades 1 y 2, se ve que todas las combinaciones lineales 


C\ y\U) + c 2 y 2 (t) 


de las soluciones de (3) son tambien soluciones de (3). 

El razonamiento anterior muestra que pueden utilizarse las dos soluciones conoci- 
das y { (t) y y 2 (t) de (3) para generar una infinidad de otras soluciones* Esta afirma- 
cion tiene algunas implicaciones muy interesantes. Considerese por ejemplo la siguiente 
ecuacion diferencial 


d'y 


dt 


2 +y= o. 


( 5 ) 


v, (/) = cos r, y y 2 (t) = sen (t) son dos soluciones de (5). Por lo tanto, 

y(t) = c 1 cost + c 2 senr (6) 

es tambien una solucion de (5) para dos constantes cualesquiera Cj y c 2 . Ahora bien, 
la ecuacion (6) contiene dos constantes arbitrarias, por lo que es facil suponer que la 
expresion (6) representa la solucion general de (5), es decir, que toda solucion y(t) de 
(5) debe ser de! tipo (6). De hecho, este es el caso, como se vera a continuacion. Sea 
y(t) cualquier solucion de (5). Por el teorema de existencia y unicidad, y(t) existe para 
toda t. Sea y(O) = y 0 , .y'(O) = y' 0 , y considerese la funcion 

<l>(t) =y 0 cost+y' 0 sent. 

Esta Funcion es una solucion de (5) ya que es una combinacion lineal de las soluciones 
de (5). Ademas, 0(0) = y 0 y 0'(O) = y’ 0 . A si pues, y(t) y 0(/) satisfacen la misma 
ecuacion lineal homogenea de segundo orden y las mismas condiciones iniciales. Por 
lo tanto, por la parte que se refiere a la unicidad del Teorema 1 , y(t) debe ser identica 
a 0, de forma que 

>'(0=>'o cos?+ ^o s e>i'. 

Asi pues, la ecuacion (6) constituye, en realidad, la solucion general de (5). 

Ahora, volviendo a la ecuacion lineal general (3), supongase que de alguna manera 
se lograron encontrar dos soluciones y x (t) y y 2 (0 de (3). Entonces cualquier funcion 
del tipo 

^(0"C,^,(0 + c 2 7 2 (0 (7) 

es tambien una solucion de (3). La pregunta es si la expresion (7) representa la solucion 
general de (3). Es decir, si toda solucion y(t) de (3) tiene la forma (7). El siguiente teore- 
ma da la respuesta. 


TEOREMA 2. Sean y\ (t) y y 2 {t) dos soluciones de (3) en el intervalo a < 
t < 0 , con 


diferente de cero en el mismo intervalo . Entonces , 

y(J)-c x y x {t) + c 2yi {t) 
es la solucion general de (3). 
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DEMOSTRACI6N. Sea y(t) cualquier solucion de (3). Se necesita encontrar las cons- 
tantes c { y c 2 tales que y(t) = c { yi(t) + c 2 y 2(0- Para ello, eh'jase un tiempo t 0 en el 
intervalo (a, /3) y denotese por.y 0 y y' h a los valores dey y y' en t = t 0 . Las constantes 
Cj y c 2 , si existen, deben satisfacer las dos ecuaciones siguientes: 

-Vi (^o) + ^2-K 2 (^o) “-Vo 
Cl/l('o) + C2J^(' 0 )=.Vo- 


A1 multiplicar la primera ecuacion por jy 2 (/o), la segunda por y 2 (t 0 ) y restandolas lue- 
go se obtiene 

c \[y\ (?o)y 2 (*o) .p i ( / o)>' 2 (^o) ] ~yoyzOo) ~~y'Qy 2 {h)- 


De manera similar, si se multiplica la primera ecuacion por j'K/q), la segunda por j>j(/ 0 ) 
y se restan resulta 

c z[ y\ (‘o)y 2 (‘o) -yi(‘o)y' 2 (‘o) ] =yo/i (t o ) -Ayi (*«>)• 


Por lo tanto, 


= ypy'M~y M'o) 

yi( t o)y2( t o)~y'i( t o)yi( t o) 


y 


y oyi('o)-yo/i(^o) 


si yiVoW&o) ~ y\Vo)y 2 Vo) * o. Ahora bien, sea 


^(0 = c , y ,(0 + c 2 >' 2 (0 


para esta eleccion de las constantes c x y c 2 . Se sabe que 0(0 satisface a (3) ya que es 
una combination lineal de las soluciones de (3). Mas aun, por construction se tiene que 
0(^o) = yo y 0'(fo) = y o* Asi pues, y(t) y 0(0 satisfacen la misma ecuacidn lineal 
homogenea de segundo orden y las mismas condiciones initiates. Por lo tanto, por el 
enunciado de unicidad del Teorema 1, y(t) debe ser identica a 0(0, es decir, 


y(‘) z= c l y l (t) + c 2 y 2 (t), a<t<p. □ 

El Teorema 2 es muy util ya que reduce el problema de encontrar todas las solucio- 
nes de (3), que son una infinidad, al problema mas sencillo de encontrar solamente dos 
soluciones 7i(0» yiiO- La unica condition que se impone a las soluciones y x (() y y 2 (t) 
es que la cantidad y x (t)y 2 (t) - y\(t)y 2 (t) no sea igual a cero para a < t < /?. En este 
caso, se dice que/i(0 y y 2 (0 constituyen un conjunto fundamental de soluciones de 
(3), ya que todas las demas soluciones de (3) pueden obtenerse a partir de combinacio- 
nes lineales de y { (t) y y 2 { t). 


Definicion. La cantidad y t (t)y’ 2 (t) - y \ (t)y 2 (t) se denomina wronskiano 
de y x y y 2 , y se denota por W(t) = W[yi , y 2 W)- 

El Teorema 2 requiere que W[y x , y 2 ](t) no sea igual a cero en todos los 
puntos del intervalo (a, /3). De hecho, como se vera a continuation, el wrons- 
kiano de cualesquiera dos soluciones y x (/), ^ 2 (0 de (3) es identico a cero o nun- 
ca igual a cero. 
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TEOREMA 3. Sean p(t) y q(t) continuas en el intervalo a < t < y sean 
y y 2 {t) dos soluciones de (3). Entonces, W[y x , y 2 ](0 es identico a cero, 
o bien, nunca es igual a cero en el intervalo a < t < (3. 

El Teorema 3 se demostrara con la ayuda del lema siguiente. 

LEMA 1. Sean y x (t) y y 2 (t) dos soluciones de la ecuacion diferencial lineal 
y" + p(t)y' -I- q(t)y = 0. Entonces , el wronskiano 

W{t)= W[y u y 2 ](t)-y t (t)y' 2 (t) -y\(t)y 2 (t) 

satisface la siguiente ecuacion diferencial de primer orden 

W'+p{t)W= 0. 


DEMOSTRACI6N. Observese que 

W V) =j t (y\y'i-y\yi) 

~y \ y'i y'{y 2* 

Como y, y y 2 son soluciones de y” + p{t)y’ + q(t)y = 0, se sabe que 


y 

Por lo tanto, 


y'i=-p{t)y\-q{t)y v 


W\t)=y x [- p(t)y’ 2 - q(t)y 2 ]-y 2 [- p{t)y\ - q(t)y x ] 

= -p{t)[yiyi-y\yi} 

= — p{t)W{t). □ 


Ahora es posible presentar una demostracion sencilla del Teorema 3. 

DEMOSTRACI6N DEL TEOREMA 3. Elijase algun t 0 en el intervalo (a, (3). Del Lema 
1 se deduce que 

W[y x ,y 2 ](t 0 )exp^- £ 

Ahora bien, exp| — £ p(s)ds^es diferente de cero para a < t < IS. Por lo tanto, 
W[y x , y 2 ]{t) es identico a cero o nunca igual a cero. 

La situation mas simple en la que el wronskiano de dos funciones y x (t), y 2 (t) es 
identico a cero se presenta cuando una de las dos funciones es identico a cero. De manera 
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mas general, el wronskiano de dos funciones > r l (/), y 2 (t) es identica a cero'si una de 
las funciones es un multiplo de la otra. Por ejemplo, si y 2 = cy i, entonces 

w [ y i <y . 2 ] ( 0 = y ( ( <y , y ' - y ; ( cy , ) » o . 

Reciprocamente, supongase que el wronskiano de dos soluciones y x (t) t y 2 (t) de (3) es 
identico a cero. Entonces, una de ias soluciones debe ser un multiplo de ia otra, como 
se vera a continuacion. 

TEOREMA 4. Sean y x (t) y y 2 (t ) dos soluciones de (3) en el intervalo a < 
t < (3 y supongase que W\y x , .y 2 ](/ 0 ) = 0 para alguna t Q en el intervalo. 
Entonces una de las soluciones es un multiplo de la otra. 

DEMOSTRACION 1. Supongase que W[y x , y 2 \{t 0 ) = 0. Entonces, las ecuaciones 


c i>'i (^o) + c 2^2(^o) 
c i^i (*o) + c 2y , 2( t o) 

tienen una solucion no trivial c j, c 2 ; es decir, una solucion Cj , c 2 con \c x \ + |c 2 | # 
0. Sea y(t) = (/) + c 2 .y 2 (0 para esta election de constantes c x , c 2 . Se sabe que y(r) 

es una solucion de (3), ya que es una combination lineal dey^r) y y 2 (t). Mas aun, por 
construction, y{t 0 ) = 0 y y'(t Q ) = 0. Por lo tanto, por el Teorema 1, y(t) es identi- 
co a cero, asi que 

c iy\(0+ c 2y2(t)=°> *<t<p , 

Si Cj * 0, entonces y x (t) = — (e 2 /c, )j^ 2 (0, y si c 2 * 0, entonces y 2 (t) = -(c,/c 2 )y, (/)• 
En cualquier caso, una de estas soluciones es un multiplo constante de la otra. 

DEMOSTRACION 2. Supongase que W[y x , .y 2 ](r 0 ) = 0. Entonces, por el Teorema 3 
W[y i, y 2 ] es identico a cero. Supongase que y x (t)y 2 (t) # 0 para a < t < 0. Enton- 
ces dividiendo ambos lados de la ecuacion 

entre y x (t)y 2 (t) se obtiene 

yjM /,(') _ 

*(0 *(') ' 

Esta ecuacion implica que y x (t) = cy 2 M para una constante c. 

Ahora supongase que y x (t)y 2 (t) es igual a cero en algun punto / = t* en ei inter- 
valo a < t < (3 . Sin que haya problemas puede suponerse que^/*) = 0, ya que y x 
y y 2 pueden expresarse de otra manera. En ese caso se puede demostrar faciimente (vea- 
se el Ejercicio 19) quejq(/) = 0, o bien y 2 (t) = ly' 2 (t*)/y\(t*)]y { (t). Con esto finaliza 
la demostracion del Teorema 4. □ 

Definicion. Se dice que las funciones ^i(r) y y 2 (t) son linealmente depen- 
dientes en el intervalo I si una de estas funciones es un multiplo constante de 
la otra en I. Se dice que las funciones y x (t) y y 2 (t) son linealmente indepen- 
dientes en el intervalo I si no son linealmente dependientes en I. 
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COROLARIO DEI TEOREMA 4. Dos soluciones y x (t) y y 2 (t) de (3) son 
linealrnente independientes en el intervalo a < t < 0 si y solo si el wronskiano 
no es igual a cero en el intervalo. Asf pues , dos soluciones y x (t) y y 2 (t) cotisti - 
tuyen un conjunto fundamental de soluciones de (3) en el intervalo a < t < 
0 si y solamente si son linealrnente independientes en este intervalo. 


EJERCICiOS 


1. Sea L[.y](f) = y"( t) - 3 ty'(t) + 3y(t). Calcule 

(a) L[e‘], (b) L[cosV3 /], (c) L{2e' + 4cos V3 /], 

(-) H' 2 ], (e) L[ 5/ J ], (0 Hi), 


2. Sea L{y](t) = y"(t) = 6 y\t) + 5^(0- Calcule 

(a) L[e‘], (b) L[e 2 ‘), (c) Lfe 3 '], 

(e) L[t), (f) L[t\ (g) L[t 2 + 2t). 

3. Demuestre que el operador L definido por 


(g) L[t 2 +lt\ 
(d) L[e"\, 


Uy](l)= f's 2 y(s)c/s 

•'a 

es lineal; es decir, L[cy\ = cL[y\ y L[y { + y 2 ] = L[y x \ + L[y 2 ]. 

4. Sea L[>'](0 = y"(t) + p(t)y'(t ) + q(t)y(t), y suponga que L[t 2 ] = / + 1 y 
L[t] = It + 2. Demuestre que y[t] = t - 2t l es una solution de y" + p(t)y' + 
q(t)y = 0. 

5. (a) Demuestre que y x (t) = ’/T y v 2 (t) = l/t son soluciones de la ecuacion dife- 

rencial 


2t 2 y" + 3ty'—y = 0 


C) 


en el intervalo 0 < / < °°. 

(b) Evalue W[y x , y 2 ]t. i,Que ocurre cuando t tiende a cero? 

(c) Demuestre quey^O y y 2 (t) constituyen un conjunto fundamental de solucio- 
nes de (*) en el intervalo 0 < t < °° . 

(d) Resuelva el problema de valor inicial lt 2 y" + 3 ty -y - 0; - 2,/( 1) = 

1 

6. (a) Pruebe que >^(0 = y y 2 (t) « e ~‘ 2/2 ds son soluciones de 

y" + ty'+y = 0 (*) 


en el intervalo -°° < t < 

(b) Evalue W[y lt y 2 ](0> 

(c) Pruebe quey l y y 2 constituyen un conjunto fundamental de soluciones de (*) 
en el intervalo < t < 

(d) Resuelva ei problema de valor inicial y" + ty + y = 0; v(0) = 0, >’'(0) = 1. 
1. Determine el wronskiano de ios siguientes pares de funciones 


(a) sen at, cos bt 


(b) sen 2 f, 1 - cos 2 1 
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(c) e at , e bt (d) e at , te at (e) t nt (0 e at sen bt, e at cos bt 

8. Sean y { (t) y y 2 (t) soluciones de (3) en el intervalo < / < °° con 7i(0) = 3, 
^i(O) = 1,^(0) ~ 1, y 72(0) = */3. Demuestre quej^/) y y 2 (t) son linealmente 
dependientes en el intervalo < t < 

9. (a) Sea ny { (t) y y 2 (t) soluciones de (3) en el intervalo a < t < (3,cony\(t 0 ) = 1, 

y\(t 0 ) = 0, y 2 (t 0 ) = 0, y y 2 (t 0 ) = 1. Demuestre quej>,(0 y y 2 {t) constituyen 
un conjunto fundamental de soluciones de (3) en el intervalo a < t < /3. 
(b) Demuestre que y(t) = yoy x (t) + y'oyiU) es la solucion de (3) que satisface 
y(t 0 ) = y 0 , y y\t 0 ) = y’o- 

10. Demuestre que y(t) = t 1 no puede ser una solucion de (3) si las funciones p(t) y 
q(t) son continuas en / = 0. 

11. Sean y^t) = t 2 , y y 2 (t) = t\t\. 

(a) Pruebe que y\ y y 2 son linealmente dependientes en el intervalo 0 < t < 1. 

(b) Pruebe que y x y y 2 son linealmente independientes en el intervalo 
-1 < t < 1. 

(c) Demuestre que W[y x% y 2 ](t) es identico a cero. 

(d) Demuestre que y x y y 2 nunca pueden ser dos soluciones de (3) en el intervalo 
~1 < t < 1 si tanto p como q son continuas en dicho intervalo. 

12. Supongase que^i y y 2 son linealmente independientes en el intervalo I. Demues- 
tre que Z\ = y\ + y 2 y z 2 = y x - y 2 son tambien linealmente independientes en I. 

13. Sean y x y y 2 soluciones de la ecuacion de Bessel 

t 2 y" + ry' + U 2 ~ n 2 )y = 0 

en el intervalo 0 < t < «>, con < y 1 (I) = 1, .vi(i) = 0, >> 2 (1) = 0 y y 2 (l) = 1- 
Obtenga W[y x% y 2 ](t). 

14. Suponga que el wronskiano de cualesquiera dos soluciones de (3) es constante con 
respecto al tiempo. Demuestre que p(t) = 0. 

En los Problemas 15-18 suponga que p y q son continuas y que las funciones y x y y 2 
son soluciones de la ecuacion diferencial 

y"+p(t)/ + <i(t)y=o 


en el intervalo a < t < jS. 

15. Demuestre que siy x y y 2 se anulan en un mismo punto del intervalo a < t < l 3; 
entonces no pueden formar un conjunto fundamental de soluciones en dicho 
intervalo. 

16. Demuestre que si y x y y 2 alcanzan un maximo o un mi'nimo en un mismo punto 
del intervalo a < t < 0, entonces no pueden constituir un conjunto fundamental 
de soluciones en dicho intervalo. 

17. Demuestre que si y x y y 2 forman un conjunto fundamental de soluciones, enton- 
ces no pueden tener un punto de inflexidn comun en a < t < a no ser que/? 
y q se anulen simultdneamente en dicho punto. 
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18. Suponga que y x y y 2 constituyen un conjunto fundamental de soluciones en el 
intervalo < t < Pruebe que hay un cero de , y solo uno, entre ceros con- 
secutivos de y 2 . Sugerencia: Derive la expresion y 2 /y\ y aplique el Teorema de 
Rolle. 

19. Suponga que W[y x , y 2 ](t*) = 0, y ademas que y x (t*) = 0. Demuestre que, 

y x (t) = 0, o bien y 2 (t) = ('*)LVi(0- Sugerencia: Si , y 2 ](t*) = 0 

y JhU*) = 0, entonces (f*) = 0. 


2.2 Ecuaciones lineales con 

COEFICIENTES CONSTANTES 


En esta seccion se estudiaran ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes cons- 
tantes 


d 2 y dy 

L [y]= a ~^ +b ^ +c y= 0 0 ) 

donde a, b y c son constantes y a 0. El Teorema 2 de la Seccion 2.1 afirma que es 
necesario encontrar solo dos soluciones linealmente independientes y { y y 2 de (1). Todas 
las demas soluciones de (1) se obtienen haciendo combinaciones lineales de y x y y 2 . 
Desafortunadamente el Teorema 2 no dice como encontrar dos soluciones de (1). Por 
lo tanto, se intentara proponer algo sensato. Para ello, observese que una funcion y(t) 
es solucion de (1) si una constante multiplicada por la segunda derivada mas otra cons- 
tante multiplicada por la primera derivada, mas una tercera constante multiplicada por 
la propia funcion es identico a cero. En otras palabras, los tres terminos ay ", by' y 
cy tienen que anularse entre si. En general, esto solo’ocurre si las tres funciones y{t) y 
y'(t) y y"(t) son del “mismo tipo ,f . Por ejemplo, la funcion y(t) = no puede ser 
solucion de (1) pues los tres terminos 20a/ 3 , 5 b( A y c/ 5 son polinomios en / de distinto 
grado y por lo tanto no pueden cancelarse entre si. Por otro lado, la funcion y(t) = 
e rt y con r constante, tiene la propiedad de que tanto y'(t) como y'\t) son multiplos 
de y(t). Esto sugiere tomar y(t) = e n como solucion de (1). A1 calcular 

L[e r, ] = a(e rt y' + b(e rt y+c(e rt ) 

= (ar 2 + br + c)e rt y 

se ve que >>(/) = e rt es una solucion de (l) si y solo si 

ar 2 + br + c = 0. (2) 

La ecuacion (2) se conoce como ecuacion caracteristica de (1) y tiene dos raices r, y 
r 2 que estan dadas por la formula cuadratica 

-fc+Vfe 2 — 4ac _ — b - Vfr 2 — 4ac 

r ' 2 a 9 ' 2 2a 

Si b 2 - Aac es positiva, entonces r x y r 2 son reales y distintos. En ese caso y x (t) = e r,/ 
y >^2(0 = e Klt son dos soluciones distintas de (1). Dichas soluciones son en verdad 
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linealmente independientes (en cualquier intervalo I), puesto que e' 1 ' obviamente no es 
multiplo de e r '‘ si r x # r 2 . (Si el lector aun no se convence de ello, calcule 

W"[e f '',e r ^]=(r 2 -r 1 )e (r ' + ^ ) ', 

y observe que W nunca es cero. Por lo tanto, e r,! y e' 2 ' son linealmente independien- 
tes en cualquier intervalo I). 


EJEMPLO 1 Obtener la solucion general de la ecuacion 


4 +5 t 

dt 1 dt 


+ 4>> — 0. 


( 3 ) 


Solucion. La ecuacion caracteristica r 2 + 5r + 4 = (r + 4)(r + 1) = 0 tiene dos 
raices diferentes = -4 y r 2 = -1. Asi pues, y x (t) - e~ 4r y y 2 (t) = e~‘ forman un 
conjunto fundamental de soiuciones de (3) y cualquier solucion y(t) de (3) es del tipo 


y(t) = c x e 41 + c 2 e ‘ 
para cualesquiera constantes c u c 2 . 


EJEMPLO 2 Encontrar la solucion y(t) del problema de valor inicial 
d 2 y dy 

_2 +4 ^_2^=0; y( 0) = 1, /(0) = 2. 

SOLUCION. La ecuacion caracteristica r 2 + 4r - 2 = 0 tiene dos raices 


— - 4 + V 1 6 + 8 


-2+V6 


y 

r 2 = ~ 4 ~^ 16 + 8 - 2-V6 . 

Por lo tanto, y { (t) = y y 2 (t) = e' 2 ' forman un conjunto fundamental de soiucio- 
nes de y" + 4 y f - 2y = 0, de modo que 

y{t) = C]e (-2+V 6). + C2 e(-2-V6), 

para cualquier par de constantes c, , c 2 . Tales constantes c x y c 2 se determinan a partir 
de las condiciones iniciales 

c, + c 2 =l y ( - 2 + V6 )c, + ( — 2 — V6 )c 2 = 2. 

De la primera ecuacion se obtiene que c 2 = 1 - c t . Sustituyendo el valor de c 2 en la 
segunda ecuacion se obtiene 


( - 2+ V6 )c 1 — (2+ V6 )( 1 — c t ) = 2, o bien 2V6 c x =44- V6 . 



136 


CAPiTUtO 2 • ECUACIONES DIFERENCIAIES IINEALES DE SEGUNDO ORDEN 


Por lo tanto, c, = 2/ V? + 5 , c 2 =l-c, = i- 2/V6,y 


EJERCICIOS 


Encuentre la solution general de cada una de las siguientes ecuaciones. 


, $-,-0 


,ef-4 + ,-o 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial 
5- ^-y-3^-4y = 0; .y(O)- 1, /(0) = 0 

6. 2^ + ^-10y=0; >(l)-5, /(l)-2 

7 - 5 ^r+ 5 ^->’= 0 ; ,(0)-0,,'(0)-i 

*/^y dy 

8 * ^~ 6 7f +yss0; 


Nota. A1 resolver los Problemas 6 y 8 observe que es tambien una soiucion de 
la ecuacion diferencial ay" + + cy = 0 si ar 2 + br + c = 0. Asi pues, para 

encontrar la soiucion >>(0 del problema de valor inicial ay" + by ' + cy = 0;>^(/ 0 ) = 
^o» /Vo) = -Vo. se escribe y(t) = c i e ri(/ ~' o) + c 2 e r2(/ “' o) y se despejan Cj y c 2 a partir 
de las condiciones iniciales. 

9. Sea y{t) una soiucion del problema de valor inicial 

+ 5 + 6y = 0; /(0)-l, /( 0)-K. 

i,Para que valores de K permanece .y(0 no negativa para toda t > 0? 

10. La ecuacidn diferencial 

Lb]-rV + «rv'+^-o (•) 

se conoce como ecuacion de Euler. Observese que t 2 y ", ty' y y son multiplos de 
t r si y = t r . Esto sugiere que y = t r es soiucion de (*). Demuestre que y = t r es 
una solucidn de (*) si r 2 + (a - \)r + 0 = 0. 

11. Encuentre la soiucion general de la ecuacion 

t 2 y" + 5ty'-5y — 0, t> 0 
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12. Resuelva el problema de valor inicial 

t 2 y"-ty'^2y = 0-, y(l)-0, /(1)-1 


en el intervalo 0 < t < 00 . 

2.2.1 Rafces complejas 

Si b 2 - 4 ac es negativo, entonces la ecuacion caracteristica ar 2 + br + c = 0 tiene rai- 
ces complejas 

— b + / V4ac — b 2 — b — i V 4ac — b 2 

r > 2 a V '> la ' 

Seria conveniente poder decir que e r,/ y e' lt como soluciones de la ecuacion diferencial 

a— j + +cy = 0. (1) 

dt 2 dt 

Sin embargo, esto presenta dos dificultades serias. Por un lado, la funcion e rt no ha 
sido definida hasta ahora para r compleja y, por el otro, aun si se tuviera exito defi- 
niendo e r,/ y e Klt como soluciones de valores complejos de (1), quedaria todavfa el pro- 
blema de encontrar dos soluciones con valores reales de (1). 

Primero se resolvera la segunda dificultad, ya que de otro modo no tendria sentido 
tratar de resolver la primera. Supongase que y(t) = u(t) + iv(t) es una solucion con 
valores complejos de (1). Lo que significa, por supuesto, que 

a[ u"(t) + /u"(r)] + b[ u'(t) + iv'(t)] + c[u(f) + it?(/)] -O* (2) 

Esta solucion con valores complejos de (1), da lugar a dos soluciones con valores rea- 
les, como se vera a continuacion. 

LEMA 1. Sea y(t) = u (t) + iv(t) una solucion con valores complejos de (1) 
con a, b y c reales. Entonces, y^ (t) = u(t) y y 2 (t) = v(t) son dos soluciones 
con valores reales de ( 1). En otras palabras, tanto la parte real como la parte 
imaginaria de la solucion con valores complejos de ( 1) son soluciones reales 
de (l). (La parte imaginaria del mimero complejo a + i@ es 0. De manera simi- 
lar, la parte imaginaria de la funcion u(t) + iv(t) es v(/).) 

DEMOSTRACI6N. De la ecuacion (2) se tiene que 

[ au • ( /) + bu’( t) + cu (, t) ] + i [ av" (. t) + bv'(. t) + cv (, t) ] - I 0. (3) 

Ahora bien, si un numero complejo es igual a cero, entonces tanto su parte real como 
su parte imaginaria deben ser nulas. Por lo tanto, 

au"(t) + bu'(t) + cu(t) = 0 y au"(f) + frt>'(/) + ct>(r) = 0, 

y con esto concluye la demostracidn del Lema 1 . 

El problema de definir e n para r complejo tambien puede resolverse facilmente. 
Sea r = a + if} . Segun la regia de los exponentes, se tiene 

e n m e a 'e‘P'. 


( 4 ) 
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Asi pues, se necesita definir solamente la cantidad e *® 1 para 0 real. Para ello, recuerde- 
se que 


x* x 

e x = 1 + v + — + — + 

e 2! 3! 


( 5 ) 


La ecuacion (5) tiene sentido formalmente incluso para -v complejo. Esto sugiere hacer 


e ip, = 1 + ifit + 


m 2 m 


2 ! 


3! 


+ .. 


Despues, observese que 


1 + ifit + 


(ifi'f 

2 ! 


2,2 


+ ... = 1 + ifit- 


EL 

2 ! 


ipY fiY ipY 

— 1- — 1- — h ... 

3! 4! 5! 


fih 2 fiY 1 


„ fiY , fiY , 1 

1 + + ... 
2! 4! 

+ 1 

[ Pt 3! + 5! + -J 


= cos fit + / sen fit. 


Por lo tanto, 

e (a + i 0 )i = e ai £ ifii — £ ai ( cos /sen /Jr). (6) 

Volviendo a la ecuacion diferencial (1) se ve que 


y(/) = e [-i + 'V-tac-* 2 }'/ 2a 

— ^ _ *'/ 2a |^cos V4ac — b 2 t /la + i sen V 4 ~ac — //2aJ 

es una solucion con valores complejos de (1) si b 2 - 4 ac es negativo. Por lo tanto, por 
el Lema 1 se tiene que 

y i (t) = e~ b,/2a cos fit y y 2 (t) = e~ b,/2a scnfit, fi = — ~ 

son dos soluciones con valores reales de 1 . Las dos funciones son linealmente indepen- 
dientes en cualquier intervalo /, ya que su wronskiano (vease el Ejercicio 10) nunca es 
igual a cero. Por lo tanto, la solucion general de (1) para b 2 ~ 4 ac < 0 es 

\f 4/7/' — /v^ 

y(t) = e~ b,/2a [c l cosfit + c 2 ssnfit], fi= • 


Observaci6n i. En sentido riguroso, debe verificarse que la formula 



tambien es valida para r complejo, antes de poder afirmar que e r y e r - son solucio- 
nes con valores complejos de (1). Para ello, calculese 

jL «,«.+,/?)<= j- e a '[cosfit + isenfit] 

= e a '[(acos/?/ - /? sen/Jr) 4- /(asen/?/ + /?cos/?f)] 
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y esto es igual a (a + /j3)e < “ + " 3) ', ya que 
(a + ifi)e (a + ‘P )l = (a + i(3)e a ‘ [cos fit + isen fit] 

— e a '[ (a cos jit - fisen fit) + i(asen(3t + /? cos /it) ]. 

Asi pues, ( d/dt)e r ' = re rt , incluso para r compleja. 

OBSERVACION 2. A primera vista podn'a pensarse que e r - daria lugar a dos solu- 
ciones mas de (1). Sin embargo, tal no es el caso, ya que 

e rj '= /? = V 4ac — 6 2 /2a 

_ e -i(/ 2 aj‘ cos ( _ ^) + /sen(- /?r)] = e _6 ' /2<, [cosySr - /sen/?/]. 

Por lo tanto, 

Re{e ,J ' } = e~ b,/2a cos (it = y l (t) 

y 

Im{e rj ' } = _ e~ bl/2a sen/it = ~y 2 (t). 


EJEMPLO 1 Encontrar dos soluciones con valores reales y linealmente independien- 
tes de la ecuacion diferencial 


d 2 y dy 

4 — - +4— +5y = 0. 
dt 2 dt 


( 7 ) 


SOLUCION. La ecuacion caracteristica 4r 2 + 4r + 5 = 0 tiene raices complejas r, = 
- l / 2 + / y r 2 = !/2 /. Por lo tanto, 


e r,/ = e (- i/ 2 +/)f _ e f / 2 cosr + /> ,/2 senf 

es una solucion con valores complejos de (7). Por ello, con base en el Lema 1 
Re{e r,/ } = ^ _f/,2 cost y Im{e r,/ } = e~ f / 2 sent 
son dos soluciones con valores reales, linealmente independientes de (7). 


EJEMPLO 2 Encontrar la solucion y(t) del problema de valor inicial 

^+ 2 ±+4y = 0; >-(0)=l, /(0)-l. 

dt 2 dt 

SOLUCION. La ecuacion caracteristica r 2 + 2r + 4 « 0 tiene raices complejas r, = 
-1 + V3/ y r 2 = -1 - V3 /. Por lo tanto, 

e r \‘ = 1 + ^ ')'= e _ 'cos V3 t + /e~'senV3 t 

es una solucion con valores complejos de.y" + 2 y' + 4y = 0. Por lo tanto, con base 
en el Lema 1, tanto 

Re{e' v } = e~'cos VJ t como Im{e r| ' } = e“'senVi3 / 
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son soluciones con valores reales y, como consecuencia, 

cos V3 / + c 2 sinV3 /] 

para cualquier par de constantes c x , c 2 - Las constantes c x y c 2 se determinan a partir 
de las condiciones iniciales 


l=y(0) = c l 


Esto implica que 


l=/(0)=-c, + V3 c 2 


Cj = l,c 2 = — - y y(0 = ^ ' 

V3 


cos VT t + senVJ / 

V3 


EJERCICIOS 


Obtenga la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones: 

€1 

dt 2 


1. -4 + -?r+^* 


<fy_ 

dt 


d 2 y dy 

2 - 2 J +3 % + *y 


3. ^+2%+3y=*0 4 . 4^-^r+y-O 

dt 2 dt 

Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial 


4 4 ft-±+y, 

dt 2 dt +y 


5. ^r + %+2y“0-, y( 0)«l,/(0)=-2 

dt 2 dt 

6. ^+2^ +5^ = 0; >-(0)=0,/(0)=2 

7. Suponga que b 2 - Aac < 0. Demuestre que 

y\ (0 ” e ^~ b/2a)0 ~ ' o) cos/l(t- 1 0 ) 


y 

y 2 ( » - " i,/2a)( '~'o ) sen/J (/ - /„), 0 = V4? 2 V ~ 

son soluciones de (1) para todo numero / 0 - 
Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 


8. 2^r-|p+3>- = 0; 

9 . 3^-2^+4y-°; y(2)~ 1, y'(2)- - 1 


10. Verifique que W[e a ‘cosPt t e at $enpt] = fie 2 **. 
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11. Demuestre que e ,wl es una solucion con valores complejos de la ecuacion diferen- 
cial y 4- w 2 y = 0. Encuentre dos soluciones con valores reales. 

12. Demuestre que (cos / 4- /sen// = cosrt -f / sen rt. Use este resultado para obte- 
ner las formulas para el doble de un angulo sen 2/ = 2 sen /cos / y cos 2/ = 
cos 2 / - sen 2 /. 

13. Demuestre que 

(cos q -l- / sen r, )(cos t 2 + i sen t 2 ) = cos (/, 4- 1 2 ) + i sen(q 4- t 2 ). 

Use este resultado para obtener las siguientes igualdades trigonometricas. 

cos(q 4- / 2 ) = cosqcos/ 2 -sen/,sen/ 2 , 
sen(q 4- / 2 ) = senq cos t 2 4- cos/, sen / 2 . 


14. Demuestre qu e todo nu mero complejo a 4- ib puede escribirse en la forma Ae‘ e y 
donde A = \a 2 4- b 2 y tan# = b/a. 


15. Defina las dos posibles rafces cuadradas de un numero complejo Ae ld como 
±'fA e ld/2 y calcule las rafces cuadradas de /, 1 + /, -/, \JT. 

16. Aplique el Ejercicio 14 para encontrar las tres rafces cubicas de /. 

17. (a) Sear, = X + /> una rafz compleja de r 2 + (a - \)r 4* 0 = 0. Demuestre que 

jA + 'm _ t \ t m _ /V’n = / A [cos/z In r 4- /sen/i in /] 

es una solucion con valores complejos de la ecuacion de Euler 


2 d 2 y </y 
/ 2 —v 4* at — 4- = 0. 


dt 2 


dt 


C) 


(b) Demuestre que / x cos/xln/ y / X sen/xln/ son soluciones con valores reales de 

(*). 


Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones. 


18. 



4y_ 

dt 


+,y = 0, 


/>0 


19. 



& 

dt 


4- 2y = 0, 


/>0 


2.2.2 Rafces iguales; reduction de orden 

Si b 2 = 4crc, entonces la ecuacion caracteristica ar 2 + 6r + c = 0 tiene raices reales 
iguales r\ = r 2 = —b/2u. En este caso se obtiene solamente una solucion 

>-,(/) = e- fc '/ 2 " 

de la ecuacion diferencial 


d 2 v dy 

a — - + b —t~ + cv = 0. 
dr dt ■ 


( 1 ) 
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El problema es encontrar una segunda solucion que sea independiente de^j . Una mane- 
ra de abordar este problema es proponer alguna otra solucion. Otro modo, quiza mas 
sensato, es utiiizar la solucion conocida y { (t) para tratar de hallar una segunda solu- 
cion independiente. De manera mas general, supongase que se tiene una solucion y = 
y { (t) de la ecuacion lineal de segundo orden 

d 2 v dy 

L[y] = +q(i)y=0. (2) 

La pregunta es si es posible utiiizar esta solucion para encontrar una segunda solucion 
independiente. La respuesta es si. Una vez que se conoce una solucion y = y { (() de 
(2), puede reducirse el problema de encontrar todas las soluciones de (2) al de resolver 
una ecuacion lineal homogenea de primer orden. Esto se logra definiendo una nueva 
variable dependiente v por medio de la sustitucion 

y(t)=y i('M0- 

Entonces , 

dy dy , dv 


d‘y d 2 y, dy. 


Por lo tanto. 


, r i d y i ^dv dy\ . d 2 v . , A 

L W= v iy + 2 *~dr +y '~^ +p{t) 


r dy, 

dt 


v —+y i — 


dv 

de 


+ q{t)vy, 


d 2 v 

d\. 


2^-+p(t)y l 

2 lit~ +p ^ y ' 


£4 

dt 

dv 
dt ’ 


d 2 y 


-± +P (,)±i +q (,) yi 


yaque^i(/)es una solucion de L [y] = 0. Por ello, y(t) = y\(t) v(/) es solucion de (2) 
si v satisface la ecuacion diferencial 



dvr 

2 ~dT +p ( t ' ) y > 



( 3 ) 


Ahora observese que la ecuacion (3) es realmente una ecuacion lineal de primer orden 
para dv/dt. Su solucion es 


dv 

dt 


= cex p 



y\ 1(0 
yA‘) 


+p(0 


dt 


= cexp|- fp(t)drjexp -2 J 
c exp ( - / P0)dt} 


y\{t) 

y>(‘) 


dt 


( 4 ) 
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Ya que se necesita solamente una solucion v(t) de (3), se toma c = 1 en (4). A1 integrar 
la ecuacion con respecto a t y hacer que la constante de integracion sea igual a cero, 

se obtiene que v(t) = f u(t)dt, donde 


Por lo tanto, 


"( 0 -- 


exp (-fp(')dt) 


yf(0 


(5) 


y 2 (t) = v(t)y l (t)=y l (t)fu(t)dt (6) 

es una segunda solucion de (2). Esta solucion es independiente de y x , porque si y 2 (t) 
fuera un multiplo de >>{(/), entonces v(t ) seria constante y, por lo tanto, su derivada 
seria igual a cero. Sin embargo, de (4) se tiene que 

dt yf( 0 

y esta cantidad nunca se anula. 


OBSERVACION 1. Al escribir v(r) — J u(t)dt se esta tomando la constante de inte- 
gracion igual a cero. Si se elige una constante diferente de cero solo se le suma a y 2 (t) 
un multiplo de y x (t). De la misma manera, elegir una constante diferente de uno en 
la ecuacion (4) tendria como efecto multiplicar y 2 (t) por c. 

OBSERVACION 2. El metodo que acaba de presentarse para resolver la ecuacion (2) 
se conoce como metodo de reduction de orden , ya que la sustitucion, y(t) = Jj(0 v (0 
reduce el problema de resolver la ecuacion de segundo orden (2) al de resolver una ecua- 
cion de primer orden. 


Aplicacion al caso de raices iguales: En el caso de raices iguales se encontro que y x (t) = 
e ~bt/ia es una so j uc i 5 n j a ecuacion 


d 2 y dy 

a — ~ + b — + cy == 0. 
dt 2 dt 


(7) 


Puede encontrarse una segunda solucion a partir de las ecuaciones (5) y (6). Sin embar- 
go, es importante resaltar que las ecuaciones (5) y (6) se obtuvieron bajo la suposicion 
de que la ecuacion diferencial estaba escrita en la forma 

d 2 y dy 

es decir, el coeficiente de y" es uno. En la ecuacion (7) el coeficiente de y" es a. Por 
ello, se necesita dividir la ecuacion entre a para obtener la ecuacion equivalente 

d 2 y ,b<ty , c 
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Ahora, es posible sustituir p(t ) = b/a en (5) para obtener 


Por lo tanto, 


u(f) = 


exp (-/H 

[ e - b '/ 2a ] 2 


e -bt/a 

e -b,/a 


f dt = ty l (t ) 


es una segunda solucion de (7). Las funciones y { (/) y yi(t) son en verdad linealmente 
independientes en el intervalo < t < Por lo tanto, la solucion general de (7), 
en el caso de raices iguales, es 


y(t) = c { e bt/2a + c 2 te b ‘/ 2a = [c, + c 2 /]e bt//2a 


ejemplo i Encontrar la solucion y(t) del problema de valor inicial 

£^ +4 ^+4y = 0; ^(0)-l, /(0)-3. 

dt 2 dt 

SOLUCi6N. La ecuacion caracteri'stica r 2 + 4r + 4 = (r + 2) 2 = 0 tiene dos raices 
iguales /•, = r 2 = -2. Por lo tanto, 

y(t) = c,e" 2 ' + c 2 te~ 2 ' 

para cualquier par de constantes C| , c 2 . Las constantes c, y c 2 se determinan a partir 
de las condiciones iniciales 

1 =>'(0) = c, y 3=.y'(0) == -2c, + c 2 . 

Esto implica que c, = 1 y c 2 = 5, de modo que y(i) = (1 + 5 t)e~ 2 '. 


Ejemplo 2 Obtener la solucion y(t) del problema de valor inicial 

(l-f 2 )^+2r^-2y = 0; >-(0)=3, /(0)=-4 

dr dt 

en el intervalo -1 < t < 1. 

SOLUCI6N. Es evidente que y\(t) = t es una solucion de la ecuacion diferencial 

(l-r 2 )^+2/^-2>- = 0. (8) 

Se aplicara el metodo de reduccion de orden para encontrar una segunda solucion y 2 (r) 
de (8). Para ello se dividen ambos lados de (8) entre 1 - t 2 con objeto de obtener la 
ecuacion equivalente 

d 2 y , 2t dy 2 n 

dt 2 \-t 2 dt l -t 2 * 



2.2 • Ecuaciones lineales con coeficientes constantes 


145 


Entonces, de (5) se tiene que 

expf - f - --- - dl\ 

\ J l-t 2 } e in(i -/») 

»(0= 777 = 1 — = — 2 * 

yf(0 ' 2 ' 

y 

y 2 (‘) = >f ^r-d‘ = -‘(\ + ‘) = -(' + ' 2 ) 

es una segunda solucion de (8). Por tanto, 

y(t)=c x t-c 1 {\ + t l ) 

para cualquier par de constantes q , q>. (Notese que todas las soluciones de (9) son con- 
tinuas en t = ±1 aun cuando la ecuacion diferencial no esta definida en esos puntos. 
Asf pues, no necesariamente resulta que las soluciones de una ecuacion diferencial sean 
discontinuas en un punto donde la ecuacion diferencial no esta definida aunque muchas 
veces tal es el caso). Las constantes q y c 2 se determinan a partir de las condiciones 
iniciales 


3=y(0)= -c 2 y -4=/(0) = c,. 
Por lo tanto, y(t ) = -4/ + 3(1 + t 2 ). 


Ejercicios 


Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones. 

d 2 y 
~d? 




d 2 y dy 

2 - 4 J~ l2 7f +9 ^ 0 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 

3. 9 $ +6 $ + - y=0; >'(°)= i -/( o )=° 

d 2 y dy 

4. 4 ^t~ 4 ^ + >'= 0 ; y(0)=0,/(0)=3 

5. Suponga que b 1 = 4ac. Demuestre que 

y , ( /) = e ~ ” ' o)/2a y y 2 ( t) = ( t - t Q )e ~ b(f ~ ‘ o)/2a 
son soluciones de (1) para cualquier t 0 . 

Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 


d 2 y dy 

6 - +2-£+y = 0; jr(2)-l,/(2)--l 

7. 9^ -12^ +4y=0; >(*)-0. /(*)-2 
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8. Sean a, by c numeros positivos. Pruebe que cualquier solucion de la ecuacion dife- 
rencial ay" + by' + cy - 0 tiende a cero cuando ( tiende a infinito. 

9. Aquf se presenta un metodo alterno y completo para encontrar una segunda solu- 
cion y 2 U) de (1). 

(a) Suponga que b 2 = 4 ac. Pruebe que 

L[e n ] = a(e r ’)" + b(e r, Y + ce n = a(r- r ,)V' 


para /*, = -b/2a. 

(b) Demuestre que 

(3/8/ r)L[e"] = l £.[(3/3r)e"] = Z i[ie r, [ |= =2a(r- - r t )e r ‘ + at(r- rrfe' 1 . 

(c) Concluya de (a) y (b) que L\te r ' l \ = 0. Por lo tanto y 2 (t) = te r '' es una 
segunda solucion de (1). 

Use el metodo de reduccion de orden para encontrar la solucion general de las siguien- 
tes ecuaciones diferenciales. 


10 . 


d 2 y 

dt 2 


2(f+ - l) . ± + 1 >=0 

(t 2 + 2t-l) dt (t 2 + 2t-\) 


(yM=t+\) 


li. 


djy 

dt 2 


,<ty 

dt 


-4t^-+(4t 2 -2)y=0 


(/.( 0=^' 2 ) 


12 . (\-t 2 )^-2t^+2y = 0 (yM = t) 

, d 2 y dy 

13. {\ +t ')-±-2t-% j +2y = 0 (>,(/)=/) 

14. (\-t 2 )^Z-2t^+6y = 0 \yi(t) = 3t 2 — 1) 

15. (2t + \)^-4(,+ ])^+4y=0 Cx,(r)=f+1) 


16. 


2 dry 

/ 2 -4 + / 

dt 2 


H-W) 


17. Sabiendo que la ecuacion 

d 2 y dy 

tj-(l + 3/)5 + 3>-0 

tiene una solucion de la forma e c \ para cualquier constante c, encuentre la solu- 
cion general. 

18. (a) Demuestre que t r es una solucion de la ecuacion de Euler 

/ 2 y " + + = 0 , />0 

si r 2 + (a — l)r + /?“0. 

(b) Suponga que (a - l) 2 = 40. Use el metodo de reduccion de orden para mos- 
trar que (In t es una segunda solucion de la ecuacion de Euler. 
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Halle la solution general de cada una de las siguientes ecuaciones. 


19. 


,d 2 y cfy 

‘lS +3 ‘* +y 


,i d2 y . 




2.3 La ecuacion no homogenea 


Considerese ahora la ecuacion no homogenea 

L[y] = ^ +p(t)^ + q(t)y = g(t) ( 1 ) 

donde las funciones p(t), q(t) y g(0 son continuas en un intervalo abierto a < t < 
j3. La siguiente ecuacion lineal de primer orden ofrece una notion conveniente de la 
naturaleza de las soluciones de (1) 

$- 2 p) 
La solucion general de esta ecuacion es 

y(t) = ce' 2 + i. 

Ahora bien, observese que la solucion es la suma de dos terminos: el primero, ce l \ es 
la solucion general de la ecuacion homogenea 

|- 20--0 ( 3 ) 

mientras que el segundo, Vi , es solucion de la ecuacion no homogenea (2). En otras 
palabras, toda solucion y{t) de (2) es la suma de una solucion particular, ^(0 = Vi , 
con una solucion ce /2 de la ecuacion homogenea. En el caso de las ecuaciones de segun- 
do orden, como se vera a continuacion, ocurre algo similar. 


TEOREMA 5. Sean y t (t) y y 2 (t) dos soluciones linealmente independientes 
de la ecuacion homogenea 

L[y]=^+p(‘)^+<i(‘)y= ° W 

y sea \ p(t) cualquier solucion particular de la ecuacion no homogenea (1). Enton- 
ces, toda solucion y(t) de ( 1) debe ser de la forma 

y(0 = c i/i (0 + ^(O + 'HO 

para cualquier par de constantes c x > c 2 . 

La demostracion del Teorema 5 se basa, sobre todo, en el lema siguiente. 

LEMA 1. La diferencia de cualesquiera dos soluciones de la ecuacion no 
homogenea (1) es una solucion de la ecuacion homogenea (4). 



148 


CAPiTULO 2 • ECUACIONES DIFERENCIALES IINEALES DE SEGUNDO ORDEN 


DEMOSTRACI6N. Sean (t) y \p 2 {t) dos soluciones de (1). Por la linealidad de L se 
tiene que 

Por lo tanto, yp\ (t) - \p 2 U) es una solucion de la ecuacion homogenea (4). c 

Ahora es posible presentar una demostracion muy senciila del Teorema 5. 


Demostraci 6 n del Teorema 5. Sea y(t) una solucion cualquiera de (1). Por el 
Lema 1 se tiene que la funcion <j>(t) = y(t) - \p(t) es una solucion de la ecuacion homo- 
genea (4). Sin embargo, toda solucion <£(f) de la ecuacion homogenea (4) es de la forma 
0(0 = C| _y j (/) + c 2 y 2 (t) P ara dos constantes cualesquiera Cj, c 2 . Por lo tanto, 

>'(0=<>(0+^(0=Ci>' 1 (0+t2>’2(0 + '/'(0- □ 


OBSERVACI6N. El Teorema 5 es extremadamente litil, ya que reduce el problema de 
hallar todas las soluciones de (1) al problema mucho mas sencillo de encontrar sola- 
mente dos soluciones de la ecuacion homogenea (4) y una solucion de la ecuacion no 
homogenea (1). 


ejemplo 1 Encontrar la solucion general de la ecuacion 

d 2 y 

J+y-'. (5) 

SOLUCI 6 N. Las funciones y { (t) = cos t y y 2 (t) = sen t son dos soluciones linealmen- 
te independientes de la ecuacion homogenea;/' + y = 0. Mas aun, ip(t) = / es obvia- 
mente una solucion particular de (5). Por lo tanto, por el Teorema 5 toda solucion y{t) 
de (5) debe ser del tipo 

y(t) = CjCosr + c 2 sen/ + t. 


Ejemplo 2 Tres soluciones de una cierta ecuacion lineal no homogenea de segundo 
orden son 

= = f + y 'M0 = i + ' + *'- 

Obtener la solucion general de la ecuacion. 
soluci6n. Por el Lema 1, las funciones 

^2(0 ^1 (0 ~ y ^3(0 ~ ^2(0 = ^ 

son soluciones de la correspondiente ecuacion homogenea. Mas aun, estas funciones 
son en verdad linealmente independientes. Por lo tanto, por el Teorema 5 se tiene que 
toda solucion y{t) de la ecuacion debe ser del tipo 

< y(f)*c I e' + c 2 + /. 
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EJERCICIOS 

1. Tres soluciones de una cierta ecuacion lineal de segundo orden no homogenea son 

^ 2 (r) = / 2 *f e 2 ‘ 

y * 1 + / 2 + 2 <? 2 '. 

Encuentre la solucion general de la ecuacion. 

2. Tres soluciones de una ecuacion lineal de segundo orden no homogenea son 

^(r)=i + e'\ * 2 (/)-l + te' 2 

y ^(/) = (f+l)e' J +l 

Halle la solucion general de la ecuacion. 

^,(/) = 3e f + e‘\ ^ 1 {t) = 1e t + e ' 2 y ^ 3 (/) = 5e r + e~ t3 + e'\ 

3. Tres soluciones de una ecuacion lineal de segundo orden L[y] = g(t) son 

L[y] = g\ y(0) = l, /(0) = 2. 

Encontrar la solucion del problema de valor inicial 

4. Sean a, b y c constantes positivas. Demuestre que la diferencia de dos soluciones 
cualesquiera de la ecuacion 

ay" + by' + ey = g(t) 

tiende a cero cuando t tiende a infinito. 

5. Sea 4/(t) una solucidn de la ecuacion no homogenea (1), y sea </>(/) una solucion 
de la ecuacion homogenea (4). Demuestre que \^{t) + </>(0 tambien es solucion de (1). 


2.4 Metodo de variacion de parametros 


En esta seccion se explica un metodo muy general para encontrar una solucion particu- 
lar \p(t) de la ecuacion no homogenea 

q.y] - +q( l )y = g( 1 )' 0 )- 

una vez que se conocen las soluciones de la ecuacion homogenea 

L [y} = ^+p(t)^+<i(t)y=o ( 2 ) 

El principio basico de este metodo es usar la informacion que se tiene sobre las solucio- 
nes de la ecuacion homogenea para tratar de encontrar una solucion de la ecuacion no 
homogenea. 

Sean y { (t) y y 2 (t) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion homo- 
genea (2). Se tratard de encontrar una solucion particular ^(/) de la ecuacion no homo- 
genea (1) del tipo 


'HO = w,(/) 7 ,(r) + u 2 (t)y 2 (t); 


( 3 ) 
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es decir, se intentara encontrar funciones u x (t) y u 2 (t) tales que la combination lineal 
U\{t)y\{t) + u 2 (t)y 2 (t) sea una solucion de (1). A primera vista esto podria parecer una 
idea mala, ya que se esta cambiando el problema de encontrar una funcion desconocida 
i^(0 por el problema aparentemente mas dificil de encontrar dos funciones desconoci- 
das Wj(0 y u 2 (t). Sin embargo, si se hace la election adecuada, sera posible encontrar 
a u { (t) y u 2 (t) como las soluciones de dos ecuaciones muy sencillas de primer orden. 
Esto se hara de la siguiente manera. Observese que la ecuacion diferencial (1) impone 
solamente una condition sobre las dos funciones desconocidas u x {t) y u 2 {t ) . Por lo tan- 
to, se tiene una cierta “libertad” para seleccionar u { (t) y u 2 (t). El objetivo es imponer 
una condition adicional sobre u x (t) y u 2 (t) que simplifique la expresion L [u { y { + u 2 y 2 ] 
lo mas posible. A1 calcular 

2-V2] 

= [u l y\ + u 2 y’ 2 } + [u' l y ] + u' 2 y 2 } 

se ve que d 2 \p/d( 2 i y por lo tanto L [\p] no contiene derivadas de segundo orden de u j 
y w 2 si 


>'i(0 w i(0+> ; 2(0 w i(0 = 0- ( 4 ) 

Esto sugiere imponer la condition (4) a las funciones U\(t) y u 2 (t). En tal caso se 
obtiene 


L[\P]^ [u i y\ + u 2 y' 2 ]' + p(t)[u i y\ + u 2 y’ 2 ] + q(t)[u iy{ + u 2 y 2 ] 

= u\y\ + + ui[y'{+p(t)y\ + q{t)y x ] + ^[y'i +p(t)y’i+ q{t)yi\ 

= u\y\ + u' 2 y' 2 

ya que tanto y { (t) como y 2 {() son soluciones de la ecuacion homogenea L[y] = 0. Por 
lo tanto, }p(t) = u x y x + u 2 y 2 es una solucion de la ecuacion no homogenea (1) si u { (t) 
y u 2 (t) satisfacen a las dos ecuaciones 

^i(0«'i(0+^2(0“2(0"0 

y\( 0“'i(0+>'2(0«2(0“*(0- 


Multiplicando la primera ecuacion por y 2 (t), la segunda por y 2 (t) y restandolas luego 
se obtiene 

[ y\ (O-vHO ~y\ (0^2(0]«J (0 = -^(0^2(0* 

en tanto que multiplicando la primera ecuacion por/j(f), la segunda por y } (t) y res- 
tandolas luego se tiene, 


Por lo tanto, 


[^l(0^2(0-/l(0>'2(03“2(0-«(0^l(0- 


siQyAO 

fr[y„y 2 ](0 


y «' 2 ( 0 - 


g(Qyi (0 

*'[yi,y 2 ](t) ' 


( 5 ) 


Finalmente, u { (t) y u 2 (t) se obtienen al integrar los miembros derechos de (5). 
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OBSERVACI6N. La solution general de la ecuacion homogenea (2) es 

y{ 0= s c l y l (t) + c 2 y 2 {t). 

AI permitir que c x y c 2 varien «?n el tiempo se obtiene una solution de la ecuacion no 
homogenea. Por eso se conoce como metodo de variacion de parametros. 


ejemplo i 


(a) Encontrar una solution particular \p(t) de la ecuacion 

d 2 y 


dt 1 


+y — tan/ 


( 6 ) 


en el intervalo -t/2 < t < ir/2. 

(b) Hallar la solution^/) de (6) que satisfaga la condition initial .y(O) = l,y'(0) = 

1. 


SOLUCION. 

(a) Las funciones 7 j (0 = cosr y y 2 (t) = sen(/) son dos soluciones linealmente 
independientes de la ecuacion homogenea y" + y = 0, con 

w{ y „y 2 ] ( /) =7, y ' 2 -y\ y 2 = (cos t)cos / - ( -sen/)sen/ = 1 . 

Asi pues, de (5) se sigue que 

u|(/)= - tan/sen/ y w 2 (/) = tan/cos/. (7) 

Integrando la primera ecuacion de (7) se obtiene 

Wj(/) = - Jtantsentdt= — J* ~~ dt 

= f C . QS 1 — =sen/-ln|sec/ + tan/|. 

J cos t 1 

7T 7T 

=sen/-ln(secf + tan/), - ^ < / < y 


mientras que al integrar la segunda ecuacion de (7) se obtiene 


u 2 (t) = Jlantcostdt- J sent dt- -cost. 

Por lo tanto, 

^(t) = cos t [sen t - ln(sec / 4- tan /) ] +sen / ( - cos t ) 

= - cos t ln(sec t + tan t) 

es una solucion particular de (6) en el intervalo -x/2 < t < x/2. 

(b) Del Teorema 5 de la Seccion 2.3, se deduce que 

>-(/) = c, cos t + c 2 senf - cos t ln(sec / + tan t) 

para constantes c x , c 2 . Las constantes C| y c 2 se determinan a partir de las 
condiciones iniciates 

1 =y(0) = c, y 1 =/(0) = c 2 - 1 . 
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Por lo tanto, c, = I , f 2 = 2 y 

y (t) = cos t + 2sen/ - cos t ln(sec t + tan t). 


Observacion. La ecuacion (5) determina !/,(/) y u 2 (t) salvo por dos constantes de 
integracion. Estas se consideran usualmente iguales a cero, ya que el efecto que supone 
tomar constantes diferentes de cero equivale a sumar una solucion de la ecuacion homo- 
genea a \p(t)- 


Ejercicios 


Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones: 


3 . 2 %- 4 +m , 

4 - 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 

5. 3y" + 4/+ < y = (sen/)£ - '; .y(0) = 1, 

6. y” + 4/ + 4>> = r 5/2 e -2/ ; >*(0) =.y'(0) = 0 

7. y"-3y' + 2y = V/ + 1 ; ^(0)=y'(0) = 0 

8. y”-y=f(0 ; y(0)=/(0) = 0 

Advertencia: Al resolver los Problemas 3 y 5 es necesario recordar que la ecuacion (5) 
se obtuvo con el supuesto de que el coeficiente de y" era igual a 1. 

9. Halle dos soluciones linealmente independientes de t 2 y " -2 y = 0 de la forma 
y(t) = t r . Use las soluciones para encontrar la solucion general de try " - 2y = t 2 . 

10 , (1 + t) 2 es una solucion de la ecuacion 


y"+p(t)y'+<?(Oy = o (*) 

y el wronskiano de cualesquiera dos soluciones de (*) es constante. Encuentre la 
solucibn general de 

y"+p(t)y’+q(t)y=\ + t. 


11 . Obtenga la solucion general de y'' + ( { At 2 )y = /cos/, t > 0, sabiendo que 
y x (t) = vTes una solucibn de la ecuacion homogenea. 
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12. Halle la solucion general de la ecuacion 


<Py_ 

dt 2 


lt_ dy 2 

\ + t 2 dt \ + ,2 y ' 


13. Demuestre que sec t + tan / es positivo para -tt/ 2 < / < 7r/2. 


2.5 El metodo de la conjetura sensata 

Una desventaja seria que tiene el metodo de variation de parametros es que las integra- 
ciones que se requieren son, con frecuencia, muy dificiies. En ciertos casos es a veces 
mas sencillo conjeturar una solucion particular. En esta section se presentara un meto- 
do sistematico para conjeturar soluciones de la ecuacion 

a^+ b ^ + cy = g(l) (0 

donde a, b y c son constantes, y g(t) tiene una de varias formas especiales. 

Primero se considerara la ecuacion diferencial 

L [ y ] = a ~^z +b ^+cy = a 0 + a l t+ ...+a„t n . (2) 

Se busca una funcion \p(t) tal que sumadas las tres funciones a^'\ b\p' y c\p sean iguales 
a un polinomio de grado n. La election obvia para es un polinomio de grado n. Asf 
pues, se propone 

t(t) = A 0 + A lt +...+A n r ( 3 ) 

y se calcula 

^[^](0 5S= ^ // (0 + ^(0 + c ^(0 

= ^2^2 + — ai(ai — \)A n t n ~ 2 ^ + b[A x + ... 4- nA n t n 1 ] 

+ c[A 0 + A x t+...+A n t n ] 

= cA n t n 4- (cA n _ | 4- nbA n )t n ~ 1 4- ... 4- (c/Iq4* bA j 4- 2 oA 2 ) • 

A1 igualar los coeficientes de las potencias de t iguales de la ecuacion 

L[t](t) = a 0 + a l t+ ... +a n t " 

se obtiene 

c -<„= cA„_ x + n6A n = a„_ x cA 0 + 6A v +2aA a = a 0 . (4) 

La primera ecuacion determina A n = a n /c , para c # 0, y luego las ecuaciones restan- 
tes determinan sucesivamente A n ~ x , . . . , A 0 . Asi pues, la ecuacion (1) tiene una solu- 
cion particular ^(/) de la forma (3), para c # 0. 

Para el caso c = 0 hay problemas, ya que la primera ecuacion de (4) no tiene solu- 
cion A n . Sin embargo, esto es de esperar para c = 0, pues L[\p] = a\p" 4- b$' es un 
polinomio de grado n - 1, mientras que el lado derecho de (2) es un polinomio de gra- 
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do n. Para garantizar que a\j/" + b\p es un polinomio de grado n es necesario tomar 
a \p como un polinomio de grado n + 1. Asf pues, se propone 

^(0 = + ••• + A n t n ]. (5) 

En (5) se omiten los terminos constantes, ya que y = constante es una solucion de la 
ecuacion homogenea ay" + by' = 0, y por ello puede ser restada de $(t). Los coefi- 
cientes A 0 , A x , . . . , A n estan determinados de manera unica (Ejercicio 19) a partir de 
la ecuacion 

a\p ” + bxj/' = a 0 + a j 1 4* . . . + a n t n 


si b ¥* 0. 

Por ultimo, el caso b = c = 0 es facil de resolver, ya que la ecuacion diferencial 
(2) puede integrarse directamente parajobtener una solucion particular \p(t).de la forma 


*(*)-■ 


a 0 t 


2 aS 


aj 


n + 2 


1*2 2-3 («+ l)(n + 2) 


Resumen: La ecuacion diferencial (2) tiene una solucion \ p(t) del tipo: 


*(') = 


Aq + A + ... + A n t n , 
t(A 0 +A i t+ ... +A n t n ), 
r 2 (/l 0 + -4,/+ ... + 


0 = 5^0 

<~ = 0. b . 
c = b = 0 


EJEMPLO 1 Encontrar una solucion particular \ J/(t) de la ecuacion 

r . d 2 y dy , 

SOLUCION. Hagase \p(t) = A 0 + A { t + A x t 2 y calculese 

^['/ / ]( 0 3s: ^ w (0 + ^( 0 + ^(0 

= 2 A 2 + (A j + 2A 2 t) + A $ + A \ t + A 2 t 2 
= (A 0 + A x + 2A 2 ) + (A l + 2A 2 )t + A 2 t 2 . 

A1 igualar los coeficientes de potencias iguales de t en la ecuacion L[yp](i) 
obtiene 


( 6 ) 


t 2 y se 


A 2 = 1 , A { +2A 2 = Q 

y A q + A j + 2A 2 = 0. 

De la primera ecuacion se sabe que A 2 = 1, de la segunda se obtiene que A x - -2 y 
de la tercera ecuacion se tiene que A 0 = 0. Por lo tanto, 

- 2 / + / 2 

es una solucion particular de (6). 

Ahora se resolvera el mismo problema usando el metodo de variation de parame- 
tros. Es facil comprobar que 

y x (t) = e~ t/2 cos V3 t/2 y y 2 (t) = e~ t/2 senV3 t/2 
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son dos soluciones de la ecuacion homogenea L[y] = 0. Por lo tanto, 
= u x {t)e ~ ' /2 cos V3 t/2 + u 2 (t)e~^ 2 senVT t/2 


es una solucion particular de (6), donde 

. -A- , ‘ ,1 scnV3 1/2 f A , /lsmVJ 

J w[y»yi](t) VI -I 


w 2 (/)= f- 2e - 'y COSX ^ t/2 dr=-l- [t 2 e‘/ 2 cosV3 t/2dt. 
J w[yi>yi]{‘) V3 J 


Estas integrales son muy dificiles de calcular. Asi pues, el metodo de la conjetura es 
preferible sin duda, al menos en este problema, al metodo de variacion de parametros. 
Considerese ahora la ecuacion diferencial 


+b ^[; +< y = *( a o +a i t+ ■■• +a n‘ n ) ea '- 0) 

Seria deseable poder eliminar el factor e at del segundo miembro de (7) para reducir la 
ecuacion a la forma (2). Esto se logra definiendo y(t) = e at v(/), pues entonces se tie- 
ne que 

y' = e at (t/4 ac) y y" = e af (v" + 2av' + a 2 v) 

de modo que 

L[y] = e at [av" 4 (2<za 4 £)t?' 4- (^a 2 4 ba 4 c)v j. 

Por lo tanto, y{t) = e al v(t) es una solucion de (7) si y solo si 


4(2 aa + b)~- +(aa 2 +Aa + c)c = a 0 +a 1 /4 ... +a n t n . (8) 

dt ^ 

Al buscar una solucion particular v(0 de (8) hay que distinguir entre los siguientes 
casos: (i) aa 2 4 ba 4 c # 0; (ii) aa 2 4 6a 4 c = 0, pero 2tfa 4 6 # 0; y (iii) tanto 
aa 2 4 ba 4 c = 0 como 2aa 4 b = 0. El primer caso significa que a no es raiz de 
la ecuacion caracteristica 


ar 2 + br + c = 0. 


( 9 ) 


En otras palabras e at no es solucion de la ecuacion homogenea L [y] = 0. 

La segunda condicion significa que a es una raiz simple de la ecuacion caracteristi- 
ca (9). Eso implica que a a ‘ es solucion de la ecuacion homogenea, pero t4** no lo es. 
Por ultimo, la tercera condicion significa que a es una raiz doble de la ecuacion carac- 
teristica (9), de modo que, tanto e a( como te at , son soluciones de la ecuacion homoge- 
nea. Por lo tanto, la ecuacion (7) tiene una solucion particular ^(t) de la forma (i) = 

(A 0 4 • • * 4 A n t n )e at si e at no es solucion de la ecuacion homogenea; (ii) \p(t) = 
t(A 0 4 • • • 4 A n t n )e at si e at es solucion de la ecuacion homogenea, pero te at no lo 
es; y (iii) ip(t) = t 2 (A 0 4 • • • 4 A n t n )e af si tanto e at como te at son soluciones de la 
ecuacidn homogenea. 
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Observaci 6 n. Hay dos maneras de calcular una solucion particular \p(t) de (7). O 
bien se hace la sustitucion y = e ( * { v y se encuentra v(t) a partir de (8), o se conjetura 
una solucion \p(t) del tipo e ai por un polinomio adecuado en t. Si a es una rafz doble 
de la ecuacion caracteristica (9), o si n > z, entonces es recomendable hacer.y = e ( * l v , 
y luego encontrar v(z) a partir de (8). De otro modo se conjetura \p(t) directamente. 


EJEMPLO 2 Encontrar la solucion general de la ecuacion 
d 2 y 

i 7t 2 


,4y 

dt 


— j - = t 27 )e 2t . 


( 10 ) 


Solucion. La ecuacion caracteristica r 2 - 4r + 4 = 0 tiene raices iguales r x = r 2 = 
2. Por lo tanto, y x (t) = e 2t y y 2 (t) = te 2t son soluciones de la ecuacion homogenea 
y” - 4 y' + 4y = 0. Para hallar una solucion particular ^(f) de (10) se propone 7 = 
e 2/ v. Entonces se cumple necesariamente que 

~ = l + / + f 2 +... + r 27 . 

dt 2 


A1 integrar esta ecuacion dos veces e igualar las constantes de integration a cero se 
obtiene 


.2 .3 29 

v(t) =-hr + fr + ... + - — 
w 1-2 2-3 28-29 


Por lo tanto, la solucion general de (10) es 
y(t) = c,e 2 ' + c 2 te 2 ' + e 2 ' 


= e 2 ‘ 


jL + , + _dl_ 

1-2 2829 

,29 


C, + C2,+ T2 + - + 28-29 


Seria un absurdo (y un desperdicio terrible de papel) sustituir la expresion 

^(/) = Z 2 (4 0 + 4 1 r + • • * + 4 2 7Z 27 )e 2/ 


en (10) y despues despejar los coeficientes A 0 > A lt . . A 2 7 - 


EJEMPLO 3 Encontrar una solucion particular \ p(t) de la ecuacion: 

d 2 y dy , 

L[y +2>-(l + I V'. 

Soluci6n. En este caso e y no es una solucion de la ecuacion homogenea y" - 
3 y' + 2y = 0. Asi pues, se toma \p(t) = (A 0 + A x t)e^. A1 calcular 

= ^*£(9/40 + 64 j 4- 94 jZ) — 3(340 + 4|4-34 1 z) + 2(4q + 4|/)J 

-e 3l [(24 0 + 34 I ) + 24 l /] 
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y cancelar el factor e l ‘ de ambos lados de la ecuacion 

Z.[*](f) = (l + /)e 3 ', 

se obtiene 

2A l t + (2A 0 + 3A l )- 1 + /. 

Esto implica que 2/1, = 1 y 2A 0 + 3/1, = 1. Por lo tanto, A, - Vi , A 0 = - V* y 
i>U) = (-'/« + t/2)e 3 '. 

Considerese por ultimo la ecuacion diferencial 

+ ^-K+v+---+v")x{^"/. (ii) 

El problema de hallar una solucion particular i£(r) de (1 1) puede reducirse al problema 
mas simple de encontrar una solucion particular de (7). La ayuda necesaria la aporta 
el siguiente lema que, aunque sencillo, es extremadamente util. 


LEMA i. Sea y(t) = u(t) + iv(t) una solucion con valores complejos de la 
ecuacion 

L [y] = a ~^ + b ^ + c y = s(‘) = sii t )+ ‘82(0 ( 12 ) 

donde a, b y c son reales . Esto significa, por supuesto, que 
a[ u"(t ) + m"(0] + b[ u’(t) + /V(0] + c[ u(t ) + /u(f)] = g\ (0 + igiU)- 

(13) 


Entonces, Z.[u](r) = g\(t) y I[v](r) = gz(t). 


DEMOSTRACION. Al igualar las partes reales e imaginarias en (13) se obtiene 

au"(t) + bu'(t) + cu(t)=g x {t) 

y 

av"(t) + bv'(t) + cv(t) = g 2 (t)- □ 

Ahora bien, sea <t>(t) = u(t) + iv(t) una solucion particular de la ecuacion 

a—j + b^-+cy = (a 0 +...+a„t")e' u '. (14) 

dt 2 dt 

La parte real del lado derecho de (14) es (a 0 + ... + a n t ") cos ut, mientras que la ima- 
ginaria es (a 0 + • • • + a„t")senut. Por lo tanto, por el Lema 1, 

u(r) = Re{<f>(0} 

es una solucion de 


ay" + by' + cy = (a 0 + ... + a„t n ) cos ut 
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mientras que 

»(0“Im{«K0} 

es una solucion de 

ay" + by' + cy - (a 0 + ... 4- a n t n )senut. 


EJEMPLO 4 Encontrar una solucion particular \p(() de la ecuacion 

L[y] = ~+Ay^n2i. ( 15 ) 

Soluci6n. Se hallara que \p(t) es la parte imaginaria de la solucion con valores com- 
plejos 0(/) de la ecuacion 

L [y] = ^+4y = e2it - ( 16 ) 

Para ello observese que la ecuacion caracteristica r 2 + 4 = 0 tiene raices complejas 
r = ±2/. Por lo tanto, la ecuacion (16) tiene una solucion particular <£(0 del tipo <£(/) = 
A 0 te 2lt . A1 calcular 

*'(0 - A 0 (\ + 2it)e 2 “ y <*>"(/) -A 0 {4i - 4 t)e 2i ‘ 

se ve que 

L[<j>](t) = <p"{t)+4<i>{t) = 4iA 0 e 2it . 

De aqui que A 0 —\/4i=-i/4 y 

<>(/)= - ^ e2a ~ ~~ ^(cos2r + /sen2r) = ^-sen2r - cos2r. 

Por lo tanto, \J/(t) = lm{<£(0} = ~(r/4)cos2r es una solucion particular de (15). 


EJEMPLO 5 Encontrar una solucion particular ifi(t) de la ecuacion 

d 2 y 

— ^-+4>> = cos2/. (17) 

dr 

Solucion. A partir del Ejemplo 4 se tiene que <t>(t) = (//4)sen2r - /(f/4)cos2f es 
una solucion con valores complejos de (16). Por lo tanto, 

'H0 = Re{<£>(/)} = ^sen2r 

es una solucion particular de (17). 

EJEMPLO 6 Encontrar una solucion particular \J/(t) de la ecuacion 

d 2 y dy 

L [y) = -^ + 2 di + y =le ‘ cosl - 


(18) 
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SOLUCION. Observese que te 2 cos t es la parte real de te {X * i)t . Por lo tanto, es posi- 
ble hallar 0(0 como la parte real de una solution con valores complejos de 0(0 de la 
ecuacion 


L !']“$ +2 f O’) 

Para ello, observese que 1 4 / no es rai'z de la ecuacion caracteristica r 2 4 2r 4 
1 = 0. Por lo tanto, la ecuacion (19) tiene una solution particular 0(0 de la forma 0(0 = 
04 o + Calculando L[0] = 0" 4- 20' 4 0 y usando la identidad 

(l + /) 2 + 2 ( 1 + /)+! = [(! + /)+ l ] 2 = (2 + i ) 2 

se ve que 

^(24 i} 2 A j/ 4 (2 4 A q 4 2(2 4 i)A j j — t. 

Por igualacion de los coeficientes de las potencias iguales en t de la ecuacion se obtiene 

(2 + i) 2 A , = 1 


(2 4 i)A 0 4 2 A j = 0. 

Esto implica que A { = 1/(2 4 0 2 y A 0 = -2/(2 4 /) 3 , de modo que 


9(0- 


~ 2 ■+ ' 


,( I + i)t 


L(2+0 3 (2+0 2 

y despues de un poco de operaciones algebraicas se encuentra que 
$(0 = { [ ( ' 1 . 5 t - 4)cos / + (20/ - 22)sen / ] 

+ / [(22 - 20/)cos/ + ( 15/ - 4)sen/] j . 

Por lo tanto, 

9(/)-Re{*(0} = [(15/ — 4)cos / + (20/ — 22)sen / ] . 


OBSERVACION. El metodo de la conjetura sensata tambien se aplica a la ecuacion 

L [y] =a ~^ +b Yt +cyi= 2 ( 2 °) 

donde Pj(t)> j = 1, . . . , n son polinomios en t. Sea una solucion particular de 
la ecuacion 


L[y)= Pj (t)eV, 


_/ = 
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Entonccs , \p(t) = Z es una solucion de (20), ya que 

J- i 


L[*}-L 


2 *, 

7=1 


= 2 4 ^]= 2 

7=1 7=1 


Asf pues, para encontrar una solucion particular de la ecuacion 

y" +y , +y = e l + /sen/ 

se buscan soluciones particulares \[/ { (/) y d e l as ecuaciones 
y" +y' +y = e l y y " +y' +y = /sen/ 
respectivamente, y despues se suman. 


ejercicios 


Halle una solucion particular de cada una de las siguientes ecuaciones. 


1. y"4-3y = / 3 -l 
3. y"-y = /V 
5. y" + 2y'+y = e~' 

7. y" 4- 4y = /sen 2/ 

9. y" - 2y' 4- 5y = 2 cos 2 / 
11. y " + y' - 6y = sen/ 4- /e 2 ' 
13. y" - 3y' 4- 2y = e' 4- e 2 ' 
15. y" 4y = cos/cos2r 
17. (a) Demuestre que 


2. y " + 4y ' 4- 4 y = /e a ' 

4. y " + y' 4- y = 1 4- / + / 2 
6. y" 4- 5y' + 4y = /V' 

8. y"-6y' + 9y = (3/ 7 -5/V' 

10. y" — 2y' + 5y = 2(co$ 2 /)e' 

12. y" 4-y' + 4y = / 2 + (2/ 4- 3)(1 4* cos/) 
14. y" 4-2y' = 1 4- / 2 + e -2 ' 

16. y" 4-y -cos /cos 2/ cos 3/. 

cos 3 u/ = iRe{e 3/w ' + 3e iut ). 


Sugerencia: cos «/ = (e + <? “ /w ')/2. 

(b) Encuentre una solucion particular de la ecuacion 

lOy" 4-0.2y'4- lOOOy = 5 4- 20cos 3 10/ 


18. (a) Sea L[y] = y" - 2 r,y' 4- r}y. Muestre que 

L[e r ''v(t)] = e r '*v*(t). 


(a) Obtenga la solucion general de la ecuacion 

y"-6y' + 9y = / 3/ V'. 


19. Sea \p(t) = t(A 0 4- ... 4- A n t n ) y suponga que b ¥* 0. Pruebe que la ecuacion 
a\p" 4- b\p' = a 0 4- ... 4- a n t n determine A 0i . . A n de manera unica. 
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2.6 Vibraciones mecanicas 


Considerese el caso de un objeto pequeno de masa m que esta sujeto al extremo libre 
de un resorte flexible de longitud /, el cual se halla suspendido de un soporte rigido hori- 
zontal (Fig. 1). (Un resorte elastico tiene la propiedad de que si es estirado o comprimi- 
do una distancia A/, la cual es pequena comparada con su longitud natural, ejerce enton- 
ces una fuerza de restitucion de magnitud k AL La constante k se conoce como la 
constante de fuerza del resorte y es una medida de la rigidez del mismo.) Ademas la 
masa y el resorte pueden estar sumergidos en un medio, com o por ejemplo aceite, el 
cual se opone al movimiento del cuerpo a traves de el. Con frecuencia, los ingenieros 
se refieren a un conjunto de este tipo como sistema masa-resorte-amortiguador, o como 
sistema sismometrico, ya que es similar en principio a un instrumento sismografico que 
se usa para detectar un movimiento de la superficie terrestre. 


FlGURA 1. 



Los sistemas masa-resorte-amortiguador tienen aplicaciones muy diversas; por ejem- 
plo, los amortiguadores de los automoviies son sistemas de esta clase. La mayoria de 
los emplazamientos de canones pesados contienen tales sistemas para minimizar el efecto 
de retroceso del arma. La utilidad de estos dispositivos se vera mas claramente despues 
de plantear y resolver la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la masa m. 

Al evaiuar el movimiento de m es conveniente medir las distancias desde su posi- 
cion de equilibrio, y no desde el soporte horizontal. La posicion de equilibrio de la masa 
es el punto en el cual pende en reposo si no actuan fuerzas externas sobre ella. En la 
citada posicion, el peso mg es compensado exactamente con la fuerza de restitucion del 
resorte. Asi pues, en su posicion de equilibrio, el resorte ha sido alargado una longitud 
A/, donde k Al - mg. Se denotara por y = 0 a esta posicion inicial y se tomara como 
positiva la direccion hacia abajo. Se denotara por y(t) la posicion de la masa en el tiem- 
po /. Para calcular y(t) se necesita la fuerza total que actua sobre la masa m. Esta es 
la suma de las cuatro fuerzas independientes W y R y D y F. 

(i) La fuerza W = mg es el peso de la masa y tira de ella hacia abajo. Esta fuerza 
es positiva, ya que la direccion hacia abajo es la direccion positiva para y. 

(ii) La fuerza R es la fuerza de restitucion del resorte, que es proporcional al alar- 
gamiento o al acortamiento A l + y del resorte. Actua siempre para restituir la longitud 
natural del resorte. Si Al + y > 0, entonces R es negativa, asf que R = - k(Al + y) y 
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y si AI + y < 0 entonces R es positiva, de modo que R = -k(Al + y). De cualquier 
modo 

R= -k(Al+y). 

(iii) La fuerza D constituye el amortiguamiento o efecto de friccion, y la ejerce el 
medio sobre la masa m . (La mayoria de los fluidos, tales como aceite, agua y aire, tien- 
den a oponerse al movimiento de un objeto a traves de eilos.) Esta fuerza actua siempre 
en direccion opuesta a la de movimiento y es, con frecuencia, proporcional a la magni- 
tud de la velocidad dy/dt . Si la velocidad es positiva, es decir, si la masa se mueve en 
direccion hacia abajo, entonces D = -c dy/dt, y si la velocidad es negativa, entonces 
D = -c dy/dt. En cualquier caso, 

D = — cdy / dt. 

(iv) La fuerza Fes la externa que se aplica sobre la masa. Esta action se dirige hacia 
arriba o hacia abajo, dependiendo de si la fuerza es positiva o negativa. En general, 
tal fuerza dependera exph'citamente del tiempo. 

De la segunda ley de Newton del movimiento se tiene que (Section 1.7) 

d 2 y 

m — x = W+ R + D + F 
dt 2 

= mg-k{M+y)-c‘k + F{t) 

= -ky-c^+F(t), 

ya que mg = k Al. Por lo tanto, la posicion >>(0 de la masa satisface la ecuacion dife- 
rencial lineal de segundo orden 

d 2 y dy 

m ~dt 2+C ~di +ky ^ F(<t>) 0) 

donde m,cy k son constantes no negativas. En este caso se usara el Sistema Internacio- 
nal de Unidades SI, de modo que F se medira en newtons, y en metros, y t en segundos. 
En tal caso, la unidad de k es N/m; la unidad de c es N * s/m y la unidad de m es 
el kilogramo (N • s 2 /m). 


(a) Vibraciones libres. 

Se considerara primero el caso mas sencillo de movimiento libre, no amortiguado. En 
tal caso la ecuacion (1) se reduce a 


d 2 y 


m — - + ky — 0, o bien, 
dt 2 


d 2 y 

Tt 


2 +Wo >' =0 


( 2 ) 


donde uq = k/m. La solucion general de (2) es 

y ( /) = a cos o) 0 t 4- b sen o) 0 t. (3) 

Pf-ra analL ar las soluciones de (3) es conveniente escribir la ecuacion como una funcion 
coseno. Esto se logra con ayuda del siguiente lema. 
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LEMA 1. Toda funcion y(t) de la forma (3) puede expresarse en la forma 
mas sencilla 

y(t)= R cos(c c Q t -8) (4) 

donde R = Va 2 + b 2 y 5 = tan“ l 6/a. 

DEMOSTRACION. Se comprobara que las expresiones (3) y (4) son iguales. Para ello 
se calcula 

R cos (o) 0 t - 8) = R cos u 0 t cos 8 + R sen co 0 / sen 5 
y de la Figura 2 se tiene que R cos 8 = a y Rsen8 = b. De manera que 

R cos(u> 0 / - <5 ) = a cos u Q t + 6sencJ 0 /. □ 


b 


a 

Figura 2. 

En la Figura 3 se grafico la funcion j - Rcos(^ 0 t - 8). Hay que notar que y(t) 
siempre esta entre -R y + /?, y que el movimiento de la masa es periodico (se repite 
en cualquier intervalo de magnitud 27t/co 0 )- Fste fenomeno es conocido como movi- 
miento armonico simple ; R se denomina amplitud del movimiento; 8 es el angulo de 
fase del movimiento, Tq = Iit/wq es el peri'odo natural del movimiento y wq = ylk/m 
es la frecuencia natural del sistema. 

(b) Vibraciones libres amortiguadas . 

Si se incluye el efecto de amortiguamiento, entonces la ecuacion diferencial que descri- 
be el movimiento de la masa es 



d 2 y dy 

m -^ +c Si +ky - 0 - 

Las raices de la ecuacion caracteristica mr 2 + cr + k = 0 son 



( 5 ) 
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FlGURA 3. Grafica de y(t) = R cos(a> 0 / ~ 5) 


Asi pues, hay ties easos que considerar, dependiendo de si c 2 - 4 km es positivo, 
negativo o igual a cero. 

(i) c 2 - 4km > 0. En este caso, tanto r x como r 2 son negatives y toda solucion y(7) 
de (5) tiene la forma 


y(t) = ae r '‘ + be r *. 

(ii) c 2 - 4km = 0. En este caso, toda solucion y(t) de (5) es del tipo 

y{t) = {a + bt)e~ c,/2m . 

(iii) c 2 - 4 km < 0. En este caso, toda solucion y(t) de (5) es del tipo 

y(t) - e~ ct/ ' 2ni [a cos jit + fisen/i/], • 

Los primeros dos casos se conocen como sobreamortiguamiento y critlcamente arnor- 
tiguado , respectivamente, y representan movimientos en los cuales la masa, en una posi- 
cion diferente de la de equilibrio, regresa lentamente a ella. Dependiendo de las condi- 
ciones iniciales, es posible pasar una vez por la posicion de equilibrio, pero no en mas 
de una ocasion (Ejercicios 2 y 3). El tercer caso, que se conoce como movimiento suba- 
mortiguado , ocurre con frecuencia en sistemas mecanicos y corresponde a una vibra- 
cion amortiguada. Con objeto de considerar esto, se aplica el Lema 1 para escribir la 
funcion 


y(t) = e ct/2m [a cos lit 4*i>senju/] 


en la forma 


y(:)= Re- c,/2m cos(fii-S). 


El desplazamiento y oscila entre las curvas y = ±Re~ cl/2 '", y representa una curva cose- 
no con amplitud dccreciente, como se ve en la Figura 4. 

Ahora bien, observese que el movimiento de la masa siempre tiende a decrecer si 
existe amort iguarniento cn el sistema. En otras palabras, cualquier perturbacion inicial 
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FlGURA 4. Grafica de Re a/lmX cos (^r - 5) 


del sistema se disipa debido al termino de amortiguamiento en el sistema. Esta es ia 
razon por la que los sistemas masa-resorte-amortiguador son tan utiles en los sistemas 
mecanicos; pueden servir para amortiguar cualquier perturbacion indeseable. Por ejem- 
plo, el golpe que se transmite a un automovil debido a una irregularidad del camino 
es aminorado por los amortiguadores del vehiculo, y el impetu del retroceso del canon 
de un arma se disipa mediante un sistema masa-resorte-amortiguador incorporado al 
dispositivo. 


(c) Vibraciones forzadas amortiguadas. 

Si ahora se introduce una fuerza externa F(t) = Focosco/, entonces la ecuacion dife- 
rencial que regula el movimiento de la masa es 


d 2 y dy 

m — - + c—r + ky = F r\ cos cot . 
dt 2 dt ' 0 


( 6 ) 


Con el metodo de la conjetura sensata, es posible obtener una solucion particular \ p(t) 
de (6) de la forma 




( k — mo) 2 )" + c 2 co 2 


[(* - wco 2 )cos co/ 4- ccosenco/ j 


[(A: — mco 2 ) 2 + c 2 co 2 ] cos(co/ — 5) 

(k — mco 2 ) + c 2 co 2 

Focos^/ — S ) 


1/2 


2 


(7) 
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donde tan b = coo(k - mar). Por lo tanto, toda solution y(t) de (6) debe ser del tipo 

F 0 cos(a>/ — 5) 


.v(0 = $(0 + , K0 aa <K0 + 

^(A: — mco 2 ) 2 + c 2 cj 2 j 

donde <t>(t) es una solution de la ecuacion homogenea 

d 2 y dy 

m — - + c— +/n> =0. 
dt 2 dt 


1/2 


( 8 ) 


( 9 ) 


Sin embargo, se ha visto que la solution 0(0 de (9) tiende a cero cuando / tiende a infi- 
nito. Asi pues, para t grande, la ecuacion y(t) - 0(0 describe con alta precision la posi- 
tion de la masa m, independientemente de su velocidad y position iniciales. Por tal razon 
se denomina a 0(0 la parte estacionaria de la solution (8), mientras que 0(0 es conoci- 
da como la parte transitoria de la solution. 


(d) Vibraciones libres forzadas. 

Ahora se considerara el caso sin amortiguamiento y con una fuerza externa que es perio- 
dica y tiene la forma F(t) = F 0 coscot (vibration libre forzada). En este caso, la ecua- 
cion diferencial que describe el movimiento de la masa m es 


d 2 y 

Hi 2 


+^o y 


2 “ 0 
iv = — 


m 


cos cot, 


Wn 


■k/m. 


( 10 ) 


El caso co # co 0 no tiene interes; toda solution de y(t) de (10) tiene la forma 


y{t) = Cjcosw 0 t4- c 2 sinto 0 r + 



coswt, 


y es, por tanto, la suma de dos funciones periodicas con periodos distintos. Se expone 
un caso interesante cuando co = co 0 \ es decir, cuando la frecuencia w de la fuerza exter- 
na es igual a la frecuencia natural del sistema. Este caso se conoce como el de resonan - 
cia , y la ecuacion diferencial del movimiento si la masa es m es: 


d 2 y 2 F 0 

T7 = — cos <V- 
dt 2 m 


(ii) 


Se encontrara una solucion particular 0(0 de (1 1) como la parte real de una solution 
con vaiores complejos 0(0 de la ecuacion 


d 2 y 

If 


, Fa . 

+ coly ~ — e lUot . 
m 


( 12 ) 


Dado que e tu ° l es una solucion de la ecuacion homogenea y" + co\y = 0, se sabe que 
(12) es una solucion particular 0(0 = Ate loV , para cualquier constante A. Calculando 

0" + Wq0 = 2ico 0 Ae it,3<>t 


1 F 0 ^ iF 0 
2 ico 0 m 2 mco 0 ' 


se ve que 
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Por lo tanto, 


- iF 0 t 


4>(t) = — (cosu 0 t + i senu 0 r) 


2nuo t 

f 0 ‘ . . 

~z sen w 0 / - / cos u 0 t 

2m<J 0 2moj 0 


F 0 t 


es una solucion particular de (12), y 


FJ 


<f(0 = Re{<f>(0} = 5 — -senw 0 r 

Z 777wq 

es una solucion particular de (11). Por lo tanto, toda solucion y(t) de (1 1) es del tipo 




y(/) = c I cosco 0 /-f c 2 sena> 0 /+ — — sen co 0 f 


(• 3 ) 


para las constantes c { , c 2 . 

Ahora bien, la suma de los primeros dos terminos en (13) es una funcion periodica 
del tiempo. Sin embargo, el tercer termino representa una oscilacion con amplitud ere- 
ciente, como se ve en la Figura 5. Asi pues, si la fuerza externa F 0 cosut esta en reso- 
nancia con la frecuencia natural del sistema, entonces provocara siempre oscilaciones 
no acotadas. Un fenomeno de esa naturaleza fue responsable del colapso del Puente 
de Tacoma (Seccion 2.6.1.) y de muchas otras catastrofes mecanicas. 


y 



Figura 5. Grafica de /(/) = At sen urf. 


EJERCICIOS 

1. Se ha encontrado experimentalmente que una masa igual a 1 kg estira un resorte 
(49/320) m. Encuentre la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento resul- 
tante si se desprecia la resistencia del aire y la masa es Ilevada a una posicion ( l A)m 
mas abajo de su posicion de equilibrio y luego se suelta (usese g = 9.8 m/s 2 ). 
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2. Sea>>(/) = Ae r ' 1 + Be rz ‘ , con \A\ + \B\ # 0. 

(a) Demuestre que y(t) es igual a cero a lo mas una vez. 

(b) Compruebe que y'(t) es igual a cero cuando mucho una vez. 

3. Sea y(t) = (A + £/)e r/ , con |/t| + |£| # 0. 

(a) Pruebe que y(t) es igual a cero a lo mas una vez. 

(b) Demuestre que y\t) es igual a cero cuando mucho una vez. 

4. Un pequeno objeto de masa igual a 1 kg se encuentra sujeto a un resorte con cons- 
tante de restitucion igual a 2 N/m. El sistema masa-resorte esta inmerso en un medio 
viscoso con constante de amortiguamiento igual a 3 N * s/m. En el tiempo / = 0, 
la masa se encuentra X A m por abajo de la posicion de equilibrio, desde donde es 
soltada. Demuestre que la masa regresara a la posicion de equilibrio conforme t 
tiende a infinito. 

5. Un pequeno objeto de masa igual a 1 kg se encuentra sujeto a un resorte con cons- 
tante de restitucion igual a 1 N/m y sumergido en un medio viscoso con constante 
de amortiguamiento igual a 2 N * s/m. En el tiempo t = 0, la masa es lanzada 
con una velocidad de 1 m/s en direction hacia arriba desde una posicion inicial 
14 m por abajo de la posicion de equilibrio. Demuestre que la masa sobrepasara 
una vez la posicion de equilibrio para volver despues lentamente a dicha posicion. 

6. Un pequeno objeto de mas a iguala a 4 kg se encuentra sujeto a un resorte con 
constante de restitucion igual a 64 N/m, y es afectado por una fuerza externa F(t) = 
A cos 3 a>/. Calcule todos los valores de o> para los cuales hay resonancia. 

7. El canon de un tanque M60 (vehfculo de combate) se encuentra sujeto a un sistema 
con una constante de restitucion de 100a 2 , y una constante de amortiguamiento 
de 200a en las unidades apropiadas. La masa del canon es igual a 100 kg. Suponga 
que el desplazamiento y(t) de dicho canon con respecto a su posicion de equilibrio 
satisface el siguiente problema de valor inicial despues de haber sido accionado en 
el tiempo t = 0. 

I00y"4-200ay'4- 100a 2 y = 0; y( 0) = 0,y'(0) = 100 m/s. 

Se desea que un segundo mas tarde, la cantidad y 2 + (y ) 2 sea menor que 0.01. 
iQue tamano debe tener a para garantizar que pase tal cosa? (Los sistemas ma- 
sa-resorte-amortiguador en tales tanques M60 que Estados Unidos surtio a Israel 
estan criticamente amortiguados; por ello son los preferidos para combates en el 
desierto, donde se desea repetir los disparos lo mas pronto posible. 

8. Un sistema masa-resorte-amortiguador tiene la propiedad de que su constante de 
restitucion k es nueve veces su masa m , y su constante de amortiguamiento c es 
6 veces su masa. A1 estar la masa en la posicion de equilibrio en el tiempo t = 0, 
actua sobre ella una fuerza externa descrita por F(t) = (3 sen 3f)- El resorte se rompe 
si es estirado 5 m a partir de su posicion de equilibrio. Demuestre que el resorte 
no se rompe si m > 1/5 kg. 

9. Un sistema masa-resorte-amortiguador con m = l,/: = 2yc = 2 (en sus unida- 
des respectivas) se halla en equilibrio. En el tiempo t = 0, una fuerza externa F(t) = 
7 T - / N actua sobre el sistema durante un intervalo de tiempo igual a i r. Halle la 
posicion de la masa para todo tiempo / > 7r. 
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10. Una masa de 1 kg esta sujeta al extremo de un resorte con constante de restitution 
k = 64 N/m. Al haliarse la masa en la position de equilibrio en el tiempo t = 0, 
se le aplica una fuerza externa F(t) = ( Vit ) N durante un intervalo de tiempo t x = 
7x/16 segundos. Suponiendo que no hay amortiguamiento, calcule la frecuencia 
y la amplitud de las oscilaciones resultantes. 

11. Una masa de 1 kg se halla sujeta a un resorte con constantes de restitution k = 
4 N/m. Al estar la masa en la position de equilibrio en el tiempo / = 0, se le aplica 
una fuerza externa F(t) = (1 + t + sen It) N. Si el muelle es estirado en una Ion- 
gitud (Vi + 7r/4) m o mas, desde su position de equilibrio, se rompera. Suponien- 
do que no hay amortiguamiento, halle el tiempo en el cual se rompe el resorte. 

12. Un pequeno objeto de masa igual a 1 kg se encuentra sujeto a un resorte con una 
constante de restitution k = 1 N/m. El sistema masa-resorte se halla en un medio 
viscoso que tiene una constante de amortiguamiento c. Ademas se aplica sobre el 
sistema una fuerza externa F(t) = (3 - cos t) N. Determine el mmimo valor positi- 
ve de c, tal que la magnitud de la solution de estado estacionario no exceda de 5 m. 

13. Determine una solution particular \[/(t) de my” + cy' + ky = F 0 cosut de la for- 
ma \p(t) - A cos (a )t - <t>). Demuestre que la amplitud A es maxima cuando a; 2 = 
a;o — Vi(c/m) 2 . Dicho valor se conoce como la frecuencia de resonancia del siste- 
ma. cQue ocurre cuando gjq < l / 2 (c/m) 2 ? 


2 . 6.1 El desastre del Puente de Tacoma 

El primero de julio de 1940 se termino y abrio al publico el Puente del Estrecho de 
Tacoma, en Puget Sound, Washington, Estados Unidos. Desde el dia de su inaugura- 
tion el puente empezo a presentar oscilaciones verticales, y muy pronto fue bautizado 
como la “yegua galopante”. Aunque parezea extrano, debido a su comportamiento tan 
peculiar, el transito sobre el puente aumento considerablemente. La gente viajaba cien- 
tos de milias en sus vehfculos para disfrutar de la curiosa emotion de transitar sobre 
un puente que se estremecia. El puente fue un gran negocio por un lapso de cuatro meses. 
Conforme pasaban los dias, las autoridades responsables iban adquiriendo mas con- 
fianza acerca de la seguridad del puente, hasta llegar a pensar, incluso, en la cancela- 
tion de su poliza de seguro. 

Aproximadamente a las 7 de la manana del 7 de noviembre de 1940, el puente comen- 
zo a vibrar en forma persistente durante tres horas. Algunas partes de la construction 
presentaban movimientos verticales de hasta 1 m (o 3 pie). Alrededor de las 10 de la 
manana algo parecio dispararse y el puente comenzo a oscilar con furia. En un mismo 
instante una parte de la superficie del puente se encontraba mas de 8 m mas alto que 
otra; en el momento siguiente, la primera se encontraba mas de 8 m por abajo de la 
segunda. A las 10:30 de la manana el puente empezo a crujir, antes de derrumbarse 
finalmente a las 11:10 de la manana. Por fortuna, solo se encontraba un automovil sobre 
el puente en el momento del siniestro. Era el del reportero de un periodico local que 
tuvo que abandonar el vehfculo con su unico ocupante, un perro mascota, al momento 
en que el puente iniciara sus violentas sacudidas. Aunque con algunas lesiones, el repor- 
tero logro alcanzar un lugar seguro, arrastrandose de rodillas y asiendose fuertemente 
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a la guarnicion del puente. Su perro y el automovil cayeron al vacfo junto con la estruc- 
trua. Esa fue la unica vida que cobro el desastre. 

Hubieron muchos incidentes ironicos y humorfsticos relacionados con el colapso 
del puente de Tacoma. Cuando empezo a vibrar violentamente, las autoridades notifi- 
caron al profesor F.B. Farquharson, de la Universidad de Washington. Dicho investi- 
gador habia realizado muchas simulaciones con un modelo del puente y aseguraba a 
todos que se trataba de un sistema estable. El profesor fue la ultima persona en aban- 
donar el puente. Incluso cuando la estructura oscilaba mas de 8 m hacia arriba y hacia 
abajo, el se hallaba realizando observaciones cientificas, probablemente sin percatarse 
del colapso inminente de la estructura. Cuando los movimientos incrementaron su vio- 
lencia, el profesor se dirigio a un lugar seguro, siguiendo cientificamente la linea amari- 
11a que se encontraba en el centro del camino. El fue una de las personas que mas se 
sorprendieron cuando la estructura cayo al agua. 

Una de las polizas de seguro que amparaban al puente habia sido suscrita por un 
agente viajero local, quien se embolso el dinero de la prima y no reporto la poliza por 
800000 dolares a su compama. Al recibir, mas adelante, su sentencia, senalo ironica- 
mente que su fraude no hubiera sido descubierto nunca de haber aguantado el puente 
una semana mas, ya que las autoridades que controlaban este, tenian pensado cancelar 
todas las polizas de seguro. 

Cerca del puente se encontraba un gran anuncio de un banco local, con la frase: 
“Tan seguro como el puente de Tacoma”. Inmediatamente despues del coipaso, varios 
empleados del banco se apresuraron a quitar el rotulo. 

Despues del derrumbe del puente de Tacoma, el gobernador del estado pronuncio 
un discurso muy emotivo en el cual declaro: “Volveremos a construir exactamente el 
mismo puente, y de la misma manera que antes”. Al escucharlo el famoso ingeniero 
von Karman envio al citado gobernador un telegrama que decia: “Si construyen exac- 
tamente el mismo puente, y exactamente de la misma manera que antes, entonces se 
desplomara exactamente en el mismo rfo, y exactamente del mismo modo que antes”. 

El colapso del puente de Tacoma se debio a un fenomeno aerodinamico conocido 
como golpeteo vibrante , el cual puede explicarse brevemente de la siguiente manera. 
Si se tiene un obstaculo frente a una corriente de aire o Hquido, entonces se forma una 
“cauda de vortices” despues del obstaculo. Dichos remolinos fluyen con una periodici- 
dad determinada que depende de la forma y el tamano de la estructura, asi como de 
la velocidad de la corriente (Fig. 1). Debido a que los vortices se separan en forma alter- 
nada hacia cada uno de los lados del obstaculo, este se ve afectado por una fuerza perio- 
dica perpendicular a la direccion de la corriente y de una magnitud igual a F 0 cosw/. 
El coeficiente F 0 depende de la forma de la estructura. Cuanto menos “aerodinami- 
ca” sea esta, tanto mayor sera el coeficiente F 0 y, por lo tanto, la amplitud de la fuer- 
za. Por ejemplo, el flujo de aire alrededor de un ala de avion con angulo de ataque 
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pequeno es muy regular, de modo que la cauda de vortices no esta bien definida y el 
coeficiente F 0 es muy pequeno. La estructura nada aerodinamica de la suspension de 
un puente es otra cosa, y es de esperar que actue una fuerza de mayor amplitud. Asi 
pues, una estructura suspendida en una corriente de aire sufre los efectos de dicha fuer- 
za y pasa, por lo tanto, a un estado de vibraciones forzadas. El grado de peligrosidad 
del movimiento, dependera de lo cerca que se encuentre la frecuencia natural del siste- 
ma de la frecuencia respecto de la fuerza externa (recuerdese que los puentes estan hechos 
de acero, un material altamente elastico). Si las dos frecuencias coinciden, se presenta 
el fenomeno de resonancia y las oscilaciones destruiran el sistema, si este no esta sufi- 
cientemente amortiguado. Ya se ha visto el tipo de oscilaciones que fueron las respon- 
sables del colapso del puente de Tacoma. Tambien se ha observado resonancia produ- 
cida por la separacion de los vortices en las chimeneas industrials de acero y en los 
periscopios de submarinos. 

El fenomeno de resonancia fue tambien responsable del colapso del puente colgan- 
te de Broughton, cerca de Manchester, Inglaterra, en el aho de 1831. El derrumbe ocu- 
rrio cuando una formation de soldados marchaba con impetu sobre el puente, aplican- 
do una fuerza periodica de amplitud bastantc grande. La frecuencia de dicha fuerza 
resulto ser igual a la frecuencia natural del puente, y se indujeron grandes oscilaciones 
que llevaron al puente al colapso. Esa es la razon por la cual ahora todos los soldados 
interrumpen la cadencia del paso al cruzar sobre un puente. 

EPILOGO. El padre de uno de mis alumnos es un ingeniero que trabajo en la construc- 
tion del puente Bronx Whitestone, en la ciudad de Nueva York. El me informo que 
los pianos de este puente eran muy similares a los del de Tacoma. Inmediatamente des- 
pues del colapso del puente de Tacoma, los pianos fueron modificados inmediatamente. 


2.6.2. Redes electricas 

Ahora se analizara brevemente un circuito electrico simple, en serie, como el que apare- 
ce en la Figura 1 . El simbolo E representa la tension de una fuente de fuerza electromo- 
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FlGURA I. Un circuito simple en serie 
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triz. Puede tratarse de una bateria o de un generador que produce una diferencia de 
potencial electrico (en volts), que hace fluir por el circuito una corriente /(en amperes) 
cuando se cierra el interruptor 5. El simbolo R (un resistor) representa una resistencia 
al flujo, como la que se produce en una lampara incandescente o en un tostador. A1 
pasar la corriente a traves de una bobina L se produce un campo magnetico que se opo- 
ne a cualquier cambio en la corriente que circula a traves de ella. El cambio en el voltaje 
inducido en la bobina es proporcional a la rapidez de variacion de la corriente, y la 
constante de proporcionalidad se conoce como la inductancia L del citado elemento. 
Un capacitor C consiste normalmente en dos placas metalicas separadas por un mate- 
rial aislante que permite un flujo pequeno de corriente. Un capacitor tiene el efecto de 
detener el flujo de corriente cuando alguna de las placas se carga. 

Sea Q{() la carga del capacitor en el tiempo /. Para obtener una ecuacion diferen- 
cial que se cumpla para Q(t) se usara la siguiente informacion: 


Segunda Ley de Kirchoff. En un circuito cerrado, la tension aplicada es igual a la suma 
de las caidas de potencial en cada uno de los componentes del circuito. 

Ahora bien: 

(i) La caida de tension (en volts) a traves de una resistencia de R ohms es igual 
a RI (ley de Ohm). 

(ii) La caida a traves de una inductancia de L henrys es igual a L(dl/dt). 

(iii) La caida a traves de una capacitancia de C farads es igual a Q/C . 


Por lo tanto, 


dl Q 

£(0 = L § + 


y, dado que /(/) = dQ(t)/dt, se ve que 

d 2 0 dQ 0 

L ^r + *^ + §- £ <'>- 


(i) 


Notese la semejanza de la ecuacion (1) con la ecuacion de una masa en vibration. Entre 
las semejanzas de los circuitos electricos con las vibraciones mecanicas se tiene la pro- 
piedad de resonancia. Sin embargo, contrariamente a lo que pasa en los sistemas meca- 
nicos, la resonancia tiene aplicaciones deseables en los sistemas electricos. Por ejemplo, 
la perilla de sintonia de un radio se utiliza para variar la capacitancia en el circuito res- 
pective. De tal modo se cambia la frecuencia de resonancia (Ejercicio 13 de la Section 
2.6) hasta que coincide con la frecuencia de alguna de las senales de radio que se estan 
recibiendo. La amplitud de la corriente producida por dicha serial sera mucho mayor 
que la de otras senales. De esta manera, el circuito de sintonia selecciona la estacion 
deseada. 


ejercicios 


1. Suponga que en un circuito simple en serie no hay resistencia ni se ha aplicado ten- 
sion. Demuestre que la carga Q en el capacitor es periodica en el tiempo con fre- 
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cuencia oj 0 = VT/LC. La cantidad \f \/LC se conoce como frecuencia natural del 
circuito. 

2. Suponga que esta abierto un circuito simple en serie que consta de un inductor, 
un resistor y un capacitor, y que hay una carga inicial de Q 0 = 1(T 8 coulombs (C) 
en ei capacitor. Haile la carga en el capacitor y la corriente que fluye en el circuito, 
despues de que el interruptor se cierra en cada uno de los siguientes casos. 

(a) L = 0.5 henrys, c = 10" 3 farads, R = 1000 ohms. 

(b) L = 1 henrys, c = 10 -4 farads, R = 200 ohms. 

(c) L - 2 henrys, c = 10~ 6 farads, R = 2000 ohms. 


3. Un circuito simple en serie tiene un inductor de 1 henry (H), un capacitor de 10“ 6 
farads (F) y un resistor de 1000 ohms (fi). La carga inicial del capacitor es cero. 
si se conecta el circuito a una bateria de 12 volts (V) y se cierra su interruptor en 
el tiempo t = 0, halle la carga del capacitor un segundo mas tarde, y tambien la 
carga de estado estacionario. 

4. Un capacitor de 10~ 3 F esta en serie con una tension aplicada de 12 V y con un 
inductor de 1 H. En el tiempo t - 0, tanto Q como I son cero. 

(a) Calcule la frecuencia natural y el periodo de las oscilaciones electricas. 

(b) Halle la carga maxima del capacitor y la corriente maxima que fluye en el cir- 
cuito. 


5. Demuestre que si no hay resistencia en un circuito y si la tension que se aplica es 

de la for ma E 0 se n a*/, entonces la carga en el capacitor sera no acotada para / °° 

si gj = vl/LC. Este es el fenomeno de resonancia. 

6. Considere la ecuacion diferencial 


LQ + RQ + = £ 0 cosu?/. 


Es posible obtener una solucion particular \P(t) de (i) como la parte real de una 
solucion particular 0(t) de 


LQ+RQ+^ = E 0 e iu '. (n) 

(a) Demuestre que 

'<^>(0 = r — 

(b) La cantidad Z = R + /(coL - 1 /cj C) se conoce como impedancia compleja 
del circuito. El reciproco de Z es conocido como admitancia, y a las partes 
real e irnaginaria de 1/Z se la llama conductancia y susceptancia. Determine 
la admitancia, la conductancia y la susceptancia de dicho circuito. 

7. Considere un circuito simple en serie con valores dados de L, R y C, y una tension 
loosen ojt. ^Para que valores de cj sera maxima la corriente de estado estacionario? 
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2.7 Un modelo para la deteccion de la diabetes 


La diabetes mellitus es un trastorno del metabolismo que se caracteriza por el exceso 
de azucar tanto en la sangre como en la orina. Un cuerpo con diabetes es incapaz de 
consumir Ios azucares, almidones y carbohidratos debido a una insuficiencia en la can- 
tidad de insulina disponible. La diabetes se diagnostica usualmente por medio de una 
prueba de tolerancia a la glucosa (PTG). Para dicha prueba, el paciente se presenta des- 
pues de un ayuno de toda la noche y recibe una dosis grande de glucosa (azucar en la 
forma en que aparece normalmente en la corriente sanguinea). Se realizan mediciones 
durante las siguientes tres a cinco horas para determinar la concentracion de glucosa 
en la sangre de la persona. Dichas mediciones sirven para el diagnostico de diabetes. 
Una seria dificultad que tiene que ver con este metodo de diagnosis es la falta de crite- 
rios universalmente aceptados para la interpretation de los resultados de la prueba de 
tolerancia a la glucosa. Tres medicos que interpreten los resultados de una PTG pueden 
dar tres diagnostics diferentes. Recientemente un medico de la region de Rhode Island 
diagnostico un caso de diabetes tras haber revisado los resultados de una PTG. Un segun- 
do medico declaro que se trataba de una persona sana. Para aclarar las dudas, se envia- 
ron los resultados de la PTG a un especialista de Boston. Despues de examinar los resul- 
tados el especialista concluyo que el paciente tenia un tumor en la pituitaria. 

A mediados de la decada de 1960, los doctores Rosevear y Molnar de la Clinica 
Mayo, y Ackerman y Gatewood de la Universidad de Minnesota, descubrieron un cri- 
terio bastante confiable para interpretar los resultados de una PTG. Su descubrimiento 
surgio de un modelo muy sencillo que desarrollaron para el sistema regulatorio de la 
glucosa en la sangre. Dicho modelo se basa en los siguientes principios sencillos y bien 
conocidos de biologia elemental. 

1. La glucosa desempeha un papel importante en el metabolismo de todos los ver- 
tebrados, ya que es una fuente de energia para todos los organos y tejidos. En cada 
individuo hay una concentracion glucosica optima en la sangre, y una desviacion exce- 
siva de dicho valor optimo lleva a condiciones patologicas severas y, potencialmente, 
incluso a la muerte. 

2. Los niveles de glucosa en la sangre tienden a constituir un proceso autorregula- 
do, aunque tambien influye en ellos una gran variedad de hormonas y otros metaboli- 
tos. Entre ellos se encuentran los siguientes: 

(i) Insulina . Hormona secretada por las celulas (3 del pancreas. Despues de haber 
ingerido carbohidratos en alguna forma, el tracto gastrointestinal envfa un mensaje al 
pancreas para secretar mas insulina. Ademas, la glucosa que esta en nuestro cuerpo esti- 
mula directamente las celulas (3 del pancreas para que secrete insulina. Se cree que la 
insulina ayuda a que los tejidos reciban la glucosa fijandola en las membranas celulares 
impermeables y permitiendo asi que la glucosa pase a traves de la membrana hacia el 
centro de la celula, lugar donde se lievan a cabo la mayor parte de los procesos quimi- 
cos y biologicos. Sin la insulina necesaria el cuerpo no puede proveerse de la energia 
requerida. 

(ii) Glucagon . Hormona secretada por las celulas a del pancreas. Cualquier exceso 
de glucosa se almacena en el higado en forma de glucogeno. Cuando hace falta, esta 
sustancia se transforma nuevamente en glucosa. La hormona glucagon aumenta la tasa 
de degradation de glucogeno en glucosa. La evidencia acumulada hasta ahora indica 
que, tanto la hipoglucemia (bajo nivel de azucar en la sangre) como el ayuno, promue- 
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ven la secrecion de glucagon, mientras que un alto nivel de glucosa en la sangre inte- 
rrumple su secrecion. 

(iii) Epinefrina (adrenalina). Hormona secretada por la medula adrenal. La epine- 
frina es parte de los mecanismos de emergencia para incrementar rapidamente la con- 
centration de glucosa en la sangre en momentos de hipoglucemia extrema. A1 igual 
que el glucagon, la epinefrina acrecienta la tasa de degradation de glucagon en glucosa. 
Ademas inhibe la asimilacion de glucosa por parte de los tejidos musculares; actua direc- 
tamente sobre el pancreas para inhibir la secrecion de insulina, y ayuda a la conversion 
de lactasa a glucosa en el higado. 

(iv) Glucocorticoides. Hormonas como el cortisol que son secretadas por la corte- 
za adrenal. Los glucocorticoides desempenan un papel muy importante en el metabolis- 
mo de los carbohidratos. 

(v) Tiroxina. Hormona secretada por la glandula tiroides. Esta hormona ayuda al 
higado a formar glucosa a partir de fuentes distintas a los carbohidratos, tales como 
glicerol, lactasa y aminoacidos. 

(vi) Hormona del crecimiento (somatotropina). Hormona secretada por la glandula 
pituitaria en la region denominada anterior. La hormona de crecimiento no solo afecta 
directamente a los niveles de glucosa, sino que tambien tiende a bloquear a la insulina. 
Se cree que la hormona de crecimiento disminuye la sensibilidad de los musculos y las 
membranas adiposas a la insulina, reduciendo asi la efectividad de esta para aumentar 
la captation de glucosa. 

El objetivo de Ackerman y su equipo era construir un modelo que describiera con 
precision el sistema regulador de la glucosa en la sangre durante una prueba de toleran- 
cia a la glucosa, y en el cual uno o dos parametros suministraron information, para 
distrnguir entre individuos sanos, casos leves de diabetes y prediabetes. Su modelo es 
muy simple y requiere solamente un numero limitado de muestras de sangre durante 
una PTG. La atencion se centra en dos concentraciones, la de glucosa en la sangre, 
denotada por G y la concentracion hormonal de la red, denotada por H. Esta ultima 
se entiende como el efecto acumulado de todas las hormonas pertinentes. Hormonas 
como la insulina, que abaten las concentraciones de glucosa en la sangre, se consideran 
hormonas que incrementan //, mientras que las que intensifican la concentracion de 
glucosa, como el cortisol, se consideran hormonas que hacen disminuir H. Hay dos razo- 
nes por las cuales un modelo simplificado puede todavia constituir una description pre- 
cisa del sistema regulador de glucosa en la sangre. Primeramente, algunos estudios han 
demostrado que en condiciones normales, o cercana s a ellas, la interaction de una sola 
hormona, la insulina por ejemplo, con la glucosa de la sangre predomina de tal manera 
que el uso de un modelo simple con parametro globalizado es muy adecuado. Ademas, 
hay evidencia de que la normoglicemia no necesariamente depende de la normalidad 
de cada uno de los mecanismos cineticos del sistema regulador de la glucosa en la san- 
gre. Mas bien, depende de como responde el conjunto del sistema regulador de glucosa 
en la sangre y de si dicho sistema esta dominado por las interacciones insulina-glucosa. 

El modelo basico se describe con las siguientes ecuaciones 

^■ = F l (G > H) + J(t) (1) 

4£ = F 2 (G,H). (2) 

La dependencia de F { y F 2 , con respecto a G y H significa que los cambios en G y 
en H estan determinados por los valores tanto de G como de H. La funcion 7(0 es la 
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rapidez externa a la cual aumenta la concentracion de glucosa en la sangre. Ahora bien, 
supongase que al llegar el paciente en ayunas al hospital, Gy// han alcanzado valores 
optimos G 0 y H 0 . Eso implica que F, (G 0 , H 0 ) = 0 y que F 2 (g 0 , H 0 ) = 0. Dado que 
interesan las desviaciones de los valores de G y H respecto de los valores optimos, se 
hace la siguiente sustitucion 

g = G — G 0 , h = H - H 0 . 


Entonces 


f = F { (G 0 + g,H 0 +h) + J(t), 
% = F 2 (G 0 + g,H 0 +h). 


Ahora observese que 

F l (G 0 + g,H 0 + h) = F l (G 0 ,H 0 )+ ^ g+ ^ h + e , 


dH 


F 2 (G 0 + g,H 0 +h) = F 2 (G 0 ,H 0 ) + 


dF 2 {G 0 ,H 0 ) 3 F 2 (G 0 ,H 0 ) 

3C * + 3 H * + 


donde e x y e 2 son muy pequenas comparadas con g y h. Por lo tanto, suponiendo que 
G y H no difieren mucho de G 0 y H 0 y, por consiguiente, omitiendo los terminos 
y se ve que 


dg 

dt 


ZF X (G 0 ,H 0 ) 3 F l (G 0 ,H 0 ) i 

g+ ^ h + J(t) 


3C 


dh dF 2 (G 0 , H 0 ) 3 F 2 (G 0 ,H 0 ) 

* = — 3c — a h — h 


(3) 

(4) 


Ahora bien, a priori no es claro como determinar los numeros 

3 F { (G 0 ,H 0 ) 3 F { (G q ,H 0 ) 3 F 2 (G 0 ,H 0 ) 3 F 2 (G 0 ,H 0 ) 

3C ’ dH ’ 3C y 3// 


Sin embargo, es posible determinar sus signos. Al referirse a la Figura 1 se ve que dg/dt 
es negativo para g > 0 y h - 0, ya que la concentracion de glucosa en la sangre dismi- 
nuira debido a la acumulacion de tal sustancia en los tejidos, asi como al almacena- 
miento en el higado de un exceso de glucosa en forma de glucogeno. Como consecuen- 
cia 0F|(G o , H 0 )/dG debe ser negativa. De manera similar, dF\(G 0t H 0 )/dH es 
negativa, ya que un valor positivo de h tiende a disminuir los niveles de glucosa en la 
sangre, lo que facilita la asimilacion de la misma por parte de los tejidos e incrementa 
la tasa con la que la glucosa se convierte en glucogeno. El numero dF 2 (G 0 , H 0 )/dG 
debe ser positivo, ya que un valor positivo de g lleva a las glandulas endocrinas a secre- 
tar aquellas hormonas que tienden a incrementar H. Por ultimo, dF 2 (G Qy H 0 )/dH 
debe ser negativa, ya que la concentracion de hormonas en la sangre decrece mediante 
el metabolismo hormonal. 

Asi pues, las ecuaciones (3) y (4) pueden escribirse en la forma 

~ = - m^g- m 2 h + J {t) (5) 

^T= ~m 3 h + m A g 


( 6 ) 
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FlGURA 1. Modelo simplificado de! sistema regulador de la glucosa en la sangre 


donde m x , m 2 , y m 4 son constantes positivas. Las ecuaciones (5) y (6) son dos ecua- 
ciones de primer orden para gy h. Sin embargo, dado que se mide unicamente la con- 
centration de glucosa en la sangre, seria deseable eliminar la variable h. Eso se puede 
hacer de la siguiente manera: derivando (5) con respecto a t se obtiene 


dh 

dt 2 


dg 

— m 
1 dt 


2 


dh 

dt 


+ 


d£ 
dt * 


Sustituyendo dh/dt a partir de (6) se tiene 




dJ_ 
dt ’ 


( 7 ) 


Observese ahora que a partir de (5) se obtiene que m 2 h = (- dg/dt ) - m,g + J(t). Por 
lo tanto, g(t) satisface la siguiente ecuacion diferencial lineal de segundo orden 


dh 

dt 2 


+ (m, + m 3 )^ +(m,OT 3 + /n 2 m 4 )g = /njy+ ~ 


Esta ecuacion puede reescribirse de la siguiente forma: 


d*2 dz 

^f + 2 a-£+ a lg-S(t) (8) 

donde a = (m, + m 3 )/2, ojq = mjm 3 + m 2 m A y S{t) = m } J + dJ/dt. 

Notese que el segundo miembro de (8) es identico a cero» excepto por un corto inter- 
valo de tiempo en el que se ingiere la dosis de glucosa. En la Seccion 2. 12 se vera como 
se maneja ese tipo de funciones. Para los propositos del analisis, supongase que / = 
0 es el tiempo en el cual la dosis de glucosa se ingirio completamente. Entonces, para 
/ > 0, g(t) satisface la siguiente ecuacion lineal homogenea de segundo orden 
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Esta ecuacion tiene coeficientes positivos. Por tanto, a partir del analisis de la Seccion 
2.6 (y el Ejercicio 8 de la Seccion 2.2.2), g(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito. 
As i pues, el modelo ciertamente concuerda con la realidad al predecir que las concen- 
traciones de glucosa tienden a regresar en algun momento a sus niveles optimos. 

Las soluciones g(t) de (9) son de tres tipos, dependiendo de si a 2 - uq es positivo, 
negativo o igual a cero. Por supuesto que estos tres tipos corresponden a los casos de 
oscilaciones sobreamortiguadas, criticamente amortiguadas y subamortiguadas que se 
estudiaron en la Seccion 2.6. Para el siguiente analisis se supondra que a 2 - cjq es nega- 
tivo; los otros dos casos pueden analizarse en forma similar. Si a 2 - a>5 < 0, entonces 
la ecuacion caracteristica de (9) tiene rafces complejas. En este caso puede verificarse 
facilmente (Ejercicio 1) que cualquier solucion g(t) de (9) es del tipo 

g(t) = Ae~ a/ cos(tot — S ), cj 2 — cOq a 2 . (10) 

Por lo tanto, 

G (f) = Gq + /4e~ a/ cos(<o/ — 8 ). (II) 

En la ecuacion (1 1) hay cinco incognitas G 0 , A, a, u 0 y 6. Una manera de determinar- 
las es la siguiente: La concentracion de glucosa en la sangre del paciente un momento 
antes de recibir la dosis de glucosa es G 0 . Por ello, es posible determinar G 0 midiendo 
la concentracion de glucosa en la sangre del individuo inmediatamente despues de su 
Ilegada a la clinica. Ademas, si se toman cuatro mediciones adicionales Gj , G 2 , G 3 y 
G 4 de la concentracion de glucosa en la sangre del paciente en los tiempos , / 2 , / 3 y 
/ 4 , es posible determinar A, a, y 5, a partir de las cuatro ecuaciones siguientes: 

Gj = G 0 +Ae~ at ' cos(atj - S ), j - 1 , 2, 3, 4. 

Un metodo mejor para determinar G 0 , A, a, a) 0 y S es tomar n mediciones Gj , G 2 , . . ., 
G n de la concentracion de glucosa en la sangre del paciente en los tiempos , t 2 , 
t n . Un valor caracteristico de n es de 6 6 7. Despues se encuentran valores optimos para 
G () , A t a, a; 0 y 6, de modo que se minimice el error de minimos cuadrados 

n 

E = ^ [ Gj - G 0 — Ae~ a,j cos(ictj— 5 ) j 2 
j - 1 

El problema de minimizar E puede resolverse en una computadora digital, y Ackerman 
y su grupo (vease la referencia al final de la seccion) ofrecen un programa en Fortran 
para determinar los valores optimos para G 0 , A f a, w 0 Y 5. Este metodo es preferible 
al primero, ya que la ecuacion (11) es solamente una formula aproximada para G(t). 
Consecuentemente, es posible encontrar valores G 0i A t a, uq y 6, tales que satisfagan 
exactamente la ecuacion (11) en cuatro puntos t { , t 2f y r 4 , pero son una mala apro- 
ximacion de los datos para otros valores del tiempo. El segundo metodo ofrece, en gene- 
ral, una mejor aproximacion de los datos en el intervalo completo, ya que implica mas 
mediciones. 

Ackerman y su grupo observaron en un gran numero de experimentos que un peque- 
no error de medicion en G podia producir un error muy grande en a. Por ello no es 
confiable cualquier criterio de diagnosis de diabetes que involucre al parametro a. Sin 
embargo, el parametro o; 0 , es decir, la frecuencia natural del sistema, fue relativamen- 
te insensible a errores experimentales en las mediciones de G. Asi pues, puede conside- 
rate a cj 0 como el descriptor basico de la respuesta a una prueba de tolerancia a la glu- 
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cosa o PTG. Para los fines del analisis, es mas conveniente usar el periodo natural 
correspondiente T 0 = 27r/u>o. El hecho importante es que los datos obtenidos de un 
gran numero de fuentes indican que un valor de menos de cuatro koras para T 0 indica 
normalidad , mientras que un valor apreciablemente mayor de cuatro koras implica dia- 
betes leve. 


OBSERVACION 1. En nuestra cultura, el periodo usual entre tomas de alimentos es 
de aproximadamente de 4 horas. Esto hace interesante y posible que algunos factores 
sociologies puedan desempenar tambien un papel importante en el sistema regulador 
de la glucosa en la sangre. 


OBSERVACION 2. Es importante insistir en que el modelo descrito puede ser usado 
solo para diagnosticar casos leves de diabetes o casos de prediabetes, pues se supuso 
en el analisis que era pequena la desviacion g que presentaba G con respecto a su valor 
optimo G 0 . Desviaciones grandes de G con respecto a G 0 indican normalmente casos 
severos de diabetes, o de diabetes insipidus , la cual es un trastorno del lobulo posterior 
de la glandula pituitaria. 

Un grave inconveniente que tiene el modelo simplificado es que en ocasiones no 
se ajusta bien a los valores obtenidos en el periodo de tres a cinco horas despues de 
la ingestion de la dosis de glucosa. Esto indica, por supuesto, que algunas variables como 
la epinefrina y el glucagon desempenan un papel importante en ese tiempo, de modo 
que dichas variables deberfan ser incluidas por separado en el modelo, y no globaliza- 
das junto con la insulina. De hecho, la evidencia indica que los niveles de epinefrina 
pueden aumentar fuertemente durante la fase de recuperation de la respuesta a la PTG, 
una vez que los niveles de glucosa disminuyen mas alia de los niveles en el periodo de 
ayuno. Esto tambien puede verse directamente de la ecuacion (9). Si a 2 - w o > 0» 
entonces g{t) puede tener la forma que se muestra en la Figura 2. Notese que g(0 des- 
ciende muy rapidamente desde un valor bastante grande hasta tomar valores negativos. 
Por ello, es posible que el cuerpo interprete la situation como emergencia y secrete enton- 
ces grandes cantidades de epinefrina. 



FlGURA 2. Grafica de g(t) si a 2 - a> 2 0 > 0. 
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Los investigadores medicos reconocieron desde h'ace mucho la necesidad de incluir 
a la epinefrina como una variable, por si sola, en cualquier modelo del sistema regula- 
dor de glucosa en la sangre. Sin embargo, se vieron frenados por el hecho de que no 
habia metodos confiables para medir la concentracion de epinefrina en el fluido san- 
guineo, asi que, para fines practicos, suponian que el nivel de dicha sustancia permane- 
cia constante durante una prueba de tolerancia a la glucosa. El autor fue informado 
recientemente de que algunos investigadores del Rhode Island Hospital han estructura- 
do un metodo preciso para medir la concentracion de epinefrina en la sangre. De modo 
que sera posible en un futuro inmediato desarrollar y probar modelos mas extensos del 
sistema regulador de glucosa en la sangre. Ojala que esto lleve a criterios mas confia- 
bles para el diagnostico de la diabetes. 
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EJERCICIOS 

1. Deduzca la ecuacion (10). 

2. Un paciente que llego al hospital despues de una noche de ayuno presenta una con- 
centracion de glucosa en la sangre de 70 mg/100 ml (miligramos de glucosa por 100 
mililitros de sangre). Sus concentraciones glucosicas en la sangre 1 , 2 y 3 horas des- 
pues de haber ingerido una cantidad grande de glucosa son 96, 65 y 75 mg/ 100 ml, 
respectivamente. Demuestre que el paciente es una persona sana. Sugerencia: En 
el caso subamortiguado, el intervalo de tiempo entre dos ceros sucesivos de G - 
C 0 es mayor que un medio del periodo natural. 

Segun un famoso especialista en diabetes, las concentraciones de glucosa en la sangre 
de un paciente no diabetico que ingirio una gran cantidad de glucosa se encontraron 
en los niveles de ayuno, o mas bajos, en un maximo de 2 horas. Los Ejercicios 3 y 4 
comparan sus diagnosticos con los de Ackerman y su grupo. 

3. Inmediatamente despues de haber absorbido por completo una gran cantidad de 
glucosa, la desviacion g(t) del nivel de glucosa en la sangre de un paciente con res- 
pecto a la concentracion optima, satisface la ecuacion diferencial (< d 2 g/dt 2 ) + 
2a (dg/dt) + a 2 g = 0. El tiempo se mide en minutos, de modo que la unidad de 
a es el inverso de minuto. Demuestre que el paciente es normal de acuerdo con 
Ackerman y su grupo, si a > 7r/120(min), y que el paciente es normal segun el 
famoso especialista si 


g'(0)< -(ts + «)«(0)- 
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4. La concenctracion de glucosa en la sangre de un paciente, despues de haber absor- 
bido por completo una gran cantidad de glucosa, satisface el problema de valor 
inicial 

d 2 G ( 1 dG ( 1 

dt 1 20 (min) dt 2500 (min) 2 

= r75 mg gluc./lOO ml sang. 

2500 (min) 

(7(0) = 150 mg gluc./lOO ml sang. 

<7'(0) = - «<7 (0)/(min); a > ^ 

La concentration optima del paciente es de 75 mg gluc./lOO ml sangre. Muestre 
que dicho paciente es diabetico de acuerdo con Ackerman y su grupo, pero normal 
segiin el famoso especialista. 


2.8 Soluciones en series 


Se retoma ahora la ecuacion lineal homogenea general de segundo orden 

L[y]-P(0^ + Q(0% + R(‘)y= o (l) 

con P(t) diferente de cero en el intervalo a < t < 0. En la Seccion 2.1 se mostro que 
toda solucion .y(r) de (1) puede escribirse en la forma ^(0 = + c 2 y 2 ( 0 , donde 

y i(0 y y 2 ( 0 son dos soluciones linealmente independientes de (1). Asi pues, el proble- 
ma de hallar todas las soluciones de (1) se reduce al problema de encontrar solamente 
dos soluciones. En la Seccion 2.2 se trato el caso especial donde P>Qy R son constan- 
tes. El siguiente caso mas simple es cuando P(0, 0(0 y R(t) son polinomios en t. Por 
lo tanto, la forma de la ecuacion diferencial indica que se trata de una solucion polino- 
mial y{t) de (1). Si y(t) es un polinomio en t 9 entonces las tres funciones P(t)y"(t) 9 
Q(t)y\t) y R(t)y(t) son tambien polinomios en t. A si pues, es posible determinar en 
principio una solucion polinomial y(t) de (1), igualando a cero la suma de los coeficien- 
tes de las potencias iguales de t en la expresion L [y]t. En el siguiente ejemplo se ilustra 
el metodo. 


Ejemplo i Encontrar dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion 


L [y) 


€l 

dt r 2 


dy 

-2,f-2,=0. 


( 2 ) 


Soluci6n. Se tratard de hallar dos soluciones polinomiales de (2). Ahora bien, no 
es evidente de antemano cual deba ser el grado de las soluciones polinomiales de (2). 



182 


CAPiTULO 2 • ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN 


Ni siquiera es claro que pueda resolverse el problema con un polinomio de grado finito. 
Por ello se propone 

5C 

y(t) = a 0 +a { t + a 2 t 2 + ... = *2 a n t n . 

n — 0 

Derivando 

% = a l + 2a 2 t + 3a 3 t 2 + ... = 2 na n r~' 

ai n-0 


y 


d 2 y 

— - = la 2 + 6 a,t + ... = 
dt 2 


2 n{n-\)a„t " 2 , 


n-0 


de donde y(t) es solution de (2) si 

^[y](0= 2 n(n-\)a n t n ~ 2 -2t 2 na n t n ~'-2 2 a a t* 

n — 0 n — 0 n — 0 

= 2 n(n-\)a n t n ~ 1 -2 2 na n r ~ 2 2 = ( 3 ) 

n -0 n — 0 n-0 

El paso siguiente es escribir los terminos de la primera sumatoria en (3) de modo 
que el exponente del termino general sea n y no n - 2. Esto se hace sumando 2 a las 
n en la sumatoria, y restando 2 ai limite inferior, es decir, 


2 n{n-\)a„f- 2 = § (« + 2)(i. + 

n -0 n - - 2 

(Esto se puede comprobar escribiendo los primeros terminos de cada una de las dos 
sumatorias. Una demostracion mas rigurosa es hacer m = n - 2. Cuando n es cero, 
m es -2, y cuando n es infinito, m es tambien infinito. Por lo tanto, 


2 n{n~ \)a n t n 2 = 2 (m + 2)(m + \ )a m+2 t m , 

n — U m — — 2 

y dado que m es una variable ficticia o muda, se puede sustituir por n. Mas aun, obser- 
vese que la contribution de esta suma desde n = -2 y n = -1 es cero, ya que el factor 
(n + )(n + 1) es igual a cero en ambos casos. Por lo tanto, 

2 n(n-l)a n t n - 2 = § (« + 2)(« + l)a Jt+2 /" 

n-0 n-0 

y puede escribirse (3) en la forma 

2 (n + 2)(n+l)a„ +2 r-2 2 na m t"- 2 f 0. (4) 

n-0 n-0 n-0 

Igualando a cero la suma de los coeficientes de las potencias iguales de t en (4) se obtiene 

(n + 2)(n+ \)a n + 2 -2na„-2a n =0 
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de modo que 

2(«+lK _ 2a„ 

an+2 (n + 2)(n+I) « + 2 - 

La ecuacion (5) es una formula de recurrencia para los coeficientes a 0 , cr, , a 2 , a 3 , 

El coeficiente a n determina al coeficiente a n + 2 . Asi pues, a 0 determina a 2 con la rela- 
cion a 2 = 2a 0 /2 = a 0 ; a 2y a su vez, determina a 4 mediante la relacion 2a 2 (2 + 2) = 
(7q/2; y asi sucesivamente. De manera similar, a { determina a } por medio de la relacion 
a 3 = 2^/(2 + 1) = 2a x /Z\ a }y a su vez, determina a 5 por la relacion a 5 = 
2a } /(3 + 2) = 4crj/3 * 5; y asi sucesivamente. Por lo tanto, todos los coeficientes que- 
dan determinados de manera unica, una vez que se asignen valores para a Q y a { . Los 
valores de a 0 y son completamente arbitrarios. Sin embargo, eso era de esperar, ya 
que si 

y(t) = a 0 + a l t + a 2 t 2 + ... 

entonces los valores de y y y' en t = 0 son a Q y a x , respectivamente. Asi pues, los coe- 
ficientes a 0 y seran arbitrarios hasta el momento en que se especifiquen condiciones 
iniciales para y. 

Para encontrar dos soluciones de (2), se eiigen dos valores diferentes para a 0 y a x . 
Las elecciones mas sencillas son (i) a 0 = 1, a { = 0, y (ii) a 0 = 0 y a| = 1. 

(i) # i = 0. 

En este caso todos los coeficientes impares a { , a 3i a 5 > ... son iguales a cero, ya que 
a 3 = 2aj/3 = 0, a 5 = 2a 3 /5 = 0, etcetera. Los coeficientes pares se determinan a par- 
tir de las relaciones 


2a 2 i [ 

^2 “0 ’ ^4 ^ ^ ’ ^6 ^ 2 3 ’ 

y asi sucesivamente. Procediendo por induccion, se encuentra que 

1 1 

ain 2 - 3 - •• n n\ ' 

Por lo tanto, 

>' 1 (/) = l + / 2 +^ + ^- + ...=e ,J 

es una solution de (2). 

(ii) a 0 -°> 

En este caso, todos los coeficientes pares son iguales a cero, y los coeficientes impares 
se determinan a partir de las relaciones 

_ 2a \ _ 2 _ 2a 3 _ 2 2 _ 2a s 2 2 2 

^3 2 3 ’ ^3 ^ 53 ’ 7 * 7 5 3 ' 

y asi sucesivamente. Procediendo por induccion, se encuentra que 




2" 

3 * 5 * * • ( 2 * + 1 ) * 
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Asi pues, se tiene que 


2/ 3 2h s 

mq ->+ x + y? + 


2 


2*+ 1 

3-5 - •• (2/i+ I) 


es una segunda solution de (2). 

Observese ahora quej^CO y 72(0 son polinomios de grado infinito, a pesar de que 
los coeficientes P{t) = 1, Q(/) = ~2t y R(t) = -2 son polinomios de grado finito. 
Este tipo de polinomios se conoce como series de potencias. Antes de continuar se repa- 
saran, brevemente, algunas de las propiedades de las series de potencias. 


1. Una serie infinita de la forma 

^(f) = a 0 + a,(f-f 0 ) + a 2 (f-/ 0 ) 2 +...= 2 «„('-'<>)" ( 6 ) 

*-0 

se conoce como serie de potencias alrededor de / = / 0 - 

2. Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia. Es decir, existe 
un numero p no negativo tal que la serie infinita (6) converge para | / — / 0 1 < 
p y diverge para |/ - / 0 I > p. El numero p se denomina radio de conver- 
gencia de la serie de potencias. 

3. La serie de potencias (6) puede ser derivada o integrada termino por termino, 
y la serie resultante tiene el mismo intervalo de convergencia. 

4. El rnetodo mas sencillo (si es que es aplicable) para determinar el intervalo 
de convergencia de la serie de potencias (6) es el criterio de Cauchy de la razon. 
Supongase que el valor absoluto de a„+\/a n tiende a un limite X cuando n 
tiende a infinito. Entonces, la serie de potencias (6) converge para | / — / 0 1 < 
1/X y diverge para \t - t 0 \ > 1/X. 

OO CO 

5. El producto de dos series de potencias Ya„(t - t 0 ) n y Yj b„(t - t Q ) n da 

n = 0 n = 0 

OO 

por resultado una serie de potencias de la forma Yjc n {t - t 0 ) n 9 con c n = 

n — 0 

a 0 b n + a { b n -i + ... + a n bo- El cociente 

a 0 + a x t + a 2 t 2 + ... 
b 0 +b x t + b 2 t 2 + ... 

de dos series de potencias es tambien una serie de potencias, para toda b 0 # 0. 


6. Muchas de las funciones /(/) que surgen en las aplicaciones pueden desarro- 
llarse en series de potencias, es decir, es posible encontrar coeficientes a 0 , a x , 
a 1 , ... tales que 

OO 

/(/) = a 0 + a x (f — / 0 ) + a i{t— t Q ) +--- == 2 **/»(* ~ *o) * (^) 

n* 0 


Se dice que estas funciones son analfticas en / = / 0 , y la serie (7) se denomi- 
na serie de Taylor de /alrededor de t = / 0 . Es posible demostrar facilmente 
que si /admite un desarrollo tal, entonces necesariamente a n = f {n \t^)/n\, 
donde f (n \t) = d n f(t)/dt n . 
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7. El intervalo de convergencia de la serie de Taylor de una funcion /(/) alrede- 
dor de t 0 , puede determinarse directamente por medio del criterio de la razon 
de Cauchy y otros metodos similares, o bien, indirectamente por el siguiente 
teorema de analisis complejo. 


Teorema 6. Supongase que la varible t toma valores complejos , y sea Zo 
el punto mas cercano a t 0 para el cual no existe f o alguna de sus derivadas . 
Calculese en el piano complejo la distancia p entre t 0 y Zq. Entonces la serie 
de Taylor de f alrededor de t 0 converge para \t - Z 0 | < p y diverge para 
\t - *ol > P- 


Como ejemplo del Teorema 6, considerese la funcion /(/) = 1/(1 + t 2 ). La serie 
de Taylor de /alrededor de t = 0 es 

_i_ = l-,2 + , 4 -/‘+ 

1-f/ 2 

y dicha serie tiene un radio de convergencia igual a 1. Aunque la funcion (1 + Z 2 ) -1 
esta definida para t real, tiende a infinito cuando t = ±/, y la distancia de cada uno 
de estos puntos en relacion con el origen es igual a 1. 

Una segunda aplicacion del Teorema 6 consiste en que el radio de convergencia de 
la serie de Taylor alrededor de t = 0, del cociente de dos polinomios a(t) y b(t), es 
el valor del menor de los ceros de b(t ). 

Cabe mencionar que no fue realmente necesario suponer que eran polinomios las 
funciones P(Z), Q(l) y R(t) en (1). El metodo que se usa para resolver el Ejemplo 1 
debe poderse aplicar tambien a la ecuacion diferencial mas general 

L[y] = P(t)^ + Q(t)^ + R(t)y=0 

donde P(t), Q(t) y R(t) son series de potencias alrededor de t 0 . (Por supuesto que para 
este caso, las operaciones algebraicas son mas complicadas.) Si 

P(‘)=Po+Pt( l -‘o) + ■■■> Q(t) = %+<h(‘-‘o) + ■■■< 

/?(/) = /^o +/■](/— / 0 )+ ... 

y y(t) = a 0 + a { (t - t 0 ) + . . . , entonces L[y]{t) sera la suma de tres series de poten- 
cias alrededor de / = t 0 . Por lo tanto, sera posible encontrar una formula de recurren- 
cia para los coeficientes a„ igualando a cero la suma de los coeficientes de potencias 
iguales en la expresion L [ jk] ( f) . Este es el contenido del siguiente teorema, el cual se 
enunciara sin demostracion. 


TEOREMA 7. Supongase que las funciones Q(t)/P(t) y R (/)/ P(t) tienen series 
de Taylor convergentes alrededor de t = t 0 para | / — ?o I < P • Entonces toda 
solucion y(t) de la ecuacion diferencial 
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es analitica en t = / 0 , y el radio de convergencia de la serie de Taylor alrede- 
dor de t = t 0 es como nu'nimo p. Los coeficientes a 2 , a }y ... en la serie de 
Taylor 

y{t) = a 0 +a i {t-t 0 ) + a 2 {t-t 0 j l + ... (9) 

se determinan sustituyendo las series (9) en la ecuacion diferencial (8) e igua- 
lando a cero la suma de los coeficientes de potencias iguales de t en la expre- 
sion result ante. 


Observacion. El intervalo de convergencia del desarrollo la serie de Taylor de cual- 
quier solucion y(t) de (8) esta determinado, usualmente, por el intervalo de convergen- 
cia de las series de potencias Q(t)/P(t) y R(t)/P(t) y mas que por los intervalos de con- 
vergencia de las series de potencias P(t) y Q(t) y R(t). Esto se debe a que, siempre que 
se examina la cuestion de existencia y unicidad, la ecuacion (8) debe estar expresada 
en la forma estandar. 


£y 

dt 2 


+p(‘)-£+<iU)y=o 


EJEMPLO 2 Encontrar dos soluciones linealmente independientes de 

d 2 y , 3/ dy , l 

Is 7+?* 7+7 y ~ 0 ' 



( 10 ) 


(b) Hallar la solucion^/) de (10) que satisface las condiciones initiates >>(0) = 2, 
/(0) = 3. 

Solucion. 

(a) La manera equivocada de resolver este problema es desarrollar la funcion 
3//(l + t 2 ) y 1/(1 + / 2 ) en series de potencias alrededor de / = 0. La mane- 
ra correcta es multiplicar por 1 + t 2 ambos lados de (10) para obtener la 
ecuacion equivalente 

L[y] = (\ + t 2 )^f +3t^ +y=0. 

Esto se hace debido a que el algebra resulta mucho mas simple cuando son 
polinomios los coeficientes de la ecuacion diferencial (8), que cuando son se- 
ries de potencias. A1 hacer >>(0 = H2a n t n , se calcula 

n = 0 

q>](') = 0 + ' 2 ) 2 n(n-\)a„r- 2 + 3tf na„r-'+ f a n t n 

n — 0 /i » 0 /i«0 

- 2 «(«-! )a„t— 2 + f. [«(«-l) + 3n+l]a.f- 

/i “0 n — 0 

= 2 (n + 2)(n + l)a n+2 t' + 2 (« + l )V* 

n - 0 n—0 
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Igualando a cero la suma de los coeficientes de potencias iguales de t se obtie- 
ne ( n + 2 )(n + 1 )a n + 2 + (« + 1 ) 2 a„ = 0. Por lo tanto, 

(n+\) 2 a„ _ (n+ \ )a n 

a " + 2 (n + 2)(n + 1) « + 2 ’ 1 ’ 

La ecuacion (11) es una formula de recurrencia para los coeficientes a 2 > 

. . . en terminos de a 0 y . Para encontrar dos soluciones linealmente inde- 
pendientes de (10), se eligen los dos casos mas sencillos (i) a 0 - 1, a { = 0 y 
(ii) a 0 = 0, a ] = 1 

(i) Qq — 1, a { = 0. 

En este caso, todos los coeficientes impares son iguales a cero, ya que a 3 = 
-2tfi/3 = 0, a 5 = -4a } /5 = 0, etcetera. Los coeficientes pares se determi- 
nan a partir de las relaciones 

fo 1 3a 2 _ 1-3 5a 4 1-3-5 

a 2~ j ~ 2’ ° 4 4 2-4’ ° 6 6 2-4-6 

y asi sucesivamente. Procediendo de manera inductiva se ve que 

„ I 3- ■ ■ (2/.- I) . l-3--P«-l) 

2 " ( ^ 2-4- - - 2n * ' 2"/i! 


Asi pues, 


>'i(0= l 




1- 3 

2- 4 


2 (-I)" 


1-3 — (2#i— 1) 
2V 


-2n 


( 12 ) 


es una solucion de (10). La razon del termino ( n + l)-esimo al termino n- 
esimo de y, ( t ) es 

1-3 - - - (2ai — l)(2/7-»- 1)/ 2 " + 2 2 "n! -{2n+\)t 2 

2 n+ '(n + 1)! X l-3---(2/j-l)/ 2 " 2(«+l) 

y el valor absolute de esta cantidad tiende a t 2 cuando n tiende a infinito. 
Por lo tanto, a partir del criterio de Cauchy de la razon, la serie infinita (12) 
converge para 1 1\ < 1 y diverge para | r| > 1. 


(ii) a 0 = 0, a | = 1. 

En este caso, todos los coeficientes pares son iguales a cero y los coeficientes impares 
estan determinados por las relaciones. 

2a, 2 4a 3 _ 2-4 2-4-6 

o 3 =- — = -y, a 5 =- — --jTj, a 7 “ 7 3-5-7’ 


y asi sucesivamente. Por induccion se encuentra que 

2-4- • • 2n (— l) n 2'7i! 


^2n +1 ( 0 


3*5* * * (2/i+ 1) 3-5- • • (2/i+ 1) 


Por consiguiente. 


7 2 (0 = '-^ 3 +f^' 5 +--- = 2 TX 


(— l)"2"n! 


,2/»+l 


^ 0 3-5”(2n + l) 


(13) 
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es una segunda solution de (10) y puede verificarse facilmente que esta solution tam- 
bien converge para |t| < l y diverge para |/| > 1. 

Esto, por supuesto, no es sorprendente, ya que el desarrollo en series de Taylor alrede- 
dor de t = 0 de las funciones 3//(l + t 2 ) y 1/(1 + t 1 ) converge solamente para 

Wl<i. 

(b) La solucion (/) satisface las condiciones initiates .y(O) = 1, .y'(O) = 0, mien- 
tras que y 2 (t) satisface las condiciones iniciales y( 0) = 0, y’(0) = 1. Por lo 
tanto, y(t) = 2y,(0 + 3y 2 (0- 


EJEMPLO 3 Resolver el problema de valor inicial 

L [y]’ m ^ + ‘ 2 % + 2 t y= 0 > -Ko)»i, /( o)-o. 

oo 

SOLUCI 6 N. Al hacer.y(r) = E a„t n se calcula 

' n-0 

OO OO 00 

2 n(n-l)a H t H ~ 2 +t 2 2 /ja„f" _, + 2f 2 V" 

/i — 0 n — 0 n-0 

= 2 «(n- 2 na„t n *' + 2 2 a„f* +l 

n — 0 n — 0 n-0 

- 2 n(n-l)a n t”- 2 + f (« + 2)v" +1 . 

n-0 n— 0 

El siguiente paso es escribir la primera sumatoria de modo que el exponente del termino 
general sea n + 1 en vez de n - 2. Esto se logra sumando 3 a las n de la sumatoria, 
y disminuyendo el limite inferior en 3; es decir: 

2n(«-l)V"- J ~ 2 (n + 3)(n + 2)<W" +l 

n — 0 n — —3 

• 2 ( n "*"3)(/i + 2)a B+J /" +1 . 

n- — l 


Por lo tanto, 

L[y](t)- 2 (n + 3)( n + 2)a„ +J /- +, + 2 (" + 2W" 

n — — 1 n — 0 

= 2 a 2 + f (n + 3)(n + 2)<w" +, + f {n + l)a H t'+ l . 

n-0 n-0 

Al igualar a cero las sumas de los coeficientes de las potencias iguales de t se obtiene 
2a z = 0, y (rt + 3)(/i + 2)a n+J + (n + 2 )a„ = 0; n = 0, 1, 2, . . . 

Por lo tanto. 


a 2 =0, 


a * +J n + 3 ’ 


n>0. 


(14) 


La formula de recurrencia (14) determina a e 3 en terminos de a 0 ; a a 4 , en terminos de 
a, ; a ff 5 en terminos de a 2 , y asi sucesivamente. Dado que a 2 = 0, entonces a it a 8 , a n , 
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. . . son iguales a cero, independientemente de los valores de a 0 y a x . Para cumplir con 
las condiciones iniciales, se toma a 0 = 1 y a x = 0. Entonces a partir de (14) a Ay a lt 
tfio, ... son iguales a cero, mientras que 

_ _ f0 _ _ 1 a 2 _ 1 *6 _ 1 

3 3 * ° 6 6 3 • 6 ’ ° 9 9 3 - 6-9 

y asi sucesivamente. Procediendo de manera inductiva, resulta que 


Por lo tanto. 


(— o" (-0" (-D" 

' 3 " 3-6- - * 3 n .3-1-2 - n 3V ’ 


>■( 0 = 1 - 



f 9 

3-6-9 


♦--2 


(-I)V- 
3 V 


Segun el Teorema 7, estas series convergen para toda /, ya que las series de potencias 
t 2 y 2t convergen obviamente para toda /. (Este hecho puede verificarse tambien mas 
directo usando el criterio de Cauchy de la razon). 


EJEMPLO 4 Resolver el siguiente problema de valor inicial 

L[ 7 ] = (/ 2 -2/)^+5(/-l)|+3>- = 0; ,(1) = 7, /(1)«3. (15) 

SoluciOn. Dado que las condiciones iniciales estan dadas para / = 1 , los coeficien- 
tes de la ecuacion diferencial (15) se expresan como polinomios en (t — 1) y entonces 
se hallara y(t) como una serie de potencias alrededor de / = 1 . Para ello, observese que 

/ 2 -2r = /(/-2) = [(/-l)+l][(/-l)-l] = (/-i) 2 -l. 

Por lo tanto, la ecuacion diferencial (15) puede escribirse en la forma 

i-[^]-[(<- I ) ! -l]^+ +3^-0. 

CO 

Haciendo y(t) = - 1)", se calcula 

n =0 

2 «(«— l )" -2 

n — 0 

+ 5(r-l) 2 na n(‘~ l)"~' + 3 2 a n(‘~ 0" 

/i — 0 n—0 

= - 2 n(n-\)a n (t-iy~ 2 

* — 0 

+ 2 "("-1K('-1)" + 2 (5/i + 3)a„(/-l)" 

n*»0 n* 0 

= - 2 (* + 2)(fl+l)<7 (1+2 (f-l)' , + 2 (« 2 +4rt + 3)a JI (/ — 1)". 

n — 0 n -»0 
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Igualando a cero las sumas de los coeficientes de potencias iguales de t , se obtiene 
—(n + 2 )(n + \)a„ + 2 + ( n 2 + An + 3)a„ = 0, de modo que 

n 2 + An + 2> n + 3 

" >0 ' (l6) 

Para satisfacer las condiciones iniciales, se toma a 0 = 7 y a\ = 3. Entonces, a partir 
de (16) 


3 1 

! ° = 2 ” 7, 

_ 5 

^4 ^ ^2 

21.7 

4-2 ’ 

o 6 ~ ^ 4 - 

7-5-3 _ 
6-4-2 ’ 

4 i 

3 -3 > 

6 

a 5~ 5 fl 3~ 

21.3 
5-3 ’ 

8 

a 7 y a 5 “ 

8-6-4 . 
7-5-3 ’ 


y asi sucesivamente. Procediendo de manera inductiva, se encuentra que 

3-5 — (2«+ 1) 4-6- • • (2/i + 2) 

2-4- ■ ■ (2n) 7 y °-'-- 3-.T. ' . ' (2» + i) - 3 (Para " K '> 

Por lo tanto, 


y(/)-7 + 3(<- 1)+ |-7(/-l)’+ j-3(l- 1)’ + 


-’♦’2 


3-5 - - • (2«-H l)(f— 1) 
2 V 


^ 2 , ’(«+l)!(r-l) 2 '" 

+3<f ~ l)+3 g, 


EJEMPLO 5 Resolver el problems de valor inicial 

L[y]=(\-t)^ + ^+(l-t)y=0; y( 0) = 1, /(0)=1. 

co 

SOLUCION. Haciendo>’(0 = J2a n t n , se calcula 


q^](0 = (l-0 2 n(n-\)a„r ~ 2 

n = 0 

+ 2 2 V" 

n “0 n »0 

= 2 n(n-l) a n t n ~ 2 - 2 

n « 0 n = 0 

+ 2 «v"''+ 2 v’- 2 <v n+1 

/i 0 ai=* 0 /i = 0 


= 2 (n + 2)(/i+l)a fl+2 / n - 2 «(«-2)a„/" 1 

n * r n =» 0 
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+ 2 v n - 2 v"* 1 

ai»0 n=* 0 

= 2 (n + 2)(n+l )a n+ 2 r- 2 (n+\)(n- \)a n + x t n 

n * 0 = 0 

+ 2 V"“ 2 <W" 

n * 0 n == 1 

= 2a 2 + a, + a 0 

0 C 

+ 2 {( n + 2)(/j+ l)a /l+2 — (n+ ^)(n — \ )a /l+l + a n — a n _ l )t n . 

rt ** 1 

Igualando a cero los coeficientes de cada una de las potencias se obtiene 




<2,= - 


a /i + 2~ 


(«+!)(«- I)fl n + l -a n + a n _i 


(n + 2)(n + 1) 


/ i> 1. 


(17) 


Para satisfacer las condiciones iniciales se toma a 0 = 1 y a { = 1. Entonces a partir 
de (17) 


a 2 = - 1 , 


a,= 


- a, + a 0 


= 0, 


3a 3 — a 2 + a. 




8a 4 - a 3 + a 2 
“20 


_1_ 

60’ 




12 

15a 5 — cr 4 + a 3 


30 


1 

360 


1 

6 ’ 


y asi sucesivamente. Sin embargo, no es posible hallar una formula general para los 
coeficientes a„, como en los ejemplos anteriores. (Elio se debe a que el coeficiente a n + 2 
depende de los valores de a n + ] , a„ y a„_, , mientras que en los ejemplos anteriores el 
coeficiente a n + 2 dependia unicamente de uno de sus antecesores.) Sin embargo, el pro- 
blema no es tan serio, ya que pueden encontrarse los coeficientes a n facil y rapido con 
la ayuda de una computadora digital. A continuacion, se dan ejemplos de programas 
APL y Fortran para calcular los coeficientes a 2 , . . . , a„ en terminos de a 0 y d \ , y asi 
calcular en cualquier punto t la solucion “aproximada” 


y(t)sa 0 + a l t+ ...+a n t n 


en cualquier punto t se dan a continuacion. Estos programas tienen distintos valores 
para a 0 y , de modo que pueden emplearse tambien para resolver el problema de 
valor inicial mas general 

O-O^-7 + ^+O -t)y=b\ y(0) = a 0 , /(0) = a,. 

Programa en APL 

V SERIES 

[1] A<— NpO 

[2] A[1]«-A1 

[3] A[2]«— — (A1 + A0) 2 
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[4] A[3]<-(A0-A1)+6 

[5] SUMt-AO + (A1 X T) + (A[2] X T * 2) + A[3] X T * 3 

[6] K«-2 

[7] A[K + 2H(A[K-1]-A[K]) + (K-1)X{K + 1)XA[K+1]) + (K + 1)X 
K + 2 

[8] SUM*-SUM + A[K + 2]XT*K + 2 

[9] KU-K + 1 

[10] -*7 X tK < N — 2 

[11] SUM V 


Programa en Fortran 


10 


1 

20 

30 

1 


DIMENSION A(200) 

READ (5,10) A0, A(1), T, N 
FORMAT (3F15.8, 15) 

A(2) = — 0.5 * (A(1 ) + A0) 

A(3) = (A0- A(1))/2. *3. 

SUM = A0 + A(1)*T+A(2)*T * *2 + A(3)*T* *3 
NA = N — 2 
DO 20 K = 2,NA 

A(K + 2) = (A(K-1)-A(K) + (K + 1.)*(K-1.)* 

A(K + 1 ))/(« + 1 .) * (K + 2.) 

SUM = SUM + A(K + 2) * T * *(K + 2) 

CONTINUE 

WRITE (6,30) N,T, SUM 

FORMAT (1 HI, ‘FOR N = ‘, 13, ', AND T= *, FI 0.4/1 H, THE 
SUM IS’, F20.9) 

CALL EXIT 
END 


Si en los programas A0 = 1,A1 = 1, (se tiene que A(l) = 1 para el programa en For- 
tran), T = 0.5 y N = 20 resulta 

y(i) = *o+°iG)+-+*2oG) 2 °= I-26104174. 

Esto es correcto hasta ocho cifras decimales, ya que cualquier valor mayor que N con- 
duce al mismo valor. 


ejercicios 


Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones. 

1 . + 0 2 . y" — (y = 0 

3. Q + t 2 )y* -ty'-2y=zQ 4. y" — t 3 y = 0 



2.8 • Soluciones en series 


193 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial 

5. /(2— 0/'-60-l)/-4y = 0; y(l)= I, /(l)=0 

6. y" + t 2 y- 0; y(0)«2, /(0)« - 1 

7. y"-t*y- 0; y(0) = 0, /(0)=-2 

8. y'' + (/ 2 + 2/+l)/-(4 + 40y=0; y(- 1) = 0, /(- 1) = 1 

9. La ecuacion y " - 2yt' + Xy = 0, con X constante, se conoce como ecuacion dife- 
rencial de Hermite y se presenta en muchas areas de las matematicas y de la fisica. 

(a) Obtenga dos soluciones linealmente independientes para la ecuacion de Hermite. 

(b) Demuestre que la ecuacion mencionada tiene una solucion polinomial de gra- 
do n si X = 2/7. Si el polinomio se normaliza adecuadamente, es decir, si se 
multiplica por una constante apropiada, entonces se conoce como polinomio 
de Hermite H n (t ). 

ID. La ecuacion diferencial (1 - t z )y" - 2 ty' + a(a + 1 )y = 0, con a constante, es 
conocida como ecuacion diferencial de Legendre y se presenta en muchas areas de 
las matematicas y de la fisica. 

(a) Encuentre dos soluciones linealmente independientes para la ecuacion de 
Legendre. 

(b) Muestre que la ecuacion diferencial de Legendre tiene una solucion polinomial 
de grado n si a = n. 

(c) Se define al polinomio de Legendre P n (t) como la solucion polinomial de la 
ecuacion de Legendre con a = n que satisface P n ( 1) = 1. Encuentre P 0 (t ), 
PM, P 2 (0 y P 3 ( 0. 

11. A la ecuacion (1 - t 2 )y" - ty' + a 2 y( )= 0, con a constante, se le conoce como 
la ecuacion diferencial de Chebyshev (o Tchebycheff) y se presenta en muchas areas 
de las matematicas y de la fisica. 

(a) Halle dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Chebyshev. 

(b) Muestre que la ecuacion de Chebyshev tiene una solucion polinomial de grado 
n si a = n . Estos polinomios, con una normalizacion adecuada, se Hainan poli- 
nomios de Chebyshev . 

12. (a) Obtenga dos soluciones linealmente independientes de 

y" + ry + 3/ 2 y = 0. 


(b) Halle los primeros cinco terminos del desarrollo en series de Taylor alrededor 
de t = 0 de la solucion y(t) del siguiente problema de valor inicial 

y" + t 3 /+3t 2 y = e t ; y( 0)~0, /(0)«0. 

En cada uno de los Problemas^B a 17, (a) obtenga los primeros cinco terminos del 
desarrollo en serie de Taylor a n t n para la solucion y(t) del problema de valor ini- 

>i = 0 

cial dado, (b) Redacte un programs para que una computadora halle los primeros 
iV + 1 coeficientes a 0i a l# . . ., a Ny y evalue el polinomio a x t + ... + 

Por ultimo, obtenga una aproximacion de y{Vi) calculando 12a n (Vi) n 

n = 0 
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13. (1 -l)y"+ ty ' +>> = 0; y(0)=l,/(0) = 0 

14. y"+/ + ty= 0; >/(0)= - 1, /(0) = 2 

15. >»" + ty' + e'y =0; ^(0)= 1, /(0) = 0 

16. y"+y' + e'y= 0; >-(0)=0, /(0) = - 1 

17. >'"+/' + e _, > , = 0; _y(0) = 3, /(0) = 5 

OBSERVACldN. La instruction !N en APL indica a la computadora que calcule el 
factorial N!. 


2 . 8.1 Puntos singula res — Ecuaciones de Euler 

Se dice que la ecuacion diferencial 


L[y] = P(t)^ + Q(t)% + R(t)y = 0 


( 1 ) 


es singular en t = t 0 si P(t 0 ) = 0. Las soluciones de (1) con frecuencia, se hacen muy 
grandes, o bien, oscilan muy rapidamente en un entorno del punto singular t 0 . Asi que 
las soluciones de (1) pueden incluso no ser continuas, ni mucho menos analiticas en 
t 0 , de modo que el metodo de solucion en series de potencias, por lo general no se podra 
aplicar. 

El objetivo es encontrar una clase de ecuaciones singulares que se pueda resolver 
para t cercano a t 0 . Para ello, se iniciara con el estudio de una ecuacion muy sencilla 
conocida como la ecuacion de Euler, la cual, aunque es singular, puede resolverse facil- 
mente. Despues se utilizara la ecuacion de Euler para introducir una clase mas general 
de ecuaciones singulares que tambien es posible resolver en la vecindad de un punto 
singular. 


DEFINICION. La ecuacion diferencial 

L[y] = t 2 ^ + at^ + /iy = 0. (2) 

donde ay (3 son constantes, se conoce como la ecuacion de Euler. 


Para simplificar el problema se supondra inicialmente que / > 0. Observese que 
tanto t 2 y" como ty ' son multiplos de t r si y = t r . Esto sugiere que se utilice a y = t r 
como solucion de (2). Calculando 



r- \ 


y 



r(r — \)t r ~ 2 
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se ve que 

L[t r ] = r(r- \)t r + art r + fit' 

= [r(r-l) + ar + p]t r 

= F(r)t r (3) 

donde 

F(r) = r(r — \) + ar + P 

= r 2 +(a-\)r + p. (4) 

Por lo tanto y = t r es una solucion de (2) si y solo si r es solucion de la ecuacion cua- 
dratica 


r 2 + ( a — l)/ - + P = 0. (5) 

Las soluciones r, y r 2 de (5) son 

'. = -*[(«- !) + /(«- I) 2 -4/3 

r 2 = - 2 [(«- !)-/(«- • 

A1 igual que en el caso de coeficientes constantes, se deben examinar por separado ios 
casos donde (a - l) 2 - 4/3 es positivo, negativo o igual a cero. 


CASO 1. (a - l) 2 - 4/3 > 0. En este caso la ecuacion (5) tiene dos rai'ces reales y dis- 
tintas, y por ende la ecuacion (2) tiene dos soluciones de la forma y x (t) - t r 1 y y 2 {() = 
t r ~. Por supuesto que t r 1 y t r '- son linealmente independientes si # r 2 . A si que la solu- 
cion general de (2) (para t > 0) es 

j'(f) = c 1 /'« + c 2 r r ’. 


EJEMPLO 1 Encontrar la solucion general de 

L[ v] = / 2 ^r +4/^+2y = 0. />0. (6) 

dt 2 dl 

SOLUCION. A1 sustituir y = t r en (6) se obtiene 

L[t']=r(r- \)t r +4rt'+2t r 
= [r(r- l) + 4r+2]f r 
= (r 2 +3r +2)t r 
= (r + l)(r+2)/' 

Por lo tanto, f| = -1, r 2 = —2 y 

y(t) = <y - ‘ + c 2 r 2 = y + yf 


es la solucion general de (6). 
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CASO 2. (a - l) 2 - 4/3 = 0. En este caso 

1 — a 

r \ = r 2 = 2 

y se tiene solamente una solution y = r' 1 de (2). Es posible encontrar una segunda 
solution por el metodo de reduction de orden (Ejercicio 1 1). Sin embargo se presentara 
aqui otro metodo para obtener y 2 , el cual se generalizara explicitamente en la Section 
2.8.3. Observese que en el caso de raices iguales F(r) = (r — r t )~. Por lo tanto, 

L[/'] = (r-r,)V. (7) 


A1 derivar parcialmente ambos lados de (7) con respecto a r, se obtiene 


h L M=i! 





Dado que d(t r )/dr = / r ln/, se ve que 

I[r r ln /] = (/• — r, ) 2 r r ln / + 2(r- r^)t r . 


( 8 ) 


El lado derecho de (8) se anula para r = r ] . Por lo tanto, 

L[r'>lnr]=0 

lo cual implica que y 2 (t) - >'< In t es una segunda solution de (2). Ademas, dado que 
t r ' y l r ' In t son linealmente independientes, se tiene entonces que la solution general 
de (2) en el caso de raices iguales es 

>(0 = (< : i + c 2 ln, )^» ' >0 - 


EJEMPLO 2 Encontrar la soiucion general de 

L[y) = t l ^r-5t^-+9y = 0, t >0. (9) 

dt 1 at 

SOLUCION. A1 sustituir y = t r en (9) se obtiene que 

L[t'] =r{r-\)t r -5rt' + 9t r 

= [r(r — 1) — 5r +9] t r 

= (r 2 — 6r +9)t r 
V , 

= (r~ 3)V. 

La ecuacion ( r - 3) 2 = 0 tiene una raiz doble r - 3. Por lo tanto, 

Vi(r) = / 3 , y 2 (t) = / 3 ln t 

y la soiucion general de (9) es 

y(r) = (c| + c,ln r)/ 3 , f>0. 
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CASO 3. (a - l) 2 - 4/3 < 0. En este caso 


con 


rj = X + i/i y 


r 2 = A — ifi 


l-« k-(g-l) 1 |' /i 

A 2 2 
son raices complejas. Por lo tanto, 

= r x (e !n/ ) /> = / x e />lnr 

= r A [cos(jLtln r)-f /sen(/iln r)] 

es una solucion de (2) con valores complejos. Pero entonces (Seccion 2.2.1) 

>-i(0 = Re{<f>(r)} = ^cos(^ln0 

y 

y 2 (t) = Im{<f>(f)} = / A sen(/tln t ) 


( 10 ) 


son dos soluciones reales de (2) linealmente independientes. De modo que la solucion 
general de (2), en el caso de raices complejas, es 

>>(*) = f x [c,cos(/iln f ) + c 2 sen(filn r)] 

con X y /a dados por (10). 


EJEMPLO 3 Encontrar la solucion general de la ecuacion 

L[y] = t 2 y" — 5ty' + 25y = 0, t> 0. (11) 

SOLUCION. Sustituyendo y = t r en 1 1 se obtiene 

L[t r ]= r{r -\)t r -5rt r + 25t r 

= [r(r~ l)-5r+25]/ r 
= [r 2 - 6r+25]r r 

Las raices de la ecuacion r 2 — 6r + 25 = 0 son 

6±/36-100 
= 3±4i 

de modo que 

<#>(/) = / 3+4 ‘ = t*t 4 ‘ 

— (3 e (Jnl)4i _ j3 g i(4\nt) 

= r 3 [cos(41n /) + /sen(41n r)] 

es una solucion de (11) con valores complejos. Por lo tanto, 

^,(f) = Re{4>(f)} = f 3 cos(41n/) 
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y 

>> 2 (0 = Im{<f>(/)} = r 3 sen( 41 n r) 

son dos soluciones linealmente independientes de (11), y la solution general es 

>>(/) = ^[qcos^ln t)+ C2sen(41n /)], t > 0. 

De nuevo se analizara el caso t < 0. Una dificultad es que t r puede no estar defi- 
nido si t es negativa. Por ejemplo (— 1) /: es igual a /, que es imaginaria. Una segunda 
dificultad es que In t no esta definido si t es negativa. Aplicando el siguiente cambio 
de variable se pueden evitar ambos problemas. Se define 

r = — x, x > 0, 

y sea y - u(x) y x > 0. A partir de la regia de la cadena 

dy _ du dx _ du 
dt dx dt dx 

y 

d 2 y __ d I du \ _ d I du\dx_ d 2 u 
dt 2 dt l dx) dx \ dx) dt dx 2 

Asi, la ecuacion (2) puede reescribirse en la forma 

o bien 

dx 2 dx > 

Sin embargo, la ecuacion (12) es exactamente la misma que la ecuacion (2) con t susti- 
tuida por x y y reemplazada por u. Por lo tanto, la ecuacion (12) tiene soluciones de 
la forma 

c,x r ‘ + c 2 x r2 

u(x) = < (c, + c 2 lnx)x r ' (13) 

[c,cos(/xln x) + C2sen(/xlnx)]x A 

dependiendo de si (a - \) 2 - 40 es positivo, igual a cero o negativo. Observese ade- 
mas que 

x = - r = |r| 

para t negativa. Asi, para t negativa, las soluciones de (2) tienen alguna de las formas 

qi/r+cj/r 

• [C| + c 2 ln|/|]|/| r > 

[c,cos(/iln|f| ) + c 2 sen(filn|r| )] |/| x 
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Observacion. La ecuacion 

+ Py =0 0 4 ) 

es tambien una ecuacion de Euler con una singularidad en t = t 0 , en vez de en t = 0. 
En este caso se buscan soluciones de la forma (/ - t 0 ) r . Otra manera de resolver el pro- 
blema es reducir la ecuacion (14) a la forma (2), con el cambio de variable x = t - t 0 . 


EJERCICIOS 

En los Problemas 1 a 8, halle la solution general de la ecuacion dada. 

1 . t 2 y” + 5ty'-5y = 0 2 . 2t 2 y" + 3ty'- y - 0 

3. (/ — i) 2 y" — 2(/ — l)j>' + 2 v “ 0 4. t 2 y" + 3ty' + = 0 

5 . r 2 y”-ty'+y = 0 6. (/ -2) l y” + 5( / -2)v' + 4 y = 0 

7. t 2 y" 4* ty' + v ~ 0 8. + 3(v' + 2 y = 0 

9. Resuelva el problema de valor initial 

r 2 y"- ty'-2y = 0; y(l) = 0, 1 ) “ 1 

en el intervalo 0 < / < °°. 

10 . Resuelva el problema de valor inicial 

t \ y " ■ - 3ty ' + 4 y = 0 ; >'( 1) = l, y '( 1 ) = 0 

en el intervalo 0 < t < 

11 . Use el metodo de reduction de orden para mostrar que, en el caso de raices igua- 
les, y 2 (t) = / r * In /. 


2.8.2 Puntos singulares regulares —el metodo 
de Frobenius 


El objetivo ahora es encontrar una clase de ecuaciones diferenciales singulares que sea 
mas general que la ecuacion de Euler 




( 1 ) 


pero que tambien puedan resolverse con tecnicas analiticas. Para ello se escribe (1) en 
la forma 
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Una generalization normal de (2) es la ecuacion 

L[y]~ ^- + p(t)^ + q(‘)y = o (3) 

donde p{t) y q(t) pueden desarrollarse en series de la forma 

/>(') = y + P\ + PS + Pi‘ 2 + ••• 

?(') = yf + 7 + ^2 + ^' + -74< 2 + ••• (4) 


Definicion. Se dice que la ecuacion (3) tiene un punto singular regular 
en / = 0, si p(t) y (/) tienen desarrollos en serie del tipo (4). De manera equiva- 
lente, t = 0 es un punto singular regular de (3) si las funciones //?(/) y t 2 q(t) 
son analiticas en t = 0. Se dice que la ecuacion (3) tiene un punto singular regular 
en t = l 0 si las funciones ( t - t 0 )p(t) y (/ — t 0 ) 2 q(t) son analiticas en t = / 0 . 
Un punto singular de (3) que no es regular se llama irregular . 


ejemplo i Clasificar los puntos singulares de la ecuacion de Bessel de orden v 

+ (t 2 - v 2 )y = 0, (5) 




dt 2+t 'dt 


donde v es una constante. 

SOLUC16N. En este caso P(t) = t 2 se anula en / = 0. Por lo tanto, / = 0 es el linico 
punto singular de (5). A1 dividir ambos lados de (5) entre t 2 se obtiene 


d2 y , 1 <fy , 

dt 2 t dt 


1- 



= 0. 


Observese que tanto , , , , . , 2 

tp{t) = \ y t 2 q(t) = t 2 - v 1 

son analiticas en t = 0. Por lo tanto, la ecuacion de Bessel de orden v tiene un punto 
singular regular en / = 0. 


Ejemplo 2 


Clasificar los puntos singulares de la ecuacion de Legendre 


+ a(« + lb' = ° (6) 

donde a es una constante. 

soluci6n. Dado que 1 - t 2 se anula para / = 1 y / = -1, entonces (6) es singular 
en / = ±1. A1 dividir ambos lados de (6) entre 1 - t 2 resulta 


dt 2 


2r dy 
l-t 2 dt 


(a+1) 
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Observese que tanto 

como 

(t-\) 2 q(t) = a(a + \)^- — = a(«+ 1)-J — - 
1-r * + ' 

son analiticas en / = 1. De manera similar, (/ + l)p(t) y (t + l) 2 q(t) son anah'ticas 
en / = -1. Por lo tanto, t = 1 y t = -1 son puntos singulares regulares de (6). 


EJEMPLO 3 Mostrar que t = 0 es un punto singular irregular de la ecuacion 

< dl y <i d y 


t 2 ~^~ +3-j- + fy = 0. 
dt 2 dt * 

SoluciOn. A1 dividir entre t 2 se obtiene 

d 2 y , 3 dy , 1 _ 


( 7 ) 


dt 


, + — -f- + -y = 0. 
2 f 2 dt t* 


En este caso, la funcion 




no es analftica en t - 0. Por lo tanto, t = 0 es un punto singular irregular de (7). 
Ahora se vuelve a la ecuacion 

L[y] = ^; + p(t)% + q(t)y=o (8) 

donde t = 0 es un punto singular regular. Para simplificar el problema, considerese 
solamente el intervalo t > 0. Multiplicando (8) por t 2 se obtiene la ecuacion equivalente 

L[y] = + '(&(*))% + ‘MO y = o. (9) 


Puede decirse que la ecuacion (9) se obtuvo de (1) al sumar potencias mayores de t a 
los coeficientes a y /3. Elio sugiere que tal vez es posible obtener soluciones de (9) al 
sumar terminos de la forma t r+ \ t r+2 , . . a las soluciones t r de (1). Concretamente 
se trataran de obtener soluciones de (9) del tipo 

y(t)= 2 a H t* + '=t' 1 a m t\ 

n = 0 n ~ 0 


EJEMPLO 4 Encontrar dos soluciones linealmente independientes de la siguiente 
ecuacion: 


L[y] = 2t 


dt 2 


dy_ 

dt 


+ ry = 0, 


0 </ <00. 


( 10 ) 
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SOLUCION. Sea 


Derivando 


y 

entonces 


00 


^(0= 2 + 

n = 0 


a 0 ^0. 


/(')= I ( n + r)a„t n+r ~ ] 
/!= 0 

00 

y"( 0 = 2 ( n + r ){n + r-i)a„t 

n = 0 


L[>-] = r 


2 2 (n + r)(n + r-l)a n f" 1 

n = 0 


+ 2 (n + r)a„t n ' + 2 a n‘ n+ ' 
n — 0 n = 0 


= t‘ 


2 2 (n + r)(n + r-\)a n t n - 

L n = 0 


+ 2 (n + r)a n f~'+ 2 W"' 

/i = 0 n = 2 

= [2r(r — l)a 0 + ra 0 ] f r_1 + [2(1 4- r)ra x + (1 + r)a { ] t r 


+ 2 [2('H-r)(/I + ^-l)a ^ ^-(« + r)a„ + a n _ 2 ]^' ,+, 

n = 2 


AI igualar a cero los coeficientes de cada una de las potencias de r, se obtiene 

(i) 2 r(r - 1 )a 0 + ra Q - r(2r - l)a 0 = 0, 

(ii) 2(r + l)tt 2 , + (r + 1)^ = (r + 1)(2 r *f l)a, = 0, 

y 

(iii) 2(n + r)(n + r- 1 )a n +(n + r)a„ = (/t + r)(2(* + r) - l]tf„ = - 
n> 2. 


La primera ecuacion determina a r; de hecho implica que r = 0, o bien r = !/ 2 . La 
segunda ecuacion implica, entonces, a x - 0, y la tercera ecuacion determina a a n para 
n > 2. 

(i) r = 0. En este caso, la formula de recurrencia (iii) es 


" n(2n-\)' 


n> 2 . 


Dado que cr, = 0, resulta que to4os los coeficientes impares son iguales a cero. Los 
coeficientes pares quedan determinados por las relaciones 

_ ” ^0 &2 a 0 _ — a 4 “ a 0 

a2 ~~2T' ° 4 ~ 4-7 “ 2-4-3-7 ’ ° 6 “ fTIT ” 2-4-6-3-7- 1 1 
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y ast sucesivamente. Tomando a 0 = 1, se ve que 


^4 


2-3 2-4-3-7 


+ 


= 1 + 2 TT 


(-\y t 


n t 2n 


n = i 2V!3 *7 • • * (4n — 1) 


es ana solucion de (10). Es facil verificar, si se usa el criterio de Cauchy de la razon, 
que esta serie converge para toda t. 

(ii) r = Zi. En este caso la formula de recurrencia (iii) es 

@n — 2 ^n— 2 


a„ = 


(/i + n[2(« + n _1 ] n(2n + \)’ 


n> 2. 


Una vez mas todos los coeficientes impares son iguales a cero. Los coeficientes pares 
quedan determinados por las relaciones 


_ -*o 


— a A 


— a n 


“ 2 2-5’ “ 4 4-9 2-4-5-9 ’ 6 13 2-4-6-5-9-13 

y asi sucesivamente. Al hacer a 0 = 1, se encuentra que 


>- 2 (0 = f ,/2 

= /'/2 


1- 




■ + ■ 


2-5 2-4-S-9 

(-l)V" 


i+ s — 

„t| 2 "m !5 -9 - - - (4/1 + 1) 


es una segunda solucion de (10) en el intervalo 0 < / < °°. 


Observacion. Si se multiplican ambos Iados de (10) por t se obtiene 

2 ,.£k + 

dt 2 dt 

A esta ecuacion se le puede considerar como una generalization de la ecuacion de Euler 

2,^ + ,f = 0. 0.) 

La ecuacion (11) tiene soluciones de la forma t r , donde 

2r(r — 1) + r = 0. 

Esta expresion matematica equivale a la ecuacion (i) que determino a r para las solucio- 
nes de (10). 

A continuation, se vera si la tecnica expuesta, conocida como metodo de Frobe- 
nius> funciona tambien para la ecuacion mas general (9). (En el resto de la section se 
supondra que t > 0). De acuerdo con el supuesto, la ecuacion puede escribirse en la 
forma 


M.y]=' 2 ^T + '[Po + /V + />2' 2 + + + + = 


dy 


dt 


y(t)= 2 a n t n+r , con a 0 ¥= 0. 

n = Q 


Hagase 
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Derivando 


/(')= 2 (rt + r)a n f + '-' 

n = 0 

y 

/'(')= 2 (n+r)(n + r-\)a„f + '- 2 

n — 0 

de donde resulta 


L[y] = t 


2 (n + r)(n + r — \)a n t n + 


ft = 0 



’ oo 

+ 2 < 7 m* 



2 ( n + r)a„t 


ft — 0 


A1 realizar la multiplication y reagrupar terminos se obtiene que 

L[y] = [r(r-\)+ p 0 r + q 0 ]a 0 t r 

+ { [( 1 + r ) r + A>( 1 + r ) + <7o] a i + ( r Pt + <7i ) a o }‘ r+ 1 


+ |[(" + r)(n + r- 1)+ p 0 {n + r) + ^ 0 ] a n 

ft ~ 1 

+ 2 [(* + r )Pn-k + 4n-k\ a k 

k = 0 

+ • • • . 



Esta expresion puede simplicarse haciendo 

F(r) = r{r- l)+p 0 r + q 0 . 

Entonces 

L[y] = a Q F{r)t r + [ ai F{\ + r) + {rp { + q x )a 0 ]t' +r + ••• 

+ a„F(n + r)t n+r + [(* + r)p„. k + q n _ k ] a\r +r 


( 12 ) 


Igualando a cero los coeficientes de cada una de las potencias de t , se obtiene que 

F(r) = r(r-\) + p o r + q o = 0 (13) 

y n — I 

+ ')«« = - 2 [(* + '•)/>„-* + <7„-*]a*> « >1 - (14) 

k = 0 
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A la ecuacion (13) se la conoce como ecuacion indkial de (9). Se trata de una ecua- 
cion cuadratica en r, y sus rafces determinan los dos valores posibles r { y r 2 de r, para 
los que puede haber soluciones de (9) de la forma 


aj n 


n = o 


Notese que la ecuacion indicia! (13) es la ecuacion que se obtendria al buscar soluciones 
del tipo t 2 para la ecuacion de Euler. 


i d 2 y 
dt 


dy 




La ecuacion (14) muestra que, en general, a n depende de r y de todos los coeficien- 
tes que le preceden: a 0 , . . ., a n . Es posible resolver la ecuacion recurrentemente 

para despejar a n suponiendo que F( 1 + /*), F(2 + /*), . . . , F(n r) son diferentes de 
cero. Sin embargo, observese que si F(n + r) = 0 para algun entero positivo n y enton- 
ces n + r es una raiz de la ecuacion indicial (13). De aqui, se tiene que si (13) tiene 
dos rafces reales r { , r 2 con r, > r 2 , y r \ “ r i no es un numero entero, entonces la ecua- 
cion (9) tiene dos soluciones de la forma 

yM = ‘ r ' 1 a n (r l )t\y 2 {t) = t^ f a„(r 2 )f\ 

n = 0 n — 0 

y es posible demostrar que dichas soluciones convergen en el mismo intervalo, donde 
convergen tanto tp{t) como t 2 q{t). 


OBSERVACION 1. La notacion a n (r { ) y a n (r 2 ) se introdujo para destacar que a n que- 
da determinado al elegir r - r ]f o bien r = r 2 . 

EJEMPLO 5 Encontrar la solucion general de la ecuacion 

L [y] = 4‘~+i%+3y = o. ( 15 ) 

Solucion. La ecuacion (15) tiene un punto singular regular en / = 0, ya que tanto 

tp(t) = l y t'q{t)=b 
y(0= 1 a n t nJrr , a o ^0. 

n~ 0 

/( 0= 1 (n + r)a n f + '-' 

w = 0 


Derivando 



206 


CAPiTULO 2 • ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN 


/’(')= 2 ( n + r)(n + r-l)a n C +r - 2 


entonces 


L[y}-4 2 (n + r)(n + r - \)a„t n+r ~ 


+ 3 2 ( n + r)a n t n+r -'+3 2 <V' ,+ ' 


= 2 [4(n + r)(n + r-l) + 3(n + r)]a n r +r -'+ £3 a n . x t n+r ~'. 


Igualando a cero las sumas de los coeficientes de potencias iguales de ( se obtiene 


4r(r — 1) + 3r = 4r 2 — r = r(4r — l) = 0 


[4(n4-r)(rt + r — l)-b3(/i + r)]fl #l =(/i + r)[4(nH-r)—l]fl /f = —3 a n „ , , n > 1 . (17) 

La ecuacion (16) es la ecuacion indicial e implica que r = 0, o bien r = l A. Dado que 
la diferencia de las raices no es un numero entero, entonces es posible encontrar dos 
soluciones de (15) de la forma 

2 a„r +r 

n — 0 

con a n determinada a partir de (17). 

r = 0. En este caso la formula de recurrencia (17) se reduce a 


-3 


An{n — l) + 3« /?(4 a? — 1) 


Haciendo a 0 = 1 se obtiene 


a \- l * a 2 ~ 2-7 3 2*7 ’ 


— ^ a 2 __ * 

3 3*11 2-3-7-11 ’ 


y en general 


Por lo tanto, 


J t j * 

a *~ 415 2 -3 -4-7- 1 1 * 15 ’ 


(-1)"3"~' 

“ #«!7- 11 * 15 — (4#» — 1) 


„(,) = I 

M ) „ = o 1 1 • 15 • • ■ (4n — 1) 


( 18 ) 



2.8 • Sofuciones en series 


207 


es una solucion de (15). Ademas, es facil notar, usando el criterio de Cauchy de la razon, 
que_yi(/) converge para toda /. Por Io tanto, y { (t) es una solucion analitica de (15). 

r = Vi. En este caso, la formula de recurrencia (17) se reduce a 


a 


n 


3 a n- 1 

(« + i)[4(n-3) + 3] 


n(4n + 1) ’ 


1. 


Haciendo a 0 = 1, resulta 

_ -3 _ 3 2 _ — 3 3 

° 2 ~ 2-5-9’ 2-3-S-9- 13 ’ 

3 4 

U 4 2-3-4-S-9- 13- 17 ’ ' 


Procediendo de manera inductiva se ve que 


Por Io tanto, 


(~1)"3" _ 

n!5-9 - 13 • • • (4« + 1) 


MO 


= tV* 


( — 1 )”3' 1 


„ = o n !5 -9- 13 


(4« -f 1) 


es una segunda solucion de (15). 

Ademas puede demostrarse facilmente, usando el criterio de Cauchy de la razon, 
que esta solucion converge para toda t positiva. Notese, sin embargo, que no es 
diferenciable en t = 0. 

El metodo de Frobenius encuentra obstaculos en dos casos diferentes. El primer 
caso ocurre cuando la ecuacion indicial (13) tiene raices iguales r x = r 2 . Aquf, puede 
hallarse solamente una solucion de (9) de la forma 

yA0 = t r ' 1 a n r. 

n — 0 

En la siguiente seccion se demostrara que (9) tiene una segunda solucion y 2 (t) de la 
forma oo 

y 2 (t) = y x (t)hu + r' 2 b„r 

n = 0 

y se expondra como calcular los coeficientes b n . El calci.lo de las b n es, por lo general, 
un problema muy dificil. Sin embargo, cabe sehalar que para muchas aplicaciones en 
fisica se rechaza la solucion j> 2 (0> con la explicacion de que es singular. Asi en muchos 
casos basta encontrar y j (0 solamente. Tambien es posible hallar una segunda solucion 
y 2 {t) por el metodo de reduccion de orden, pero esto pesenta mucha dificultad. 

El segundo caso ocurre cuando las raices /*, , r 2 de la ecuacion indicial difieren en 
un numero entero. Supongase que r, = r 2 + N, donde TVe s un entero positivo. Aqui 
es posible encontrar una solucion de la forma 

y\0) = t r ' 1 a„r. 

n — 0 
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Sin embargo, puede que no sea posible hallar una segunda solucion y 2 ( f) de la forma 


n — 0 

Esto es porque F(r 2 + n) = 0, cuando n = N. Asi el primer miembro de (14) es 

N — 1 

°- a Af = “ 2 [( k + r 2 )pN-k + ^N-k] a k (19) 

A = 0 

cuando n = N. Esta ecuacion no se satisface para ninguna election de a Ni si 

jV-l 

2 [(* + r l)PN-k + <?*-*] **=^0. 

k = 0 

En este caso (Section 2.8.3), la ecuacion (9) tiene una segunda solucion de la forma 

y 2 (t) = y l (t)\nt + f> f b m t* 

n = 0 

donde, una vez mas, el calculo de las b n es dificil. 

Por otro lado, si se anula la suma en el segundo miembro de (19), entonces a N es 
arbitrario, y puede obtenerse una segunda solucion del tipo 

y 2 (‘) = ' r 3 2 Kt\ 

n = 0 

A continuation se ilustra un caso asi con el siguiente ejempio. 


EJEMPLO 6 Encontrar dos solucion es de la ecuacion de Bessel de orden Vi 

+ t~ft +(t 2 ~\ /4)y = 0, 0<f<oo. (20) 

SOLUC16N. Esta ecuacion tiene un punto singular regular en / = 0, ya que tamo 

tp(t) — \ and t 2 q(t) = t 2 — i 
son analiticas en / = 0. Hagase 

y( 0 = 2 o 0 ¥=o. 

* = 0 

Derivando 00 

SO) = 2 (n + r)a n S + '-' 

n — 0 
oo 

/'(f) = 2 (n + r)(n + r-\)a„t n+r - 2 

n ~ 0 


y 
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por lo que 

L[y]= 1 (n + r)(« + r-l)a„/" +r + f ( n + r)a„t n+r 

rt = 0 n = 0 

+ 1 a„f" + ' +2 -i 1 a„t" +r 

rt — 0 /i = 0 

= 1 [(n + r)(« + r-l) + (« + r)-iKf" + '+ 1 

/i = 0 rt = 2 

Igualando a cero las sumas de los coeficientes de potencias iguales de t y se obtiene 

^('■)ao = [K' , - 1 ) + /, -4]ao = ('' 2 -4)a 0 = 0 (i) 

F(l + r)a, = [(l + r)r + (l + r)- J ]a, = [(1 + rf - i]a, = 0 (ii) 


K" + ' , )a„ = [(n + r ? ~l]a n = -a„- 2 , n> 2 (iii) 

La ecuacion (i) es la indicial, e implica que r x = Vi y r 2 = -Vi. 

r { = Vi: Hagase a 0 = 1. La ecuacion (ii) exige que sea igual a cero, y la formula 

de recurrencia (iii) implica que 

" F{n + ±) n{n + 1) ’ 

Esta ecuacion, a su vez, implica que todos los coeficientes impares c 3 , a 5 , ... son igua- 
les a cero y que los coeficientes pares estan determinados por las relaciones 

-flo -1 1 


a-, = 


2-3 2-3 


3! 


_ 


1 


1 


4-5 2-3-4-5 5! 


„ - ULi 
6 6-7 


1 


_ 1 _ 

7! 


2-3-4-5-6-7 

y asi sucesivamente. Procediendo de manera inductiva, resulta 

„ _ (-ir 


( 2 n)!( 2 n + 1 ) 


Por lo tanto, 


JK,(/) = / ,/2 (l ~ 37 + •") 

es una solucion de (20). Dicha solucion puede escribirse como 

y '^ t (' 3! + 5! 7! + '"J 
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r = -Vi: Hagase a 0 = 1. Dado que 1 + r 2 = Vi tambien es una raiz de la ecuacion 
indicial, se podria pensar que tal vez haya problemas si se trata de despejar a l . Sin 
embargo, la ecuacion (ii) se satisface por sf misma sin importar que valor tome a { . En 
lo sucesivo, se tomara a x - 0. [Un valor de a { diferente de cero daria como resultado 
un multiplo de y\(t).] La formula de recurrencia (iii) toma la forma 


a 


n 


- a „- 2 


2 _ °n - 2 
n 2 — n /*(« — !) ’ 


Los coeficientes impares son, una vez mas, todos iguales a cero, y los coeficientes pares 
son 


_ - Q o _ 
2-1 


2! 


4-3 “4! 

_ ~«4 _ 

‘‘-TT- 


6 ! 


y asi sucesivamente. Procediendo de manera inductiva, se ve que 

_ (-!)" 

2n (2 «)! ‘ 

Por lo tanto, 




1 

= — cos t 

'It 


es una segunda solucion de (20). 


Observaci6n i. Si r es una raiz compleja de la ecuacion indicial, entonces 

y(t) = t r 1 a n r 

n = 0 

es una solucion de (9) con valores complejos. Es posible verificar facilmente que para 
este caso tanto la parte real como la imaginaria dey(t) son soluciones de (9) con valores 
reales. 


OBSERVAClON 2. Si se desea resolver (9) en un intervalo donde t es negativa, enton- 
ces es necesario hacer 


y(‘) = \‘\ r 2 a n r 

n = 0 

La demostracion es completamente analoga a la indicada para la ecuacion dc Euler en 
la Seccion 2.8.1, y se deja al lector como ejercicio. 
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Los resultados obtenidos hasta ahora se resumen en el siguiente teorema: 


TEOREMA 8. Considerese la ecuacion diferencial (9) con t = 0 un punto 
singular regular . Entonces las funciones tp(t) y t 2 q{t) son analiticas en t = 
0, con desarrollo en series de potencias. 

tp{ t) = Po + P\t + p 2 t 2 + ■■■ , 1 2 q(t) = q 0 + q x t + q x t 2 + • • ■ 

la cual es convergente para 1 1\ < p. Sean r x y r 2 las dos raices de la ecuacion 
indicial 

r(r-\) + p 0 r + q o = 0 

con r x > r 2 si son reales. Entonces la ecuacion (9) tiene dos soluciones y x (/) 
y y 2 (t) linealmente independientes en el intervalo 0 < t < q de la siguiente 
forma: 

(a) Si r { - r 2 no es un entero positivo , entonces 

00 00 

yi(‘) = ‘ r ' 2 a n t\ y 2 (t) = r> 2 

n = 0 n — 0 

(b) Si r x = r 2y entonces 

y\(0 = t r ' 2 <V", y 2 (t) = y i (t)\nt + r> i b n f 

n = 0 n = 0 

(c) Si rj - r 2 = N, N entero positivo, entonces 

00 00 
>'i(0 = f r ' 2 yi(t) = ay x {t)\nt + t ri 2 V" 

n = 0 « = 0 

donde la constante a podria ser igual a cero. 


EJERCICIOS 


En cada uno de los Problemas 1 a 6, determine si el valor especificado de t es un punto 
singular regular de la ecuacion diferencial dada. 


1. t(t-2) 2 y"+ty'+y = 0\ t = 0 2. t(t -2) l y”+ f/4- y = 0; t = 2 

3. ($en/)y"4-(cos0y'+“~y = f = 0 4. (e t —\)y”+e t y'+y = Q; t = 0 


5. (1-/V + 


1 


sen(r + 1) 


•y'+ y = 0; / = -! 


6. ^ 3 y // + ( sen ^ 2 )y ,+ (V — 0; / = 0 


Obtenga la solution general de cada una de las siguientes ecuaciones. 


7. 2/ 2 y"-f 3ry'“(l 4- t)y — 0 8. 2<y" + (l -2t)y'~ y = 0 
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9 . 2ty” + {\ + t)y' — 2y = 0 10 . 2t 1 y"~ ty’ + (l + t)y = 0 

11 . 4ty" + 3y' — 3y = 0 12 . 2t 2 y"+(t 2 - t)y' + y = 0 

En cada uno de Ios Problemas 13 a 18, encuentre dos soluciones linealmente indepen- 
dientes de la ecuacidn dada. En cada uno de los problemas las raices de la ecuacion 
indicial difieren en un entero positivo; sin embargo, existen dos soluciones de la forma 

13 . t 2 y"~ ty' — (t 2 + \)y = 0 14 . t 2 y"+(t — t 2 )y'~ 7 = 0 

15 . ty"-(t 2 +2)y’+ ty = 0 16 . t 2 y" + (3t - t 2 )y'~ ty = 0 

17 . t 2 y"+t(t + l)y'~ y = 0 18 . iy"-(4+ t)y' + 2y = 0 

19 . Considere la ecuacion 

t 2 y" + (t 2 -3t)y' + 3y = 0 (•) 

(a) Demuestre que r = 1 y r = 3 son dos raices de la ecuacidn indicial de (*). 

(b) Encuentre una solucion en series de potencias para (*) de la forma 

> , i(0 = ' 3 2 , a 0 ~ • 

n - 0 

(c) Demuestre que y\(t) = t z e~'. 

(d) Pruebe que (*) no tiene solucione de la forma 

00 

t 2 b n r. 

n = 0 

(e) Halle una segunda solucion para (*) usando el metodo de reduccion de orden. 
Exprese la respuesta en forma integral. 

20. Considere la ecuacion 


t 2 y"+ty'-(l + t)y = 0. 

(a) Demuestre que r = -1 y r = 1 son dos raices de la ecuacion indicial. 

(b) Encuentre una solucion de la forma 


yM=* 2 <*«'"■ 

n = 0 

(c) Halle una segunda solucion usando el metodo de reduccion de orden. 

21. Considere la ecuacion 


ty” + ty' + 2y = 0 . 

(a) Demuestre que r = 0yr = 1 son dos raices de la ecuacidn indicial. 

(b) Encuentre una solucion de la forma 

7,(0 = ' 2 o n r. 

n = 0 

(c) Halle una segunda solucion usando el metodo de reduccion de orden. 
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22. Considere la ecuacion 


ty" + (\ — t 2 )y'+4ty = 0. 

(a) Demuestre que r = 0 es una raiz doble de la ecuacion indicial. 

(b) Encuentre una solucion de la forma 

(c) Halle una segunda solucion usando el metodo de reduccidn de orden. 

23. Considere la ecuacion de Bessel de orden cero. 


t 2 y"+ty'+t 2 y = 0. 


(a) Demuestre que r = 0 es una raiz doble de la ecuacion indicial. 

(b) Encuentre una solucion de la forma 




2 ! -4 ! '6> 


Esta solucion se designa como J 0 (t)- 

(c) Halle una segunda solucion usando el metodo de reduction de orden. 


24. Considere la ecuacion de Bessel de orden v 

t 2 y"+ty' + (t 2 -v 2 )y = 0 

donde v es real y positivo. 

(a) Encuentre una solucion en serie de potencias. 


= 2 a Q = 1. 


Z V * n = 0 


La funcion J v (t) se conoce como funcion de Bessel de orden v, 

(b) Halle una segunda solucion si 2v no es un entero. 

25. La ecuacion diferencial 


fy"+(l- r)^ # +X>' = 0, X es una constante 

se conoce como ecuacion diferencial de Laguerre . 

(a) Demuestre que la ecuacion indicial es r 2 = 0. 

(b) Encuentre una solucion y(t) de la ecuacion de Laguerre de la forma 

(c) Demuestre que dicha solucion se reduce a un polinomio si X = n. a„t n . 

26. La ecuacion diferencial 

t(\-t)y" + [y-(\ + <x + P)t]y’-apy = 0 

donde a, 0 y y son constantes se denomina ecuacidn hipergeometrica. 

(a) Demuestre que t = 0 es un punto singular regular, y que las raices de la ecua- 
cion indicial son 0 y 1 - 6. 

(b) Demuestre que t = 1 tambien es un punto singular regular, y que las raices 
de la ecuacidn indicial, en este caso, son 0 y y - a - 0. 

(c) Suponga que y no es un entero. Encuentre dos soluciones y x (t) y y 2 (t) de la 
ecuacion hipergeometrica de la forma 

j'iCO = I <v". r 2 (') = /'“ Y 1 v*. 

n = 0 n = 0 
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27. (a) Pruebe que la ecuacion 

2(senr),y" + (l — t)y' — 2y = 0 
tiene dos soluciones de la forma 

y\(‘)= 1 a n t\ y 2 (i) = t ,/ 2 2 b n t n . 

n = 0 n = 0 

(b) Encuentre los primeros cinco terminos en estos desarrollos en serie suponien- 
do que a 0 = b Q = 1 . 

28. Sea y(t) = u(t) + /v (/) una solution de (3) con valores complejos, siendo p(t) y 
q(t) funciones con valores reales. Muestre que tanto u(t) como v(0 son soluciones 
de (3) con valores reales. 

29. (a) Demuestre que la ecuacion indicial de 

/V'+// + (l + /)y-0 (*) 

tiene rafces complejas r = ±i. 

(b) Demuestre que (*) tiene dos soluciones y{t) linealmente independientes de la 
forma 

00 00 

^(r)=sen(ln/) 2 a n‘" +cos(ln t) 2 K ,n - 

n ~ 0 n = 0 


2 . 8.3 Rafces iguales y rafces que difieren 
por un numero entero 

Rafces iguales. 

El problema que se presenta si la ecuacion indicial tiene rafces iguales r { = r 2 es que 
la ecuacidn diferencial 

P(t)& + Q(t)& + R(t)y = 0 (1) 

tiene solamente una solution de la forma 

y{t) = t r f a„t m . (2) 

71—0 

El metodo para encontrar una segunda solucion es muy similar al que se emplea para 
encontrar una segunda solucion de la ecuacion de Euler, para el caso de racies iguales. 
Escrfbase la ecuacion (2) de la siguiente manera, 

y(t) = y(‘,r) = t r 2 a H (r)t 9 

n = 0 
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para hacer notar que la solution .y(t) depende de la election de r. Entonces (Section 2.8.2). 

2 . 8 . 2 ). 

L[y]{t,r) = a 0 F{r)t r 

+ 2 \a n {r)F{ri + r)+ 2 [{k + r)p„_ k + q n _ k ]a\t n + r . 


Ahora es posible considerar a r como una variable continua, y determinar a a n como 
una funcion de r, con la condition de que los coeficientes de t n + r sean nulos para 
n > 1. Asi pues, 

n — 1 

- 2 [(* + '■)«,-* + 1,- 

«„(>■) = ~ — — 

n + r ) 

Con esta eleccion de a n (r) t se encuentra que 

L[y](t,r) = a 0 F(r)t'. (3) 

En el caso de raices iguales, F(r) = (r - r\) 2 , de modo que se pueda escribir (3) en la 
forma 

L[y](t,r) = a 0 (r-/-,)V. 

Puesto que L[y](t, r,) = 0, se obtiene la solution 


( t) = t r ■ a 0 + 2 a n {r\)t" ■ 


Observese ahora que 




=£<■„(' -r, >v 


: 2a 0 (r ~ /•, )/ r + a 0 (/- ~ ' - i) 2 (ln 


se anula cuando r = . Ahora bien 




= y r 2 a n {r)t n+r 

n-0 


= 2 [a /I (/-,V" +r ']ln/+ 2 


= ^,(0lnt+ 2 


es una segunda solution de (1). 
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EJEMPLO 1 Encontrar dos soluciones de la ecuacion de Bessel de orden cero 

™ .»•• W 

SOLUCIdN. Higase 

y(l)= 1 a.'"'- 

n = 0 

Derivando 

/( 0= 1 (n + r)a n r— 1 
» = o 


y 

/'(0 = 1 (« + r)(n + r-l) a „r- + '- 2 

n = 0 

entonces 


L[>] = 1 (n + r)(n + r-\)a„r + '+ f (« + r) a / +, + 1 ^ n+r+2 

n = 0 n = 0 n = 0 

= 1 (n + r) 2 a n f +r + 2 W" +r - 

rt = 0 n = 2 


Igualando a cero las sumas de potencias iguales de t, 

(i) r 2 a 0 — F(r )a 0 = 0 

(ii) (1 + r) 2 a , = F(1 + r)a, = 0 

y 

(iii) (n + r) 2 a„ = + r)a n = - a„_ 2 » n > 2. 

La ecuacion (i) es la ecuacion indicial y tiene raices iguales r, = r 2 = 0. La ecuacion 
(ii) exige que a, sea igual a cero, y la relation de recurrencia (iii) implica 


Claramente a } = a 5 = a 7 = ... =0. Los coeficientes pares estan dados por 


a 2 {r) = 


-°o 

(2 + r? 


-1 

(2+r) 2 



1 

(2+rf(4+r) 2 


De donde a 3 = a s = a 7 = ... =0. Los coeficientes pares estan dados por 


Oz„(r) = 


(~i r 

(2 + r) 2 (4+ r) 2 - • • (2n + r) 2 
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Para determinar y ! ( t ) se hace r = 0. Entonces, 

-1 


« 2 (o) = - 2 


a 4 (0) = 

a 6 (0) = 


1 


1 1 


2 2 -4 2 2 4 (2!) 2 

-1 -1 


2 2 -4 2 -6 2 2 6 (3!) 2 


y en general 


Por lo tanto, 


. < r 0 ’ , = 1=1 il . 


^2 ^4 ^6 

1 2 2 + 2 4 -(2D 2 2 6 (V\ 2 + 

00 

= 2 


ft — 0 


2 2 2 4 -(2!) 2 6 (3!) 

(-l)V* 

2 2 "(/ i !) 2 


es una solution de (4). Con frecuencia, se hace referenda a esta solucidn comofuncion 
de Bessel del primer tipo de orden cero y se denota por J 0 (t). Para obtener una segun- 
da solution de (4), hagase 

y 2 (‘) = y l (‘)ht+ f a' 2 „(o)t 2n . 

n — 0 

Para calcular a\ n {0), observese que 

jM4 = |ln|« J .(r)|=^ta(2 + 4)- 1 -(2» + .) 


-2 


Por lo tanto, 


= — 2 — [ln(2 + r ) + ln(4 4- r ) ■+• • • • -I- ln(2n "hr)] 

= _2 (lTr + 4T7 + + 2 wVr )‘ 


^(0) = -2(| + i + ...+^)a 2fl (0) 
= -(l + i+---+^)« 2 .(0). 


A1 hacer 


H n = 1 + ^ + T + • * * + ” 
"23 n 


( 5 ) 
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se encuentra que 


y por ende, 




-tf.(-l)" 

2 2 "(n\) 2 


2 2,I (n !) 2 


rt + 1 


>' 2 (0 = >'i(0ln/+ i ^ — 3 

„ = o 2 2n (/i !) 2 


//„ 


es una segunda solucion de (4) con H n dada por (5). 


Raices que difieren por un entero positivo. Supongase que las raices de la ecuacion indi- 
cial son r 1 y r { = r 2 + N, TV es un entero positivo. Entonces es posible encontrar una 
solucion de (1) de la forma 

y t ( ') = ''■ E 

n-0 

Como ya se dijo, tal vez no seria posible encontrar una segunda solucion de la forma 
cion de la forma 

00 

*' 2 2 V "- 

n = 0 


En ese caso, la ecuacion (1) tendra una segunda solucion de la forma 


^(0- y r y( t ' r ) 


r- r 2 
oo 


= ay 1 (/)ln/+ £ a'„(r 2 )t n+r * 

n = 0 


donde a es una constante, y 


con 


00 


y{t,r) = r .2 
^0 = a o( /, ) = /-_r 2- 


La demostracion de este resultado puede encontrarse en text os mas avanzados de ecua- 
ciones diferenciales. En el Ejercicio (5) se plantea una demostracion senciila, usando 
el metodo de reduccion de orden para mostrar por que esta presente un termino con 
logaritmo. 


OBSERVACldN. Por lo general es muy dificil y problematico obtener una segunda 
solucion y(t) cuando hay un termino con logaritmo. Por ello, no se acostumbra pedir 
a estudiantes de cursos basicos o intermedios que realicen estos calculos. Se han inclui- 
do algunos ejercicios para los estudiantes interesados. En problemas de este tipo y en 
otros similares que se presentan en las aplicaciones, con frecuencia basta encontrar solo 
los primeros terminos del desarrolio en serie de _y 2 M» lo cual se logra, usualmente, con 
el metodo de reduccion de orden. 
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EJERCICIOS 


En los Problemas 1 y 2 demuestre que las raices de la ecuacidn indicial son iguales y 
encuentre dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion dada. 


L ty"+y'-4y = 0 
2. t 2 y"— r(l + t)y' + y — 0 


3. (a) Demuestre que r = -1 y r = 1 son las raices de la ecuacion indicial para la 
ecuacion de Bessel de orden 1 que sigue: 


\d 2 y , ,dy 


dt 2 


+ + (» 2 -D^ = o. 


(b) Encuentre una solucion: 


M0=1* 2 = 1. 

n = 0 

7i (0 se denomina funcion de Bessel de orden 1 . 
(c) Obtenga una segunda solucion: 

00 


>2(0 = -^i(0ln' + 7 


„ = , 2 2 "n !(« — 1)! 


4. Considere la ecuacion 

ty" + '}y' — ’iy = 0, f>0. 

(a) Demuestre que r = 0 y r — -2 son las raices de la ecuacion indicial. 

(b) Encuentre una solucion 

*( 0 = 2 a n‘" ■ 

n — 0 


(c) Halle una segunda solucion 


>2 (0 = ^(Oint + ^-7 + ^ + ^f + ^< 2 + 


5. El presente ejercicio ofrece una demostracion alternativa para algunos de los resul- 
tados de esta section, usando el metodo de reduction de orden. 

(a) Sea f = 0 un punto singular regular de la ecuacion 

t 2 y"+ tp(t)y'+ q(t)y = Q (0 


Demuestre que la sustitucion y = t r z reduce (i) a la ecuacion 

t 2 z" + [2r + p(/)]tz' + [r(r — 1)+ rp(t)+ q(t)]z — 0. (ii) 

(b) Sea r una raiz de la ecuacion indicial. Demuestre que (ii) tiene una solucion 
analitica z,(t) = 2”= 0 Un f ''- 

(c) Sea z 2 (0 = ZiU)v(t). Pruebe que z 2 (t) = z { (t)v(i). 

v(t) = Ju(t)dt, donde u(t) = — — . 
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(d) Suponga que r — r 0 es una rai'z doble de la ecuacion indicial. Demuestre que 
2r 0 + Po - 1 y que por lo tanto, 

, . «o 

u(f) — — + U|+«2f"P • 

(e) Aplique el resultado de (d) para mostrar que, en el caso de raices iguales, y 2 (t) 
tiene un termino de la forma la /. 

(f) Suponga que las raices de la ecuacion indicial son r 0 y r 0 - N, siendo N un 
numero entero positivo. Demuestre que 2r 0 + p 0 = 1 + jY y que por lo tanto 
por lo tanto 

“( f ) = 7^a(0 

donde u(t) es analitica en t = 0. 

(g) Use el resultado de (0 para mostrar que y 2 (t) tiene un termino de la forma 
In t si el coeficiente de t N en el desarrollo de u(t) es diferente de cero. Demues- 
tre, ademas que si el coeficiente es igual a cero, entonces 

/ x t?-v V-. x , 

v(0 = -^r+ ■■■ + -j L + v l t+v 2 t 2 + ■■■ 

y ^(0 no l ‘ ene termino de la forma In t. 


2.9 Metodo de la transformada de Laplace 


En esta seccion se describe un metodo muy simple y extraordinariamente ingenioso para 
resolver el problema de valor inicial 

o^+b~+cy m f(t); y{0)= yo , /(0) =y' Q (1) 

donde a, by c son constantes. Este procedimiento, que se conoce como metodo de la 
transformada de Laplace , es muy util en dos casos que se presentan con frecuencia en 
las aplicaciones. El primer caso es cuando /(/) es una funcion discontinua en el tiempo. 
El segundo caso ocurre cuando /(f) es igual a cero, excepto que en un intervalo peque- 
fio toma valores muy grandes. 

Para tener una apreciacion correcta del metodo de la transformada de Laplace se 
considerara la siguiente situacion hipotetica. Supongase que se desean multiplicar los 
numeros 3.163 y 16.38, pero se ha olvidado por completo como hacer una multiplica- 
ci6n. Supongase que solamente se recuerda como sumar. Como buen matematico, uno 
se plantea la siguiente cuestion. 

Pregunta. iEs posible transformar el problema de multiplicar los numeros 3. 163 y 16.38 
al problema mas simple de sumar dos numeros? 

La respuesta a esta pregunta es por supuesto que si; y se procede de la siguiente 
manera. Primero se consulta una tabla de logaritmos y se encuentra que In 3.163 = 
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1.15152094 y In 16.38 = 2.79606108. Despues se suman estos dos niimeros para obte- 
ner 3.94758202. Por ultimo se consulta la tabla de antilogaritmos y se encuentra que 
3.94758202 = In 51.80994. Se concluye, por lo tanto, que 3.163 x 16.38 = 51.80994. 

El punto clave en el analisis del problema es que al trabajar con logaritmos, la ope- 
ration de multiplication es reemplazada por la operacion mas sencilla de la adicidn. 
Esto se representa esquematicamente en la Tabla 1 . En el metodo que se discute en segui- 
da, la funcion que se desconoce >>(0 es reemplazada por una nueva funcidn Y(s ), que 
se llama transformada de Laplace * de y(t). Dicha asociacion tendra la propiedad de 
que y(t) sera sustituida por $>%?) - y(0). Asi pues, la operacion de derivation (o dife- 
renciacion) con respecto a t sera reemplazada en especial por la operacion de multipli- 
cacion por 5 . De esta maenra, se sustituira el problema de valor inicial (1) por una ecua- 
cion algebraica que puede ser resuelta explicitamente para Y(s ). Una vez que se conoce 
Y(s) f puede consultarse una tabla de “antitransformadas de Laplace’* (o “inversas de 
transformadas de Laplace”) y asi recuperar y(t). 


TABLA 1. 


a 

— ^ 

In a 

b 

—> 

In b 

ab 

— > 

\na + \nb 


En principio se da la definicion de transformada de Laplace. 


DEFINICION. Sea f(t) una funcion definida para 0 < t < °°. La transfor- . 
mada de Laplace de /(/)» la cual se denota por F(s) o por £{/(/)}, esta dada 
por la formula 

F{s)=z{m}=r e -«f(t)dt ( 2 ) 

* / o 

donde 


f e "/(/) dl- h'm f e "f(t)dt. 

•'0 A—>oc J o 


EJEMPLO 1 Obtener la transformada de Laplace de la funcion /(0 = 1. 


SOLUCldN. A partir de la ecuacion (2) 


£{/(/)}= lim f e st dt ~ Hm 
1 J A-+<x>Jo A-*oc 


1 - e 


— 3 A 



j>0 

j<0 


* (N. del R.) Tambien se denomina mas brevemente transformada laplaciana. 
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EJEMPLO 2 Hallar la transformada de Laplace de la funcion e at 
SOLUCION. De la ecuacion (2) 


£{e a ' } 


J r A p (a-s)A_\ 

■ e s, e a, dt— lim 

0 A —>oo Cl S 



s>a 

s<a 


EJEMPLO 3 Hallar las transformadas de Laplace de las funciones cose ot y sen a?/. 
SoluciOn. De la ecuacion (2) se tiene que 


/• oo r oo 

^{coswr}^ I e "cose otdt y £{seneof} = I e "sen utdt. 

Jq J o 

Observese ademas que 

£fcosw/} + /£fsenw/} = f e~*‘e iwt dt = Hm f e (i<ti ~ s) ‘dt 

K } Jq A-+co Jq 


~ lim 


e (iw-s)A _ j 


A-*o o /W S 

1 S + ICO 


2 2 * J>0 
[ no definido 5 < 0 


A1 igualar las partes reales e imaginarias en esta ecuacion se tiene 

£{cos«f) = -^ — - y £{senwf} = s> 0. 

1 J s 2 + w 2 1 j 2 + u 2 

La ecuacion (2) asocia cada funcion f(t) con una nueva funcion, que se llama F(s). 
Como lo sugiere la notation £{/(/)}> la transformada de Laplace es un operador que 
actua sobre las funciones. Se trata ademas de un operador lineal, ya que 


£ { c, /, (/) + c 2 / 2 (/)} = f °°e "[ c,/, (/) + c 2 f 2 (t))dt 
*'0 

= c, f X e- 3, /i(t)dt + c 2 f M e~ s ‘/ 2 (t)dt 
*'0 J o 

= c,£{/ 1 ( 0 } + c 2 £{/ 2 ( 0 }- 

Sin embargo, hay que notar que mientras /(/) esta definida para 0 <*<<», su trans- 
formada de e 8 ' esta definida en el intervalo abierto 8 < s < Esto se debe a queen 
general la integral (2) existe solamente si s es lo bastante grande. 

Una dificuitad muy seria que tiene la definition (2) es que la integral podria no existir 
para cualquier valor des. Esto sucede si f{t) = e‘ 2 (Ejercicio 13). Para garantizar que 
la transformada de Laplace de f(t) existe al menos en un intervalo s > s 0 , se exigira 
a f(t) la siguiente condition. 
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garantizar que la transformada de Laplace de /(/) existe al menos en un intervalo s > 
Sq , se exigira a f{t) la siguiente condition. 

(i) La funcion f(t) es continua por secciones. Esto significa que f(t) tiene a lo 
sumo un numero finito de discontinuidades en cualquier intervalo 0 < t < 
A, y tanto el limite por la derecha, como por la izquierda de /, existe en todos 
los puntos de discontinuidad. En otras palabras,/(0 tiene solamente un numero 
finito de discontinuidades “de salto” en cualquier intervalo finito. En la Figura 
1 se describe la grafica de una funcion continua clasica por secciones. 



Figura i. Grafica de una funcion continua clasica por secciones. 


(ii) La funcion f(t) es de orden exponencial, es decir, existen constantes Myc, 
tales que 


|/(/)|< Me c \ 0 < / < oo. 


LEMA 1. Sea /(/) una funcion continua por secciones y de orden exponen- 
cial, entonces su transformada de Laplace existe para toda s lo bastante gran- 
de. Especificamente, si f(t) es continua por secciones y |/(/)| < Me c \ enton- 
ces F(s) existe para s > c. 


Se demostrara el Lema 1 con ayuda del siguiente lema de calculo integral, el cual 
se enuncia, a continuacion, sin demostrar. 


LEMA 2. Sea g(t) una funcion continua por secciones. Entonces la integral 
impropia Jq g(t)dt existe si fo\g(t)\dt existe. Para demostrar que esta ultima 
integral existe, basta probar que hay una constante K tal que 

f A \g(0\dt < K 
J o 

para toda A. 
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ObservaciGn. Notese la similitud del Lema 2 con el teorema de la serie infinita 
(Apendice B), el cual establece que la serie infinita La n converge si E| a„\ converge, y 
que Z\a n \ converge si existe una constante K, tal que \a { \ + ... + \a n \ < K para 
toda n. 

Ahora es posible dar la demostracion del Lema 1 . 


Demostracion del Lema i. Dado que f(t) es continua por secciones, entonces 
la integral f oe~ sl f(t)dt existe para toda A. A fin de demostrar que la integral tiene un 
Kmite para toda s suficientemente grande, observese que 

f A \e- si j{t)\dt<M ( A e~ st e ct dt 
•'o •'O 

— — ^ ■ f e ( ^ c ~' s ^ A — n < — 
c—s L J s— c 

para s > c. Entonces con base en el Lema 2, se tiene que la transformada de Laplace 
de /(/) existe para s > c. Asi pues, a partir de ahora se supondra tacitamente que 
|/(0l ^ Me ct y ys>c. 


La utilidad real de la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferencia- 
les reside en el hecho de que la transformada de Laplace de f\t) esta muy relacionada 
con la transformada de /(/). Ese es el contenido del siguiente lema importante. 


LEMA 3. Sea F(s ) = .£ {/(/)}. Entonces 

t{f(t))=sz{f(t)}-m=sF(s)-m. 


Demostraci6n. La demostracion del Lema 3 es muy elemental; simplemente hay 
que escribir la formula para la transformada de Laplace de /'(0* e integrar por partes. 
De hecho se tiene 


£{/'(*)}= Urn [ A e-«f(t)dt 

A —+QQ JQ 

= !tm e _ "/(0| + Mm s f e~ s ‘f(t)dt 

A — *oo lO A—* oo 

= -/(0) + j lim ( A e~ st f{t),dt 

A — * oo J o 

= -/(0 ) + sF(s). □ 


El siguiente paso es encontrar una relacion entre la transformada de Laplace de 
/"(O y la de f(t). El Lema 4 se refiere a lo anterior. 
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LEMA 4. Sea F(s) = £{/(0}. Entonces, 

£{/"(/)} =s z F(s)-sm-m. 


Demostracion. A1 aplicar dos veces el Lema 3 se encuentra que 

£{/"(/)} =*£{/'(/)} -/'( 0 ) 

=^F(.)-/(0)]-/'(0) 

= s 2 F(s)-sf(0)-f(0). □ 

Se cuenta ahora con los elementos necesarios para pasar del problema de resolver 
a un problema de valor inicial 

a ^ + ^ + o' =/('): y(Q)=y<» y'(0)=y'o (3) 

al de resolver una ecuacion algebraica. Sean y(j) y F(s) las transformadas de Laplace 
de_y(/) y /(r), respectivamente. Aplicando el operador de transformacion en ambos lados 
de la ecuacion diferencial se obtiene que 

£{ay”(t) + by'(t) + cy(t)} = F(s). 

Al aplicar la linealidad del opeador de transformacion se obtiene que 

£{ay"(t) + by'(t) + cy(t)} = at{y"(t)} + bZ{y’(t)} + c£{y(t)}, 
y de acuerdo con los Lemas 3 y 4, se sigue que 

£{y’(t)}=sY(s)-y 0 , £{.y"(0} = s 2 Y (s)- sy 0 -y’ 0 . 

Por lo tanto, 


a|V r (s) - sy 0 -y'o ] + *[^( 5 ) ->> 0 ] + cY (.*) = F(s) 
y esta ecuacion algebraica impiica que 

+ + (4) 
as + bs + c as +bs + c as 2 + bs + c 

La ecuacion (4) describe la transformada de Laplace de la solution ^(0 de (3). Para 
evaluar j>(0 e$ necesario consultar las tablas de antitransformadas de Laplace. Ahora 
bien, asf como K(s) se expresa explicitamente en terminos de y(t), es decir y(s) = 
foe ~ s ‘y(t)dt, tambien es posible dar una formula explicita para >>(/). Sin embargo, esta 
formula, que se escribe simbolicamente como .y(s) = £~ l { K(5)}, impiica una integra- 
tion con respecto a una variable compleja, cosa que va mas alia del tema tratado en 
este libro’. Por ello, en vez de aplicar la formula, se deduciran en la siguiente section 
algunas propiedades funcionales del operador transformada de Laplace. Las propieda- 
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des permitiran invertir por simple inspection muchas transformadas de Laplace, es decir, 
permitiran reconocer ie que funciones son transformadas. 


EJEMPLO 4 Resolver el problema de valor inicial 


d 2 y 

dt 2 dt 


+ 2y = e 3 '; 


y(o) — 1 , /( 0 )= 0 . 


SOLUCI6N. Sea V(s) = £{/(/')}. Aplicando la transformada de Laplace a ambos 
miembros de la ecuacion diferencial, se obtiene 

5 2 y( 5 )-^-3[ 5 y(5)-i]+2y( J )= 7 ^3 

y esto implica que 


y(s)= 


i 


s — 3 


(j-3)(^-3j + 2) s 2 -3s + 2 

1 , s — 3 


(s- l)(s-2)(s -3) (j— 1 )(j — 2) 


( 5 ) 


Para hallar >>(/), se desarrolla en fracciones parciales cada uno de los terminos del segundo 
miembro de (5), obteniendose 


1 

( J -l)( i -2)( 5 -3) 


A 

s- 1 



+ 


C 

s — 3 ’ 


Esto implica que 

/1(5-2)(5-3) + 5(5-1)(j-3)+C(j-1)(j-2) = 1. (6) 

A1 hacer s = 1 en (6) se obtiene A = Vi ; haciendo s = 2 se obtiene B - 1 y con s = 3 
se obtiene c = Vi. Por lo tanto, 


1 = 1-1 1,11 

(j-1)(j-2)(j-3) 2 j-1 s-2 2 j-3 ‘ 


De manera similar, 

j — 3 D _E 

(s— l)(j — 2) s- 1 s-2 


y de aqui 


D(j-2) + £-(j-1) = j-3. (7) 

A1 hacer s = l en (7) se obtiene D - 2, mientras que con s = 2 se obtiene E - -1. 
Por lo tanto, 


1 1 


1 


1 1 


2 
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Ahora, el primer termino es la transformada de Laplace de 5/2e'. De manera similar, 
el segundo y el tercer terminos son las transformadas de -2e 2 ' y '/2 c 3 ', respectivamen- 
te. Por consiguiente, 

K(j) = £{je'- 2e 2 ' + |e 3 '} 

de modo que 

y{t) = je'-2e 2, + je 3 '. 


Observacion. En realidad se ha hecho algo de trampa al resolver el problema, ya 
que hay una infinidad de funciones cuyas transformadas de Laplace constituyen una 
funcion dada. Por ejemplo, la transformada de Laplace de las funciones 

10, 1,2,3 

es tambien Y(s), ya que z(t) difiere de y(t) solamente en tres puntos.* Sin embargo, 
solo hay una funcion continua y(t) cuya transformada de Laplace es una funcion dada 
Y(s) y y es este el sentido en el que se escribe y(t) = £ -1 { K(s)}. 


Es necesario hacer notar que el Ejemplo 4 se presento con el fin de ilustrar el 
metodo de la transformada de Laplace, a fin de resolver problemas de valor inicial. 
El mejor procedimiento para resolver este problema particular de valor inicial es el meto- 
do de la conjetura sensata. Sin embargo, a pesar de que el camino para resolver este 
problema particular mediante la transformada de Laplace es mas largo, aun conserva 
algo “bello y satisfactory” como metodo de resolution. Si se hubiera resuelto este pro- 
blema por el metodo de la conjetura sensata, se habrfa calculado primero una solution 
particular \p(t) = Vie y . Despues se habrfan encontrado dos soluciones linealmente 
independientes e l y e 2t para la ecuacion homogenea, y se habrfa escrito 

y (f) = c,e< + c 2 e 2t + \e 3t 

como la solution general de la ecuacion diferencial. Por ultimo, se habrfan calculado 
Cj = 5/2 y c 2 = “2 a partir de las condiciones iniciales. Lo que no es satisfactorio 
acerca del metodo es que es necesario calcular primero todas las soluciones de la ecua- 
cion diferencial antes de poder encontrar la solution especffica y(t) que se busca. En 
contraste con eso, el metodo de la transformada de Laplace permite calcular y(t) direc- 
tamente, sin tener que encontrar antes todas las soluciones de la ecuacion diferencial. 


ejercicios 

Determine la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones. 

1 . / 2 . i" 


* Si/(/) = g(t), excepto en un numero finito de puntos, entonces /*/(/)«// =. J*g( t)dt. 
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3. e o; cos bt 4. e at sen bt 

5. cos 2 at 6. sen 2 at 

7. sen at cos bt 8. / 2 sen/ 

9. Sabiendo que f^e'^dx = 'fit/ 2, obtenga £{F Vl }. Sugerencia : Haga el cambio de 
variable a = ft en (2). 

Demuestre que cada una de las siguientes funciones es de orden exponencial. 


13. Demuestre que e 1 ' no tiene una transformada de Laplace. Sugerencia : Pruebe que 
e {2 ~ sl > e ' para t > s + 1. 

14. Suponga que f(t) es de orden exponencial. Demuestre que F(s) = £{/(0} tiende 
a cero si s -+ °°. 

Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor iniciai. 

15. y"-5y' + 4y = e 2/ ; y(0)= l, y'(0)=* - 1 

16. 2 y''+/- y = e 3/ ; y(0) = 2 , y'(0) = 0 

Determine la transformada de Laplace para las soluciones de cada uno de los siguientes 
problemas de valor iniciai: 


17. y* + 2y'+y = e >>(()) = 1, y(0) = 3 

18. y" +y**t 2 scnt; >>(0)=.y'(0) = 0 

19. y" + 3y' + ly = cos /; y(0) = 0, y'(Q) = 2 

20. y” +y'+y = f 3 ; >'(0) = 2,>''(0) = 0 


21. Demuestre que todas las soluciones y(t) de ay" + by' + cy = f(t) son de orden 
exponencial si f(t) lo es tambien. Sugerencia: Demuestre que todas las soluciones 
de la ecuacion homogenea son de orden exponencial. Obtenga una solucion parti- 
cular usando el metodo de variation de parametros, y pruebe que dicha solucion 
tambien es de orden exponencial. 


22. Sea F(s) = £{/(r)}. Demuestre que 
f d n f(t) } 

Sugerencia: Intente mediante induction. 


df n ~ {) ( 0) 
dt n ~ { 


23. Resuelva el problema de valor iniciai 

/" -6y” + 1 1 / ~6y = e 4t ; y (0) «/(0) "(0> = 0 


24. Resuelva el problema de valor iniciai 


y" - 3y' + 2y = e y(t 0 )=l y'(t 0 ) = 0 

por el metodo de la transformada de Laplace. Sugerencia: Haga 4>(t) = y(t + t Q ). 
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2.10 Algunas propiedades utiles de la 

TRANSFORMADA DE LAPLACE 


En esta seccion se obtendran algunas propiedades importantes de las transformadas de 
Laplace. Usando dichas propiedades, sera posible calcular la transformada de la mayo- 
ria de las funciones sin tener que realizar integraciones tediosas. Ademas se podran inver- 
tir muchas transformadas laplacianas por simple inspeccion. 


PROPIEDAD 1 . Si {/(/)} = F(s), entonces 

£ { -'/(')} = ^F(s). 


Demostracion. Por definition, F(s) = J^e st f{t)dt. A1 derivar ambos Iados de la 
ecuacion con respecto a 5, se obtiene 

~ f” -te-VO)* 


La Propiedad 1 establece que la transformada de Laplace de la funcion es 
la derivada de la transformada de Laplace de /(/). Asi pues, si se conoce la transforma- 
da F(s) de /(0, entonces no es necesario realizar una integracion tediosa para encontrar 
la transformada de //(/)* solamente se necesita derivar F(s) y multiplicar por -1. 


ejemplo i Obtener la transformada de Laplace de te l . 

SOLUCION. La transformada de e l es 1/(5 - 1). Por lo tanto, por la Propiedad 1 la 
transformada de Laplace de te l es 


£{*'} 


d 1 1 

(s-1) 2 ’ 


Ejemplo 2 Obtener la transformada de Laplace de / ,3 . 

SoluciGn. Usando la Propiedad 1 trece veces consecutivas se obtiene 




14 


ds n s s 

La utilidad principal de la Propiedad 1 es invertir transformadas, como se muestra en 
los siguientes ejemplos. 
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EJEMPLO 3 i,Que funcion tiene la transformada de Laplace -1/(5 - 2 ) 2 ? 
Soluci6n. Observese que 


1 


1 


(j - 2) 2 * s ~ 2 

Por lo tanto, por la Propiedad 1 se tiene que 

e-*{ ^ 

is- if 




= — te 2 '. 


EJEMPLO 4 iQue funcion tiene la transformada de Laplace -4s/(s 2 + 4) 2 ? 
SoluciCn. Observese que 

4s d 2 2 


(j 2 + 4) 2 * s 2 + 4 

Por lo tanto, por la Propiedad 1 resulta 

>-i l 4$ 


j 2 +4 


: £{sen2r}. 


(* 2 + 4r 


= — rsen2/. 


EJEMPLO 5 <,Que funcion tiene la transformada de Laplace l/(5/4) 3 ? 
solucicn. Se reconoce facilmente que 


1 d 2 1 1 

(i-4) 3 ds 2 2 s — 4 

Por lo tanto, al aplicar la Propiedad 1 dos veces, se encuentra que 



Propiedad 2 . si f(s) = £{/(o}, entonces 

Z{e a 'f(t)}-F(s-a). 


DEMOSTRACI6N. Por definition 

£{<?"/(*)} - j*e-’ , e tt, f{t)dt= f 

- (°°e-< a - a) 'f(t)dt=F(s-a). □ 

J Q 

La Propiedad 2 establece que la transormada de Laplace de e ar f(t) evaluada en el 
punto 5 es igual a la transformada de /(/) evaluada en el punto ( s - a). De este modo, si 
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se conoce la transformada F(s) de /(/), entonces no es necesario evaluar la integral para 
encontrar la transformada de Laplace de e a, /(t ); basta con sustituir 5 por s - a en F(s). 


EJEMPLO 6 Determinar la transformada de Laplace de e 3 sen t. 

SOLUCION. La transformada de sen / es l/(s 2 + 1). Por lo tanto, para obtener la 
transformada de Laplace de e 3 'sen/, basta sustituir s por s — 3, es decir 

1 


£{e 3 'sen/} = 


(j-3) 2 + 1 


La utilidad real de la Propiedad 2 se pone de manifiesto al invertir las transforma- 
das laplacianas, como lo muestran los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 7 i,Que funcion g(t) tiene la transformada de Laplace 


<?(*)- — — T ? 

25 + (5 — 7) 2 


SOLUCI6N. Observese que 


m- 


s 2 + 5 2 


■ £{cos5/} 


y que G(s) se obtiene de F(s) al sustituir s por 5 — 7. Por lo tanto, por la Propiedad 2, 

S ~7 or 7l , 


(s — ly + 25 


■■ £{e 7 'cos5/}. 


EJEMPLO 8 iQue funcion tiene la transformada de Laplace l/(s 2 — 45 + 9)? 

SOLUCION. Una manera de resolver el problema es desarrollar l/(s 2 -45 + 9) en 
fracciones parciales. Una manera mucho mejor es completando cuadrados en s 2 - 45 + 
9, de modo que 

1 1 1 


Ahora bien, 


s 2 — 45 + 9 5 2 — 45 + 4 + (9 — 4) (5 — 2) 2 + 5 

1 


5 2 + 5 


= £ 


Por lo tanto, por la Propiedad 2 se tiene 
1 1 


5 2 — 4s + 9 (s-2) 2 + 5 


— ^-senV5 /). 

V 5 J 

— = £( — L- e 2 'senVy / 
2 • « l V 5 


}■ 


EJEMPLO 9 iQue funcion tiene la transformada de Laplace s/(s 2 -4 5 + 9)? 
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SOLUCI6N. Observese que 

j s-2 | 2 

s 2 -4s + 9 (j — 2) 2 + 5 (s- 2) 2 + 5' 

La funcion s/(s 2 + 5) es la transformada de cosVJ t. Por lo tanto, por la Propiedad 
2 se tiene que 

■ — tie 2 ' cosV5 /}, 

(s - 2) 2 + 5 

y 

— — = £f e 2 ‘cosV5 t+ - g 2, senV5 ?). 

j 2 -45 + 9 l V5 J 


En la seccion anterior se mostro que la transformada de Laplace es un operador 
lineal, es decir, que 


^{c i f l (0 + c 2 f 2 (t))=c ] t{f i (t)) + c 2 t{f 2 (0}- 


Entonces, si se conocen las transformadas F { ( 5 ) y F 2 (s) de f x (t) y no es necesa- 
rio realizar ninguna integracion para encontrar la transformada de Laplace de una com- 
binacion lineal de /,(r) y solo se necesita tomar la misma combinacion lineal de 
F x (s) y F 2 (s). Por ejemplo, dos funciones que se presentan con mucha frecuencia en 
el estudio de las ecuaciones diferenciales son el coseno y el seno hiperbolicos. Estas fun- 
ciones se definen por medio de las ecuaciones 


coshar = 


e a ' + e~ at 
2 


senha/ = 


2 


Por lo tanto, segun la linealidad de la transformada de Laplace, resulta que 


y 


£ {cosh at) = + a '} 



£{senh ar} = j 

_ If 1 1 1_ <* 


EJERCICIOS 

Aplique las Propiedades 1 y 2 para encontrar la transformada de Laplace de cada una 
de las siguientes funciones. 

1 . /" 2 . l"e‘ u 3. tsenat 4 . i 2 cosat 

5. t 5/2 (Ejercicio 9 de la Seccion 2.9). 
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6. Sea F(s) = {/(0} y suponga que f(t)/t tiene un h'mite cuando / tiende a cero. 

Demuestre que 

£{/(0A} -/“><“)<*'• (*) 

J s 

(La suposicion de que f(t)/t tiene un h'mite cuando t 0 garantiza la existencia 
de la integral en el segundo miembro de (*)). 


7. Use la ecuacion (*) del Problema 6 pra hallar la transformada de Laplace de cada 
una de las siguientes funciones. 


(a) 


senf 


0 >) 


cos at — 1 


(c) 


e — e 


Halle la antitransformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones. En 
varios de los problemas puede ser util escribir las funciones 

<V 3 + /V 2 +y,j + 5, , v a l s 2 + fS,s + y 

Pi (') = TT w-.i : — tt: y Pzi*) = 


(ay 2 4* bs + c)(ds 2 4- es +/) 


(ay + b){cs 2 + ds + e) 


en la forma mas sencilla. 

/ x As 4- B Cs+ D / x A . Cs+ D 

1 as 2 +bs + c ds 2 +es+f as + b cs 2 + ds + e 


8. 

(s 4 a) 2 4 b 2 

9. 

j 3 44j 2 4 3j 

10. 

1 

11. 

s 

s(s 2 4 4) 

s 2 ~3s — 12 

12. 

1 

13. 

3s 

(s 2 + o 2 )(j 2 +i> 2 ) 

(i+D* 

14. 

1 

15. 


j(j44) 2 

(»+dV+o 

16. 

1 



(* 2 +o 2 




17. Sea F{s) = {/(/)}. Demuestre que 

/(0=- je-'{F'(5)}. 

Asi pues, si se sabe como invertir F\s) y se sabra tambien como invertir F(s ). 

18. Use el resultado del Problema 17 para hallar la inversa de cada una de las siguien- 
tes transformadas de Laplace. 

(b) arc tan | (c)ln^l-^-j 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial mediante el uso del metodo 
de la transformada de Laplace. 

19. y" + y y(Q)= l,/(0) = 2 

20. /+>' = /sen/; ^(0)= l,y(0)=2 

21. y" -2y'+y-te'; < y(0) = 0,/(0) = 0 
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22. y" -2y' + 7y—sent; y(0) = 0,/(0) = 0 

23. /'+/+y=l + e~ ( ; _y(Q) = 3, y'(0) = — 5 

*• >'+'-{ j.-7, wv-sm-o 


2.11 ECUACIONES DIFERENCIALES CON TERMINO 
NO HOMOGfNEO DISCONTINUO 


En muchas aplicaciones, el segundo miembro de la ecuacion diferencial ay" + by ' + 
cy = /(/) tiene una o mas discontinuidades de salto. Por ejemplo, una particula puede 
encontrarse en movimiento bajo la influencia de una fuerza f x (t) y, repentinamente, 
en el tiempo t x sufrir ios efectos de una fuerza adicional / 2 (f). Estas ecuaciones son, 
con frecuencia, muy diffciles de resolver con los metodos estudiados en las Secciones 
2.4 y 2.5. En la presente seccion se describira como tratar el problema con el metodo 
de la transformada de Laplace. Se iniciara obteniendo primero las transformadas de 
Laplace de algunas funciones discontinuas sencillas. 

El ejemplo mas senciilo de una funcion con una sola discontinuidad de salto es la 
funcion 



0< f <c 
t > c 


Esta funcion, cuya grafica aparece en la Figura 1, se conoce como funcion escalfn o 
funcion de Heaviside . Su transformada de Laplace es 


•'0 J c 

= h'm f e~ s ‘dt= li 
A — »oo d r A — 


h'm 


e ~ a —e~ aA 


i>0. 


Considerese ahora una funcion f definida en el intervalo 0 < t < y sea g la 
funcion que se obtiene de / al trasladar la grafica de / c unidades hacia 



FlGURA I. Grafica de H c (t) 
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la derecha, como se muestra en la Figura 2. Dicho con mas precision, g(t) = 0 para 
0 < t < c, y g(t) = f(t - c) para t > c. Por ejemplo, si c = 2, entonces el valor de 
g en / = 7 es el valor de/en t = 5. Una expresion analitica conveniente para g(t) es 

g( 0-H e (t)f(t-c). 

El factor H c (t) hace a g igual a cero para 0 < t < c y al cambiar el argumento t de 
/ por t - c, / se mueve c unidades hacia la derecha. Dado que g(t) se obtiene a partir 
de / en una forma senciila, se esperaria entonces que su transformada de Laplace se 
pudiera obtener en forma senciila a partir de la transformada de f(t). A continuacion 
se demostrara que efectivamente eso ocurre. 



Figura 2 . 

PROPIEDAD 3. Sea F(s) = £{/(/)}. Entonces 

Z{H c (t)f(t-c))-e-“F(s). 

DEMOSTRACION. Por definicion, 

J o 

= / e~ 3, f(t-c)dt. 

J C 

Para resolver la integral conviene hacer la sustitucion 

k=t~c. 

Entonces 

f°°e~ 3 'f(t — c)dt= re-« + ‘>/(0dt 

J c J o 

*=e~ a f°°e~ si f(£)d£ 

J 0 

= e-“F(s). 

Por lo tanto, Z{H c (()f(t — c)} = e~ a Z{f(t)}. □ 
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EJEMPLO 1 i,Que funcion tiene la transformada de Laplace e Vs 2 ? 

SOLUCION. Se sabe que \/s 2 es la transformada laplaciana de la funcion t y y por la 
Propiedad 3 resulta entonces 

= 1 )}. 

s 

La grafica de - 1) se muestra en la Figura 3. 



FlGURA 3. Grafica de //,(/)(/ - D 

EJEMPLO 2 iQue funcion tiene la transformada de Laplace e 3 V(s 2 - 2s - 3)? 
SOLUCldN. Observese que 

1 1 _ 1 

s 2 — 2s — 3 s 2 — 2s + 1 - 4 (s- l) 2 — 2 2 

Dado que l/(s 2 - 2 ) = £.{'/$ senh2(}, se concluye entonces de la Propiedad 2 que 

1- = tl -~e'senh2/). 

(s— l) 2 — 2 2 *2 > 

y segun la Propiedad 3 se tiene entonces 

EJEMPLO 3 Sea/(r) la funcion que vale t para 0 < t < 1, y vale 0 para t > l.Encon- 
trar la transformada de Laplace de /sin realizar ninguna integration. 

SOLUClON. Observese que /(/) puede escribirse en la forma 


/(0 = f[tfo(')-tf.(')] = '-'tf.(')- 



2.11 • Ecuaciones diferenciales con termino no homogeneo discontinuo 


237 


Por lo tanto, por la Propiedad 1, 

e{/(0}-£{0-e{^i(0} 

1 { d e~ 3 _ 1 e~ J 
s 2 ds s s 2 s s 2 


EJEMPLO 4 Resolver el probiema de valor inicial 


d dy f 1 , 0 ^ f < 1 ; 0, 1 ^ / <C 2 ; 

-7T-3^- + 2y=/(/) = ] 1, 2</<3; 0, 3 < / <4; 
dt dt 1 1, 4< /<5; 0, 5 < / < oo. 


y (0) = o, /( 0 )=o 


SOLUCION. Sean Y(s) = £{^(0} y F(s) = £{/(/)}. A1 aplicar la transformada de 
Laplace en ambos lados de la ecuacion diferencial se obtiene que (s 2 -35 + 2) K(5) = 
F(s), de modo que 

F(s ) F(s) 

Y(s) = _ — = Li 

K> 5 2 -35 + 2 (5-l)(5-2)- 

Una manera de calcular F(s) es escribir /(/) en la forma 

/(O = [7/ 0 (/)-//,(0] + [// 2 (0-^(0] + ["4(0-^5(0]- 

Por io tanto, basados en la linealidad de la transformada de Laplace, se tiene que 


) p ~s - 2 s - 3 s - 4 s - 5 s 

F(s) = !_£_ + £ £ — + £ — , 

s s s s s s 


Una segunda manera de calcular F(s) es evaluar la integral 


[ C °e~ s, f(t)dt= [ l e~ s, dt+ Ce~ 5, dt+ fV" 
Jq j 0 J 2 J 4 


dt 


\-e~ s e~ 4s -e' 5s 


+ ■ 


Como consecuencia, se obtiene 


Y(s) = 


l-e-’ + e-^-e-^ + e-^-e- 5 ’ 


s(s-\)(s-2) 


El paso siguiente ahora, es desarrollar 1/5(5 - 1)(5 - 2) en fracciones parciales; es decir, 
se escribira 


1 

5(5-l)(5-2) 



c 

s — 2 * 


Esto implica que 


A (j— 1)(j*-2) + Bs(s-2) + Cs(s-~ 1)= L 


(i) 
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Tomando 5 = 0 en (1) implica que A = Vi \ si se toma s = 1 se obtiene que B = - 1, 
y con s = 2 se obtiene c — Vi. Asf pues, 

I _ 1 1 111 

l)(i — 2) 2 j s — 1 2 s — 2 



Por lo tanto, a partir de la Propiedad 3 

' y(t) = [ 5 - e ' + 5 * 2 '] - H \ ( 0[ 5 - e {, ~ 0 + i* 2( ' _,) ] 

+ H 2 (/)[$ - e<'~ 2 > + ^ 2(, - 2) ] - H 3 (f)[{ - e<'- 3 > + { e 2 <‘-»] 
+ H 4 (/)[ i -e<'~ 4) + ie 2 <'- 4 >] - H s ( 0 [i -^ ( " 5) + i« 2( '~ S) ]- 


Observaci6n. Puede verificarse facilmente que la funcion 

i ~ gi'-”) + lg2(l-n) 

y sus derivadas se anulan en t - n. Por ello, tanto y(t) como/'(0 son funciones conti- 
nuas en el tiempo, a pesar de que f(t ) es discontinua en / = 1, 2, 3, 4 y 5. En forma 
mas general, tanto la solucion y(t) del problema de valor inicial 

+b ^ +c y = f(0< y(to)°y* yVo)=y'o 

como su derivada de y\t) son siempre funciones continuas en el tiempo, si f(t) es conti- 
nua por secciones. En la Section 2.12 se explicara la demostracion de este resultado. 


ejercicios 


Encuentre la solucion de cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 

1. y“ + 2y'+y = 2{t-2)H i {t)\ y(0)-2,/(0)- 1 

2. y”+/+y-H w (t)-H 2 ,(ty, y(0)~ 1, /(0)-0 

3. + ?>4 <4 = y(0)“3,/(0)=-2 

4. y" +y~ ( sen *’ 0<,<7r ; .y(0)=l,/(0)=0 

7 7 \ cos t y n<t< 00 ^ w 

’--Hr i/2<: 

6. r * v * r -{ S 0 CT2 '- J-< 0 )-i.r'( 0»-0 
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7 . >-+/+ 7 y -{{* ^( 0 )“ 0 -/(°)“ 0 

8 - y" + ?-[o’ °>“° 

[ 0, 0 < / < 1 

9. y"-2y'+y=( t, 1 < r < 2 ; y(0) = 0,/(0) = 1 
l 0, 2 < t < oo 

10. Obtenga la transformada de Laplace de | sen f \ . Sugerencia: Observe que 

OC 

|sen/|=sen/ + 2 2 ^mr(O sen ( ,-/w ). 


11. Resuelva el problema de valor inicial del Ejemplo 4 por el metodo de la conjetura 
sensata. Sugerencia: Halle la solucion general de la ecuacion diferencial en cada 
uno de los intervalos 0 < f < 1, 1 < / < 2, 2 < f < 3, 3 < f < 4, 4</< 
5,5 < t < °°,y elija las constantes de modo que tanto _y(r) como y'(t) sean conti- 
nuas en los puntos t = 1, 2, 3, 4 y 5. 


2.12 Funcion Delta de Dirac 


En muchas aplicaciones ffsicas y biologicas aparece a menudo el problema de valor inicial 
inicial 


a -JT +b^~ +cy >’(0)=>' o , ^'(O)^ (1) 

dt 2 at 

donde no se conoce /(f) explicitamente. Estos problemas se presentan por lo comun 
cuando se trabaja con fenomenos de naturaleza impulsiva. En tales casos, la unica infor- 
macion con la que se cuenta acerca de/(f) es que es igual a cero, excepto por un interva- 
lo muy corto de tiempo f 0 < t < t x , y que su integral sobre dicho intervalo es un nume- 
ro dado 7 0 # 0. Si I 0 no es muy pequeno, entonces /(f) sera muy grande en el intervalo 
f 0 < f < f|. Tales funciones se conocen como funciones de impulso, y en la Figura 
1 se muestra la grafica de una funcion /(f) ti'pica. 



FlGURA I. La grafica de una funcion ti'pica de impulso /(f) 
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A principios de la decada de 1930 el fi'sico P.A.M. Dirac, ganador del premio Nobel, 
elaboro un metodo muy controvertido para trabajar con funciones de impulso. Su meto- 
do se basa en el siguiente razonamiento. Sea cada vez mas cercano a t 0 . Entonces 
la funcion /(/)//o tiende a la funcion que es 0 para / ¥* t 0 , e igual a oo para t = t 0 , y 
cvya jntegra) sobre cuaiquier intervalo que contiene a / 0 vale 1. Esta funcion, que es 
conocida como funcion delta de Dirac , se denotara por 5(t - t 0 ). Por supuesto que 
6{t - / 0 ) no es una funcion en el sentido usual. Sin embargo, decia Dirac, puede ope- 
rarse formalmente con 5(t - t 0 ) como si en efecto fuera una funcion. Entonces, si se 
hace /(/) = I 0 5(t - t 0 ) en (1) y se impone la condicion 

f%(05(/-?o)^=( g( ' o) Sia<t ° <b (2) 

J a l 0 en caso contrario 

para toda funcion continua g(/), se obtendra siempre la solucion correcta y(t). 


Observaci6n. Ciertamente es muy razonable imponer como condicion la ecuacion 
(2) a b(t - t Q ). Para una mejor comprension, supongase que f(t) es una funcion de 
impulso que resulta positiva para t 0 < t < 1 1 , igual a cero en cuaiquier otro punto, 
y cuya integral sobre el intervalo [/ 0 , es igual a 1. Para cuaiquier funcion continua 
g(th 


min ^(0l/(0< ^(0/(0<f 


max 




Como consecuencia, se sigue que 



min 

/ 0 < t < /| 


g(0]f(‘)dt<J''g(t)f(t)dt< f’[ max 
J J t 0 J, L r 0 < f < ( , 


g{t) 


o bien, 

min g(t)< f‘'g(t)f(t)dt< max g(/). 

Asi pues, cuando — t 0 , f' g (t)J{t)dt-+g(t 0 ). 

J t o 

Ahora bien, por supuesto que la mayoria de los matematicos usualmente se burian 
de este metodo. “^Como es posible considerar a 8(t - t 0 ) como una funcion en el sen- 
tido usual si obviamente no lo es?”, cuestionaban los matematicos. Sin embargo, nun- 
ca se rieron muy fuerte, ya que Dirac y sus seguidores siempre obtenian la respuesta 
correcta. A fines de la decada de 1940, en una de las historias de mayor exito en las 
matematicas, el matematico frances Laurent Schwartz Iogro ubicar la funcion delta de 
Dirac sobre un fundamento matematico firme. Lo logro ampliando la clase de todas 
las funciones de modo que pudiera quedar incluida la funcion delta de Dirac. En la 
presente seccion se presenta primero una justificacion fisica del metodo de Dirac. Des- 
pues se indica como resolver el problema de valor inicial (1) por el metodo de la trans- 
formada de Laplace. Por ultimo, se senala brevemente el “germen” de la brillante idea 
de Laurent Schwartz. 


Justificacion fisica dei metodo de Dirac. La segunda ley de Newton del movimiento 
se escribe usualmente en la forma 


=/(/) 


( 3 ) 
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donde m es la masa de la particula, v es su velocidad, y /(/) es la fuerza total que actua 
sobre la particula. La cantidad mv se denomina impetu (o momentum o cantidad de 
movimiento)* de la particula. A1 integrar la ecuacion (3) entre t 0 y t, se obtiene 

J t 0 

Esta ecuacion dice que el cambio en el impetu de la particula entre el tiempo t 0 y el 
tiempo es igual ftyiOdt. Asi pues, la cantidad importante desde el punto de vista 
fisico es la integral de la fuerza respecto al tiempo, la cual se conoce como el impulso 
ejercido por la fuerza , mas que la fuerza misma. Ahora bien, puede suponerse en la 
ecuacion (1) que a > 0, ya que de otro modo se pueden multiplicar ambos lados de 
la ecuacion por -1 para obtener a > 0. En ese caso (Section 2.6), puede considerarse 
a y(t ), para / < t 0i como la posicion de una particula de masa a, en el tiempo /, 
moviendose bajo la influencia de la fuerza — b(dy/dt ) — cy. En el tiempo t 0 se aplica 
sobre la particula una fuerza /(/); dicha fuerza actua durante un intervalo de tiempo 
muy corto t 0 ^ t < t\ . Dado que dicho lapso es extremadamente corto, puede enton- 
ces suponerse que la posicion de la particula no cambia mientras la fuerza actua. De 
modo que el resultado es que la fuerza de impulso f(t) provoca un salto de magnitud 
I 0 /a en la velocidad de la particula en el tiempo t 0 . En otras palabras, y(t) satisface 
el problema de valor inicial 

a^ + h^ + ey^O-, >'(0)==>' o , /(0)=>o 
para 0 < / < t 0 , y 

a ^ +b 7i +<y = 0; y(‘o) = z o> o+-J ( 4 ) 

para t > / 0 > donde Zq y Zq son la posicion y la velocidad de la particula, un instante 
antes de que actue la fuerza de impulso. Por lo tanto, es evidente que cualquier metodo 
que utilice correctamente el impetu I 0 transferido a la particula en el tiempo t 0 por la 
fuerza de impulso /(/), debe dar la respuesta correcta. Tambien es claro que se obtiene 
continuamente la informacion del impetu / 0 transmitido a la particula por /(/) si se sus- 
tituye/(/) por 7 0 6(/ - t 0 ) y se cumple la ecuacion (2). Por lo tanto, el metodo de Dirac 
siempre dara la respuesta correcta. 


OBSERVACldN. Ahora es posible entender por que cualquier solucion y(t) de la ecua- 
cion diferencial 


d 2 y dy 


f(t) una funcion continua por secciones, 


es una funcion continua en el tiempo aun cuando/(/) sea discontinua. De hecho, dado 
que la integral de una funcion continua tambien lo es, se ve entonces que >>'(0 debe 
variar de manera continua con respecto al tiempo. En consecuencia, y(t) debe variar 
tambien continuamente en el tiempo. 


Solucion de la ecuacion (1) por el metodo de la transformada de Laplace. Para resol- 
ver el problema de valor inicial (1) por el metodo de la transformadas laplacianas, solo 
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se necesita saber cual es la transformada de Laplace para 5(t - t 0 ). Esto puede obte- 
nerse directamente a partir de la definition de la transformada y de la ecuacion (2) 

£{5(/-/ 0 )} = /" e~ s 'S(t-t 0 )dt = e~ s '° (para t 0 > 0) 

•'o 


EJEMPLO 1 Obtener la solucion del problema de valor inicial 

^-4^+4K = 35(r-l) + S(/-2); y{ 0)=1, /(0)-l. 

SOLUCION. Sea Y{s) =£{/(/)}• Alaplicarla transformada de Laplace enamboslados 
de la ecuacion diferencial, se obtiene 


o bien 

Y por lo tanto 


J 2 Y— s — 1 — 4(sY— l) + 4Y=3e -, + e -2j 

(5 2 -45 + 4)r(j)-5-3+3e"' + e-* 
je 


r(s)= 


i — 3 , 3e‘ 


,~2s 


(s-2) 2 (s-2) 2 (s-2) 2 


Ahora bien 1/(5 - 2) 2 = ( te 2 '}. Entonces, 


3e s , e ** 


(s-2) 2 (s-2) 2 


= £{3//, (t)(t- \)e 2( '~ l) + H 2 (t)(t-2)e 2i '~ 2 ^}. 


Para invertir el primer termino de Y(s) observese que 


s — 3 s-2 


1 


( 5 - 2) 2 ( i - 2) 2 ( 5 - 2) 2 


= £{e 2 '} -£(te 2 '}. 


Asi pues, y(f) = (l — t)e 2 ' + 3H } (t)(t — l)e 2( '“ l) + H 2 (t)(t — 2)e 2 ^‘~ 2 \ 


Es ilustrativo resolver este problema por el camino largo, es decir, encontrar y(t ), 
por separado, en cada uno de los intervalos 0 < / < 1, 1 </<2y2</< co . Para 
0 < t < 1 se tiene que y(t) satisface el problema de valor inicial 

d 2 y dy 

+ 4 ^ = 0 ; >'( 0 ) = 1 , /( 0 ) = 1 . 

La ecuacion caracteristica de la diferencial es r 2 - 4r + 4 = 0, cuyas rafces son - 
r 2 - 2. Por lo tanto, cualquier solucion y{t) debe ser de la formal) = (a x + a 2 t)e 2{ . 
Las constantes a x y a 2 se determinan a partir de las condiciones iniciales 

1 —y (0) = ci | y 1 =y'(0)=‘2a l + a 2 - 

Por lo tanto, a\ = 1, a-> = -1 y y(t) = (1 - t)e 2 ' para 0 < / < 1. Ahora ^(l) = 0 
y 7 (1) = -e 2 . En el instante / = 1 la derivada de>»(0 se incrementa repentinamente 
en 3. Por lo tanto, para 1 < t < 2 se tiene que .y(f) satisface el problema de valor inicial 

+4 - V=0; yV) = l-e 2 - 
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Dado que las condiciones iniciales estan dadas en ; = 1 , se escribira la solution en la 
forma y{t) = [&! + b 2 (t - l)]e 2(,_1) (Ejercicio 1). Las constantes b\ y b 2 se determi- 
nan a partir de las condiciones iniciales 

0=j(l) = b, y 3-e 2 =/(l) = 2b, + b 2 . 

Asi pues, b\ = 0, b 2 = 3 - e 2 y y(t) = (3 - e 2 )(t - l)e 2( ' _1) , con 1 s / < 2. Ahora 
se tiene.y(2) = (3 - e 2 )e 2 y y'( 2) = 3(3 - e 2 )e 2 . En el instante t = 2, la derivada de 
y{t) se incrementa repentinamente en 1. Por consecuencia, para 2 < t < °° se tiene 
que y(t) satisface el problema de valor inicial 

~^~T, +4_y = 0; y(2) = e 2 (3- e 2 ), /(2)= 1 +3<? 2 (3 - e 2 ). 

dr dt 

Por lo tan to, y(t) = [c, + c 2 (t - )}e 1{t ~ l) . Las constantes c x y c 2 se determinan a par- 
tir de las ecuaciones 

e 2 (3-e 2 ) = c 1 y I + 3e 2 (3 — e 2 ) = 2c, 4* c 2 . 


Ast que 


c, = e 2 (3 -e 2 ), c 2 = 1 +3e 2 (3- e 2 )-2e 2 (3-e 2 )= 1 +^ 2 (3-e 2 ) 

yy(t) = [^ 2 (3 - e 2 ) + (1 + e 2 (3 - e 2 ))(t - 2)]e 2(/ " 2> , t > 2. El lector debe verificar 
que esta expresion coincide con la expresion que se obtiene para y(t) por el metodo de 
la transformada de Laplace. 


EJEMPLO 2 Una particula de masa igual a 1 se encuentra sujeta al extremo libre de 
un sistema masa-resorte-amortiguador. La constante de restitucion del resorte es 1 N/m 
y la resistencia que el mecanismo opone al movimiento de la particula es igual al doble 
de su velocidad. En el instante t = 0, cuando la particula se encuentra en reposo, se 
aplica al sistema una fuerza externa e~ l . En el instante t = 1 se aplica a la particula 
una fuerza adicional /(r) de muy corta duracion. Dicha fuerza imprime a la particula 
un impulso de valor 3 N • s. Determinar la posicion de la particula en cualquier instan- 
te t mayor que 1 . 


SOLUCION. Sea^(r) la distancia de la particula con respecto a su posicion de equili- 
brio. Entonces y(t) satisface el problema de valor inicial 


^+2^+>- = e-' + 35(/-l); y( 0)=0, /(0)=0. 


Sea Y(s) = {^(0}- Al aplicar la transformada de Laplace en ambos lados de la ecua- 
cion diferencial, se obtiene 


1 

s + 1 


Ze \ o bien L(s) 


(5+l) J 


3e~' 

(s+ l ) 2 


(s 2 +25+i)y(5)= 
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Dado que 


1 

(5+1) 3 



y 


-^=3e{// 1 (0(/-i)e- ( '- ,) } 
0 + 0 


se ve entonces que 

y, por consecuencia, se tiene y(t) = ^f 2 e“' + 3(/- l)e _(, " !) para/>l. 


La presente seccion concluye con una description breve del metodo de Laurent 
Schwartz para ubicar la funcion delta sobre un fundamento matematico riguroso. La 
etapa principal en el metodo es reconsiderar el concepto de “funcion”. En calculo se 
ensefia al estudiante a reconocer una funcion por su valor para cada valor de t. Una 
manera mas refinada (y mucho mas dificil) de reconocer una funcion es mediante lo 
que hace a otras funciones. Dicho con mas precision, sea / una funcion continua por 
secciones, definida para -co < / < A cada funcion </> infinitamente diferenciable 
que se anula para |/| lo bastante grande se Ie asigna un niimero K[<j>] de acuerdo con 
la formula M 

*[♦]-/ mm*- ( 5 ) 

Como lo indica la notation, K es un operador que actua sobre las funciones. Sin embargo, 
difiere de los operadores expuestos con anterioridad en el sentido de que asocia a <j> 
un niimero en vez de una funcion. Ahora observese que la asociacion 4> K[<t>] es una 

asociacion lineal, pues 

+ c a*i]“ f°° ( c i+i + c A)(0/(0* 

00 

“<?l f°° <t> l0)/0)* +C 2 f °° *2(0/0)* 

00 00 

= c,a:[<i>,]+c 2 a'[> 2 ]. 


Por lo tanto, toda funcion continua por secciones define mediante (5) una funcional 
lineal sobre el espacio de funciones infinitamente diferenciables que se anulan para |/| 
lo bastante grande. 

Considerese ahora la funcional K[<t>] definida por la relation K[(f>] = <j>(t 0 )- Se tiene 
que K es una funcional lineal, ya que 

] = c i^i(^o) + c 2 < t > i(h) “ c x KM 4* c 2 AT[<£ 2 ]. 

Para imitar la forma de (5), se expresa a K simbdlicamente en la forma 

*[*]- r m^o-h)*. ( 6 ) 

00 


En este sentido S(/ - t 0 ) es una “funcion generalizada”. Sin embargo, es importante 
notar que no se puede hablar del valor de 5(/ - 7o) en cualquier instante t. La unica 
cantidad que tiene significado es la expresion ~ to)dt> y a esta expresion hay 

que asignarle siempre el valor de <t>(t 0 ). 
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Es muy dificil pensar en una funcion en terminos de la funcional lineal (5) que induce. 
Sin embargo, la ventaja de esta manera de considerar es que ahora es posible asignar 
una derivada a toda funcion continua por secciones y a toda “funcion generalizada”. 
De hecho, supongase que f(t) es una funcion diferenciable. Entonces f '(t) induce la fun- 
cional lineal 


*'i>]« r*(t)f(t)dt. (7) 

00 

AJ integrar por partes y usar el hecho de que <f>(t) se anula para 1 1\ suficientemente grande, 
se encuentra que 


*'[♦]- r «[-*']■ ( 8 ) 

00 

Notese que la formula K [<t > ] = K[-<t> ] tiene sentido aun cuando/(0 no es diferencia- 
ble. Este hecho sugiere la definicion siguiente: 


DEFINICION. A toda funcional lineal K[<j>] se le asigna una nueva funcio- 
nal lineal K'[4>\ por medio de la formula K'[<t>] = K[-<i>'\. La funcional lineal 
K'[<t>] se denomina derivada de K[4>], ya que si K[<f > ] es inducida por una fun- 
cion diferenciable /(/), entonces K'[<t>] es inducida por /'(/)• 


Observese, por ultimo, a partir de (8), que la derivada de la funcidn delta 5 (t - t 0 ) 
es la funcional lineal que asigna a toda funcion <A el numero -<t>'(t 0 ), ya que si K[<t>] = 
<t>(to) entonces A"[</>] = K[-<j >' ] = -<t>'(t 0 )- De modo que 


/. 


oo 

00 


<t>(t)S'(t-t 0 )dt=-<t>’(t 0 ) 


para todas las funciones diferenciables <t>(t). 


EJERCICIOS 

1. Sea a una constante fija. Demuestre que toda solucion de la ecuacion diferencial 
(d 2 y/dt 2 ) + 2a (dy/dt) + a 2 y - 0 puede escribirse en la forma 

2. Resuelva el problema de valor inicial (d 2 y/dt 2 ) + 4 (dy/dt) + 5^ = y(0) = 

1, >>'(0) = 0, donde f(t) es una fuerza de impulso que actiia durante un intervalo 
de tiempo extremadamente corto 1 < ( s 1 + r, y / 1 + T f(t)dt = 2. 

3. (a) Resuelva el problema de valor inicial ( d 2 y/dt 2 ) - 3 (dy/dt) +2 y - /( 05 

^(0) = 1, ^'(0) = 0, donde /(/) es una fuerza de impulso que actua durante 
un lapso extremadamente corto 2 < t < 2 + t, y f 2+r f(t)dt = -1. 
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(b) Resuelva el problema de valor inicial (d 2 y/dt 2 ) - 7>(dy/dt) + 2 y = 0;.y(0) = 
1, y'( 0) = 0 en el intervalo 0 < / < 2. Calcule Zo = ^(2) y z'o = >' (2). 
Resuelva luego el problema de valor inicial 

^-3^+2y = 0; _y(2) = z 0> /(2) = z’ 0 -\, 2<r<oo. 

Compare la solucion con la solucion de la parte (a) 

4. Una particula de masa igual a 1 se encuentra sujeta a un sistema masa-resorte-amor- 
tiguador. La constante de restitution del resorte es 3 N/m y la resistentia que el 
sistema opone al movimiento de la particula es igual a 4 veces su velocidad. En 
el instante / = 0, la particula se encuentra a 0.25 m de su posicion de equilibrio. 
En el instante t = 3 s (segundos) se aplica al sistema una fuerza de impulso de muy 
corta duration. Dicha fuerza imparte un impulso de 2 N * s sobre la particula. Cal- 
cule el desplazamiento de la particula con respecto a su posicion de equilibrio. 


En los Ejercicios 5 a 7, resuelva el problema de valor inicial dado. 

d 2 y 

5. — - +y =sen/ + 6(/ — 7r); y(0) — 0, y(0) = 0 
dt 2 

6 . ^ + %+y~28(t-l)-8(t-2); y(0) = l,/(0)=*0 
dr ai 

7. fZ+2^+y = e -' + 38(t-3y, > (0) = 0,/(0) = 3 

8. (a) Resuelva el problema de valor inicial 

^+y= 1 8(t-p), ^(0)=/(0)-0, 

at y«o 

y muestre que 

f sen/, n es par 
yK } l 0, n es impar 

en el intervalo mr < t < (n + l)7r. 

(b) Resuelva el problema de valor inicial 


d 2 y 

y + y= 2 60-2P), 

at y “O 


*( 0 )-/( 0 )- 0 , 


y muestre que^(/) = (n + l)sen/ en el intervalo 2nir < t < 2 (n + 1)tt. 

Este ejemplo indica por que se ordena a los soldados romper la cadencia al marchar 
a traves de un puente. De hecho, si los solados marcharan ritmicamente con la frecuen- 
cia natrual del material ferreo (acero) del puente, puede presentarse una situation de 
resonancia del tipo (b). 
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9. Sea/(r) una funcion que es igual a Vi para t > t 0 , igual a 0 para t = t 0 , e igual 
a — Vi para t < t 0 . Sea K[<t>] la funcional lineal 

rwfwdt. 

CO 

Demuestre que K'[<t>] = De modo que - t 0 ) se puede 

identificar como la derivada de f(t). 


2.1 3 Integral de convoluciGn 


Considerese el problema de valor inicial 

+ +cy=f(t)\ y(0)=y 0 , y'(0)=y’ 0 . (1) 

Sea Y(s) = £{^(/)} y F(s) = £{/(/)}. A1 aplicar la transformada de Laplace en ambos 
miembros de la ecuacion diferencial se obtiene que 

a [ .y 2 Y ( s) - sy 0 -y' 0 ] + b [ * Y ( s) -y 0 ] + c Y ( s) = F ( s) 


y esto implica que 


w x as + b , a , , 
Y(s)= — 7 ~ ~ • y o~ t ' . ■ , . -.v 0 + 


Ahora hagase 


as 2 + Z>j + c 0 OS 2 +fcs + C 0 OS 2 +Fy + C 


A1 tomar f{t) = 0, jy 0 = 1 y J'o = 0, se encuentra quej^U) es la solucion de la ecua- 
cion homogenea que satisface las condiciones iniciales j>i (0) = 1 , i (0) = 0. Demanera 
similar, tomando f{t) = 0, y 0 = 0 y y' 0 = 1, resulta que^CO es la solucion de la ecua- 
cion homogenea que satisface las condiciones inicialesj^O) = 0, y'liO) = l.Todoesto 
implica que 


«K0=£‘ l 


Hf) ) 

as 2 + bs + c ) 


es la solucion particular de la ecuacion no homogenea que satisface las condiciones ini- 
ciales ^(0) = 0, ^'(0) = 0. Asi pues, el problema de hallar una solucion particular \p(t) 
de la ecuacion no homogenea se reduce al problema de encontrar la inversa de la trans- 
formada de Laplace para la funcion F(s)/(as 2 + bs + c). Si se observa esta funcion 
con detenimiento, se encuentra que es el producto de dos transformadas de Laplace; 
es decir, 


as 


2 + bs + c 


,e {/(0}xe{^'- 
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Resulta natural preguntarse si existe una relacion sencilla entre $(() y las funciones /(/) 
y Po f supuesto que seria mas facil si 'p(t) fuera el producto de /(f) y y 2 (t)/a, 

pero eso obviamente no ocurre. Sin embargo, hay una manera muy interesante de com- 
binar dos funciones fy g para formar una nueva funcion / * g que es semejante a la 
multiplicacion y para la cual se cumple 

£{(/**)( 0} = £{/(')} x£{ g (f)}. 

Esta combination de/y g aparece con frecuencia en las aplicaciones y se conoce como 
la convolucion de / con g. 


DEFINIClON. La convolucion (/ * g)(f) de / con g se define por medio de 
la ecuacion 


(/•g)(0 = f f(t-u)g(u)du. (2) 

•'o 

Por ejemplo, si f(t) = sen2r y g(t) = e tl y entonces 

f sen2(/-u)e u2 du. 

•'o 

El operador convolucion * guarda claramente alguna semejanza con el operador multi- 
plicacion, ya que se multiplica el valor de / en el punto t - u por el valor de g en el 
punto w, para despues integrar el producto con respecto a u. Es por ello que no debe 
sorprender que el operador convolucion satisfaga las siguientes propiedades. 


PROPIEDAD 1. El operador convolucion cumple la ley conmutativa de la multiplica- 
cion, es decir, (/ * g)(t) = (g * /)(f). 

Demostraci6n. Por definicion se tiene que 

(/*£)(')= f f( ( -u)g(u)du. 

Jq 

A1 introducir la sustitucion / - u = s en la integral se obtiene 

(/•g)(t)--{°f(s)g(t-s)ds 

J t 

= / g(t~s)f(s)ds=(g */)(/). □ 

•'0 


PROPIEDAD 2. El operador convolucion satisface la ley distributiva de la multiplica- 
ci6n, es decir, 


f*(g + h)=f*g+f*h. 
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DEMOSTRACION. Vease el Ejercicio 19. 

PROPIEDAD 3. El operador convolucion satisface la ley asociativa de la multiplica- 
cion, es decir (/ * g) * h = / * (g * h). 

DemostraciOn. Vease el Ejercicio 20. 


PROPIEDAD 4. La convolucion de cualquier funcion / con la funcion cero es igual a 
cero. 


Demostraci6n. Resulta obvio. 


Por otro lado, el operador convolucion difiere del operador multiplicacion en que 
/ * 1 ^ / y / * / ^/ 2 . De hecho, la convolucion de una funcion / con ella misma pue- 
de incluso ser negativa. 


EJEMPLO 1 Calcular la convolucion de /(/) = t 2 con g(t) = 1. 
SOLUCI6N. A partir de la Propiedad 1 se tiene que 

(/*£)(') = ( S */)(') = ^ \-u 2 du= j. 


EJEMPLO 2 Calcular la convolucion de f(t) = cos t consigo misma y demostrar que 
no siempre es positiva. 

SOLUCI6N. Se tiene por definition que 


(/*/)(*) * f cos(/- u)cosudu 
•'o 

= f (cos / cos 2 u 4-sen / senw cos u)du 
J o 

t f c/ u +sent f senucosudu 

Jo 2 J o 


■-cost 


. t , sen 2/ 

= COS t -T + —— 

2 4 


sen 3 / 


/ cos / 4- sen / cos 2 / 4-sen 3 / 


/ cos 1 4-sen / (cos 2 / +sen 2 /) 
2 

/cos/ 4- sen/ 


2 
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esta funcion claramente es negativa para 

(2/? + 1 )n < / < (2n + 1 )tt *f n = 0, 1 , 2, ... . 

Ahora se demostrara que la transformada de/ * g es el producto de la transforma- 
da de Laplace de/y la transformada de Laplace de g. 



FlGURA 1. 



Integrando primero con respecto a (, en vez de w, se obtiene 

du. 

At hacer t - u =* £. Se encuentra que 


£{(/*g)(0} = J g(“) s ‘f(t-u)dt 


e~ , 'f{t — u)dt= re-'< u+ 0/(t)df. 

J u Jo 
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Por Io tanto, se cumple 


£ {(/*s)(0} = f g(u) f 
Jo 




du 


= £{/(0}x£{g(0}. 


EJEMPLO 3 Encontrar la transformada de Laplace de la funcion 


5 2 (j 2 + tf 2 ) 

SoluciOn. Observese que 

'T = e ( / } y ~ 2 ° 2 ~ £ (sena/ }. 
s s +a 

Por lo tanto, por el Teorema 9 se sabe que 

£ -1 ( 2 — 57 ] = f (t-u)senaudu 

U 2 (j 2 + tf 2 )J J 0 

__ at — sena/ 


□ 


EJEMPLO 4 Encontrar la transformada de Laplace inversa para la funcion 

1 


j(j 2 + 2j + 2) 


1 


1 


SOLUCION. Observese que 

* ^ y s 2 + 2.s + 2 (j+l) 2 +l 

Por lo tanto, por el Teorema 9 


-t{e 'senr}. 


1 


s(s 2 + 2s + 2) 


= f e U scnudu 

J Q 

— j [ 1 — e~'(cos/+sen/)]. 


OBSERVACION. Sea ^(0 l a solucion de la ecuacion homogenea ay" + by' + cy = 
0 que satiface las condiciones iniciales j 2 (0) = 0» y' 2 (0) = l.Entonces 

y 2 ( t) 

*(0-/(0* ^ ( 3 ) 

es la solucion particular de la ecuacion no homogenea ay" + by' + cy = /(/) que satis- 
face las condiciones iniciales y^(0) = ^'(0) = 0. Con frecuencia, la ecuacion (3) es mucho 
mas facil de usar que la formula de variacion de parametros obtenida en la Seccion 2 A. 
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EJERCICIOS 

Determine la convolution de cada uno de los siguientes pares de funciones: 

1. e M , e b ‘, a^b 2.e M ,e a ' 

3. cos at, cos bt 4. sen at, senbt, a=£b 

5. sena/, sena/ 6. /, sen/ 

Utilice el Teorema 9 para invertir cada una de las transformadas de Laplace siguientes. 

j 2 (j 2 +1) *' (r+ 1 )(s 2 + 4) 9 ( s 2 +lf 

10. — 4 — r 11. 7 12- — j 

+0 j 2 (j+1) 2 (r 2 +l) 

Utilice el Teorema 9 para encontrar la solution y(t) de cada una de las ecuaciones inte- 
grodiferenciales siguientes. 

13. y(t)**4t — 3 f *y(u)sen(t — u)du 

Jo 

14. >>(/) — 4/ — 3 fy(t — u)sen « du 

Jo 

15. /(z)-sen/ + f ‘y(t- u)cosudu, y(0)=*0 

Jo 

16. >'(r) = 4z 2 - f t y{u)e~ {t ~ u) du 

Jo 

17. y’(t) + 2y + -sen/, >>(()) = 1 

Jo 

18. y(t)=tt-e‘ f t y{u)e~ u du 

Jo 

19. Demuestre que / * (g + h) = f * g + f* h. 

20. Demuestre que (f * g) * h = f * (g * h). 


2.14 METODO DE ELIMINACI6N PARA SISTEMAS 

La teorfa de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden puede servir tambien 
para encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones simultdneas de primer orden 
de la forma 


x 3=1 ~di = a ^ x + b ^ y 
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La idea clave es eliminar una de las variables, por ejemplo y, y luego encontrar x como 
la solucion de una ecuacion diferencial de segundo orden. Esta tecnica se conoce como 
metodo de eliminacion, y se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


( 2 ) 

(3) 


Ejemplo i Determinar todas las soluciones de las ecuaciones simultaneas 

x' = 2x+y+t 

y' - x + 3y + 1. 

SOLUCI6N. Se obtiene primero 

y = x'-2x — t 

a partir de la primera ecuacion en (2). Derivando esta ecuacion se obtiene 

/ = x"-2;c'-l = jc + 3y+l. 

A1 sustituir luego la y de (3) se obtiene 

x" — 2x' — 1 = x + 3(x' — 2x — /) + 1 

de modo que 

;c"-5jc' + 5;c = 2-3/. 

La ecuacion (4) es una ecuacion lineal de segundo orden y su solucion es 

x (/) - e 5 '/ 2 [ '/ 2 + c 2 e ~ * l ' 2 ] - 

para un par de constantes yc 2 . Por ultimo, sustituyendo esta expresion en (3), 


(4) 


y(t) — e 5 '/ 2 


1 + V5 


-c,e 


1 ~ ^5 -Vs i /2 
2 P 


,V5,/2 + ^_^ 


t-\ 


Ejemplo 2 Encontrar la solucion del problema de valor inicial 

x' — 3x —y, x(0) = 3 

y-x+y, y( 0 )= 0 . 

SOLUCION. De la primera ecuacion en (5) se obtiene 

y = 3x~x\ 

La derivacion de esta ecuacion da 


y' = 3x'-x" = x+y. 
Sustituyendo la y de (6) se llega a 


3x'-x" = x + 3x-x' 


de manera que 


Esto implica que 


x"-4x' + 4x = 0. 


x(t) = (c l + c 2 t)e 2 ' 


(5) 

( 6 ) 
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para un par de constantes C\ y c 2 . A1 sustituir esta expresion en (6) se obtiene 

y(‘) == (c i -c 2 + c 2 t)e 2 '. 

Las constantes c t y c 2 se determinan a partir de las condiciones iniciales 

jc(0) = 3 = c, 
j(0) = 0 = c,-c 2 . 

Por lo tanto, C| = 3 y c 2 = 3, de modo que 

x(/) = 3(l + t)e 2 ',y(t) = 3te 2 ' 

es la solucion de (5). 

Observacion. El sistema de ecuaciones simultaneas (1) se conoce usualmente como 
un sistema de ecuaciones de primer orden. Los sistemas de ecuaciones se tratan con 
detalle en los Capftulos 3 y 4. 


ejercicios 


Encuentre todas las soluciones para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 

1 . 


x'**6x- 3 y 
y'-2x+y 

3. x'**-3x + 2y 
?--x-y 


2. *'*= —2x +y + t 
y’ — -4x + 3_y - 1 

4. x' = x+y + e‘ 
y' = x-y - e‘ 


Encuentre la solucion de cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 


5. 

x' 

= *+>>, x(0) = 2 

6. 

x ' 

= x-2y, 

x(0)=0 


y 

= 4 x+y, y( 0) = 3 


y 

= — 2x + 2>', 

y(0)=5 

7. 

x' 

= x-y, x(0)= 1 

8. 

x' 

= 3x — 2y, x(0)= 1 


y 

= 5x-3y, y( 0) = 2 


y 

= 4 x-y, y( 0) = 5 

9. 

X 

= 4x + 5y + 4e ' cos /, x(0) = 0 

10. 

x' 

= 3x — 4y + e‘ 

, *(0)= 1 


y 

= - 2 a- — 2y y y(0) = 0 


y 

= x-y -he’, 

y( 0)=1 

11. 

x 9 

*= 2x - 5 y +sen /, x (0) = 0 

12. 

x' 

m y+fi i(0. 

x(0)=0 


y 

=x-2y + tan/, y(0) = 0 


y 

= -x+MO, 

^(0)-o 


2.15 Ecuaciones de orden superior 


En la presente section se estudiaran brevemente las ecuaciones diferenciales de orden 
superior. 


DEFINICION. 


La ecuacion 
d n y 


d n 


L[y] = a „(')^r + ---+a 0 (t)y = 0, a„(t )¥* 0 


dt* 


dt 


( 1 ) 
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se conoce como la ecuacion lineal homogenea general de orden n . La ecuacion 
diferencial (i) junto con las condiciones iniciales 

-v('o)=.vo> y'(to) = yo’---y n ~'K‘o) = yo (n ~' ) O') 

constituyen un problema de valor inicial. La teoria para la ecuacion (1) es com- 
pletamente analoga a la teoria para ecuaciones lineales homogeneas de segun- 
do orden que se estudiaron en las Secciones 2.1 y 2.2. Por ello, los teoremas 
importantes se enunciaran sin demostracion. Es posible obtener demostracio- 
nes completas de estos resultados generalizando los metodos usados en las Sec- 
ciones 2.1 y 2.2, o los metodos que se expondran en el Capi'tulo 3. 


TEOREMA 10. Sean y x (t ), . . . , y n (() n soluciones linealmente independien- 
tes de (1), es decir , ninguna yj(t) es combination lineal de las demas solucio- 
nes. Entonces toda solution y(t) de (1) es de la forma 

.HO = >-,(/)+ ••• +c n y„(t) (2) 

para alguna election de constantes c x , . . . , c n . Por tal razon, se dice que (2) 
es la solution general de (1). 


Para encontrar n soluciones linealmente independientes de (1) cuando los coeficientes 
a 0 > a i , . . a n no dependen de t y se determina 

L[e r, ]=(a„r n + a n _ l r n -'+ ...+a 0 )e rl . (3) 

Esto implica que e rt es solucion de (1) si y solo si r es una raiz de la ecuacion caracte- 
ristica 

a n r n + a n _ l r n ~ x + ...+a 0 = 0. (4) 

Asi pues, si la ecuacion (4) tiene n raices distintas r x , entonces la solucion gene- 

ran de (1) es y(l) = c x e r ' ! + . . . + c n e fnt . Si r } - ccj + i(3j es una raiz compleja de 
(4), entonces 

w(/) = Re{V'' } =e* jt cos/ijt 

y 

u(/) = Im{e r > / } = e a ' , $enf} J t 

son dos soluciones de (1) con valores reales. Por ultimo, si r x es una raiz de multiplici- 
dad k, es decir, si 

a fl r"+...+a 0 =(r-r 1 )\ 7 ('-) 

donde q(r x ) # 0, entonces e r ' l > te r ' 1 , . . t k ~ x e rxt son k soluciones linealmente indepen- 
dientes de (1). Esta ultima afirmacion se demuestra de la siguiente manera. Observese 
a partir de (3) que 

L[e*\ =(r-r t ) k q(r) e" 
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si r x es una rafz de multiplicidad k . Por lo tanto, 


L[t J e r <']=L \—e n 
9 r* 


n } 

“ 0, para 1 < j < k 


ejemplo i Encontrar la solucion general de la ecuacion 

d*y 

<*> 

SoluciOn. La ecuacion caracterfstica de (5) es r 4 + 1 = 0. Las raices de esta ecua- 
cion se hallan al observar que 


1 = e** = e* wi = — ^7#/ 


Por lo tanto, 


r, = e < * /4 = cos y + 'sen-j = — Jr-(1 + /), 
4 4 V2 


3ir 1 


r 2 = . cos ^ + / sen ^- ( 1 - n 

4 4 V2 

r _ e 5*</4 = co $ -^ + / sen-^ ( 1 + /), 

4 4 4 x/7 v 


r 4 = e 7ir,/4 = cos + / sen-^p = — (1 — /) 

4 4 V2 

son 4 raices de la ecuacion r 4 + 1 = 0. Las raices r 3 y r 4 son las complejas conjuga- 
das de r| y r 2 , respectivamente. Asi pues, 

e r >‘= e ‘/^ cos — + i sen — •— 

V2 V2 . 


*. r * = e ,/<v ^ cos — - — I-/ sen — — 


son dos soluciones de (5) con valores complejos y eso implica que 
y\(‘) = e ' /V * cos-^r-, y 2 (t) = e' /Vi sen—-, 

y}(0 = e ~' /V * cos ~7=-> y y*{ t) = e ~' /V * sen ~pr 
v 2 V2 
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son cuatro soluciones de (5) con valores reales. Dichas soluciones son, en verdad, lineal- 
mente independientes. Por lo tanto, la solucion general de (5) es 


+«-" v5 


a * cos — — + b x sen——* 

VI VI 


t L , t 

a 2 cos — — + b 7 sen—— 

V2 V2 


EJEMPLO 2 Encontrar la solucion general de la ecuacion 

d*y . d?y d 2 y dy 
— 7 - 3-4 +3-4 - -f =0. 
dt 4 d/ 3 rfr 2 dt 


( 6 ) 


Solucion. La ecuacion caracteristica de (6) es 

0=r 4 — 3r 3 + 3r 2 — r=r(r 3 — 3r 2 + 3r— 1) 

= r(r-l) 3 . 

Sus raices son r x = 0, r 2 = 1, con r 2 = 1 una raiz de multiplicidad tres. Por lo tanto, 
la solucion general de (6) es 

y { /) = Ci + (c 2 +c 3 r + c 4 f 2 )e'. 

La teoria para la ecuacion no homogenea 

L[y] = a n {t)^ + ...+a 0 (t)y^f(t), a n {t)^ 0 (7) 

tambien es completamente analoga a la teoria para la ecuacion no homogenea de segundo 
orden. Los resultados siguientes son los analogos del Lema 1 y del Teorema 5 de la 
Seccion 2.3. 


LEMA i. La diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuacion no 
homogenea (7) es una solucion de la ecuacion homogenea (1). 


TEOREMA 11 .Sea i/(t) una solucion particular de la ecuacion no homoge- 
nea (7), y sean V| (t) >•„(/) n soluciones linealmente independientes de la 

ecuacion homogenea (1). Entonces, toda solucion y(t) de (7) es de al forma 

J'(0 J= 'K')+c l >', (/)+••• +c m y„(t) 

para alguna eleccion de constantes c,, c 2 c„. 


El metodo de la conjetura sensata tambien se aplica a la ecuacion de orden n 

+ ... + <r 0 .y = [*o+ V+ ... + V*]*"'- 


( 8 ) 
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Puede verificarse facilmente que la ecuacion (8) tiene una solucion particular ^(f) de 
la forma 

<KO=[ c o +c i' + --- + c *'*K' 

si e al no es solucion de la ecuacion homogenea, y 

^(f) = r'[c 0 +c,r + ... + c Jk r*]e“' 

si t J ~'e al es solucion de la ecuacion homogenea, pero t j e al no lo es. 


EJEMPLO 3 Encontrar una solucion particular de la ecuacion 

SOLUCI6N. La ecuacion cacteristica 


( 9 ) 


r 3 + 3r 2 + 3r+ 1 ~(r+ l) 3 

tiene a r - -1 como raiz triple. Por lo tamo, e' no es solucion de la ecuacion homo- 
genea, y la ecuacion (9) tiene una solucion particular \p(t) de la forma 

\p(t) = Ae‘. 

A1 evaluar = 8 Ae' se encuentra que A = 1/8. Por lo tanto, ipU) = l/8e' es 

una solucion particular de (9). 

Tambien hay una formula de variation de parametros para la ecuacion no homo- 
genea (7). Sea v(r) la solucion de la ecuacion homogenea (1) que satisface las condicio- 
nes iniciales v(t 0 ) = 0, v'(f 0 ) = 0 v (n_2) (r 0 ) = 0, v ( " -l) (f 0 ) = 1. Entonces 

r'v(t-s) 

es una solucidn particular de la ecuacion no homogenea (7). En la Seccidn 3. f2 se demos- 
trard esta afirmacidn. (Tambien puede demostrarse usando el metodo de la transfor- 
mada de Laplace; vease la Section 2.13.) 


ejercicios 

Encuentre la solucidn general de cada una de las siguientes ecuaciones. 
1. y"‘ — 2y" -y'+2y —0 2 . y'" - 6y” + 5/ + 12y-0 

3. y (iv> — 5y'" + 6y" + 4y'-8y—0 4. y"’-y”+/-y-0 

Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 

5. y ( "> + 4y"' + 14y ’ — 20/ + 25>- - 0; y (0) »/(0) "(0) - 0, /"(0) - 0 

«- y (n) -y~0; y( 0)- 1,/(0)-.k'(0)«0,.k"'(0)- - 1 
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7. / v >-2/ iv >+/''«0; ^(0)-/(0)»^ w (0)-/'X0)-0,y* v >(0)--l 

8. Sabiendo que y { (0 = e l cos t es una solucion de 

y(' y ) — 2y'"+y” + 2y' — 2y « 0, (*) 

determine la solucion general de (*). Sugerencia: Use esta informacion para encon- 
trar las raices de la ecuacion caracterfstica de (*). 


Obtenga una solucion particular para cada una de las siguientes ecuaciones: 
9. y'"+y' = t&nt 10 . y^ iv) —y—g(t) 

11. y( tv) +y = g(() 12. y"'+y' — 2t 2 + 4sent 

13. y'"-4y'= t + cos/ + 2e~ 2/ 14. y (lv) -y = /+sen/ 

15. y^ iW) + 2y"+y = / 2 sent 16. 7 (v,) +_y" = r 2 

17. y"'+y"+y'+y = t + e~' 18. y (iv) + 4y"' + 6y" + 4y'+y = t 3 e~' 


Sugerencia para (18): Haga la sustitucion y = e 'v y despeje v. De otra manera, tomara 
muchtsimo tiempo resolver este problema. 



3 Sistemas de 

ecuaciones 

diferenciales 


3.1 Propiedades algebraicas de soluciones de 

SISTEMAS LINEALES 


Este capi'tulo trata de las ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden de va- 
rias variables; es decir, ecuaciones de la forma 


UA. | 

dx 2 

— =/ 2 (/,x„. 



( 1 ) 


fn • • • »■*«)' 

Una solucion de (1) consiste en n funciones x^t), .... tales que dxj(t)/dt = 
fj(t, x t (/), .... *„(/)), j = 1, 2, Por ejemplo, x x (() = t y x 2 (0 = t 2 es una solu- 

cion del sistema de ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden 


dx | 

~dF 


= 1 


dx-, 

~df =2x ' 


ya que dx t (t)/dt = 1 y dx 2 (t)/dt = 2 1 = 2x x (t). 

Ademas de la ecuacion (1) se imponen con frecuencia condicioncs iniciales sobre 
las funciones Xi(t)> • • •. x„(/). Dichas condiciones seran de la forma 


x zih)~ X 2>'"’ X nOo) X n • 


(10 
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La ecuacion (1), junto con las condiciones iniciales (1'), se conocen como problema de 
valor inicial. La solucion de tal problema consiste en n funciones x x (t)> . . . , x n (t) que 
satisfacen (1) y las condiciones iniciales 


Por ejemplo, X|(0 = e‘ y x 2 (t) = 1 + e 2, /2 son una solucion del problema de valor 
inicial 


dx x 

lit 

dx 2 

nr 


= *i> 


= x 2 
x \ ’ 


X|(0) = 1, 

^2(°)=f . 


ya que dx { (t)/dt = e‘ - x x (t), dx 2 (t)/dt = e 2 ‘ = x?(0, a:, (0) = 1 y x 2 (0) = 3/2. 

La ecuacion (1) se conoce tambien como sistema de n ecuaciones diferenciales de 
primer orden. Este tipo de ecuaciones se presenta con frecuencia en aplicaciones biolo- 
gicas y fisicas, las cuales muchas veces describen sistemas muy complicados, ya que la 
tasa o rapidez de cambio de la variable Xj depende no solamente de t y de x Jf sino tam- 
bien de los valores de todas las otras variables. Un ejemplo particular es el modelo para 
la glucosa de la sangre, que se estudio en la Seccion 2.7. En dicho modelo, las tasas 
de variacion g y h (las desviaciones de la cantidad de glucosa en la sangre y la concen- 
tracion hormonal neta, respecto de los valores optimos, respectivamente) estan dadas 
por las ecuaciones 

— = -m [ g-m 2 h + J(t) i — = -m 2 h + m A g. 


El anterior es un sistema de dos ecuaciones de primer orden para las funciones g{t) y 
h( (). Algunos sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden provienen de ecua- 
ciones de orden superior para una variable y{t). Toda ecuacion diferencial de orden 
n en la variable y f puede expresarse como un sistema de n ecuaciones de primer orden 
para las variables 







d n ~'y 

dr - 1 ‘ 


Los Ejemplos 1 y 2 ilustran como opera esto. 


Ejemplo i Transformar la ecuacion diferencial 

d n ~'y 


+ ■■■ +a o 


en un sistema de n ecuaciones de primer orden. 

SOLUCION. Seanx^/) = y , x 2 (t) = dy/dt , ..., y x n (t) = d n ~ l y/dt n ~ { . Entonces, 


dxt 


dx ? 


dx, 


— = x 2 , 


7! — 1 


= *„> 


3 ’”-’ dt 

dx n a n _ , (r)A„ + a„_ 2 (t)x n _ , + ... + a 0 x l 


dt 
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EJEMPLO 2 Transformar el problema de valor inicial 




+ 3y = e‘; 


/(0)-l, /(0)=0, /'(0) = 0 


en un problema de valor inicial para las variables y , dy/dt, d 2 y/dt 2 . 
SOLUClON. Sean X\ (t) = y, x 2 (t) = dy/dt y x } {() = d 2 y/dt 2 . Entonces, 


dx t dx 2 

~dt~ Xv ~dF~ Xi ' 


dx 3 

~di 


e‘ — x 2 — 3x,. 


Mas aun, las funciones x t , x 2 y x 3 satisfacen las condiciones iniciales x ( (0), x 2 (0) = 0 
y Xj(O) = 0. 

Si cada una de las funciones f\ , en (1) es funcion lineal de las variables 

dependientes x x , . . . , x„, entonces se dice que el sistema de ecuaciones es lineal. El sis- 
tema mas general de ecuaciones lineaies de primer orden tiene la forma 


dx n 

-ft " °n\ (0-^1 + • • • + <* m (t)X n + g„(t). 


( 2 ) 


Si cada funcion g \ , . . g n es igual a cero, entonces el sistema (2) se llama homoge- 
neo; de otro modo se denomina no homogeneo. Este capitulo solo analiza el caso en 
que los coeficientes a tJ no dependen de t. 

Ahora bien, incluso el sistema lineal homogeneo con coeficientes constantes 


dx K 

-£- = a u x l + ...+a in x n 


dx n 

dt 


a„ t x t + ...+a m x„ 


( 3 ) 


es muy difi'cil de tratar, en especial si n es muy grande. Por eso se busca una manera 
mas concisa de escribir las ecuaciones. Con este fin se introduciran los conceptos de 
vectores y matrices . 


definiciOn. Un vector 


x = 


x \ 

X 2 


es una notacion abreviada para la sucesion de numeros x lt . . . , x„.* Los mime- 


• (N. del R.) Esta definicidn de un vector matemitico se rclaciona con la del vector fisico usual, considerando las 
componentes-ortogonales (escalares) de este ultimo como una sucesidn ordenada de numeros, que pueden ser de tres en cl 
concepto matricial de vector. 
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ros X| Jf„ se llaman componentes de x. Si X\ = y x„ = x n (t), 

entonces 

'*,(0 

x(/)= : 

*«( 0 

se conoce como una funcion vectorial o con valores vectoriales. Su derivada 
dx(t)/dt es la funcion vectorial 

dx ,(/) 

dt 

dx„{t) 

dt 

DEFINICION. Una matriz 

a \\ a n 

a 2\ a 22 
A= . 

1 G m2 

es una notacion o representation abreviada para el arreglo o disposition rec- 
tangular de numeros a iJy los cuales se distribuyen en m renglones y n colum- 
nas. El elemento que se encuentra en el renglon / y en la columna j se denota 
por a { j. El primer subfndice identifica el renglon, y el segundo identifica la 
columna. Se dice que A es cuadrada si m = n. 

A continuation, se define el producto de una matriz A y un vector x. 

DEFINICION. Sea A una matriz de n x n con elementos a ijy y sea x un vec- 
tor con componentes x u . . . , x„ . Se define el producto de A por x, y se deno- 
ta por Ax, como el vector cuya componente (o cuyo componente) / es 

a,ix, + a a x 2 + . . . + a in x n , i = 1 , 2, . . . ,n. 

En otras palabras, el componente / de Ax es la suma de los productos de termi- 
nos que corresponden al renglon / de A con el vector x. Asf pues, 

a \\ a n 
a 2\ a 22 

Q n 1 ^ n2 

ai,*i + <7, 2 .x 2 +...+0| n x /f 

a 2\ X \ + a 22 X 2 + • • • + a 2n X „ 

<*n\ X l + <*n2 X 2+--'+ a nn X n 




Ax = 
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Por ejemplo, 


1 2 4 1 [31 

1 0 6 2 = 
1 11 1 


3 + 4 + 41 ('ll 
-3 + 0+6 = 3 

3+2+1 I 6 


Por ultimo, observese que el lado izquierdo de (3) son los componentes del vector 
dx/dt, mientras que el lado derecho de (3) son las componentes del vector Ax. Por lo 
tanto, la Ecuacion (3) puede escribirse en forma concisa como sigue 


x — — Ax, donde x= I y A = 

dt 


Mas aun, si X[(t), .... x„(t) satisfacen las condiciones iniciales 

x i (t 0 ) = x ( >,... y x n (t 0 ) = x°, 
entonces x(/) satisface el problema de valor inicial 


<*\\ 

«12 

*21 

a 22 

1 



x = Ax, x(/ 0 ) = x°, donde x°= : 


Por ejemplo, el sistema de ecuaciones 


dx { 

= 3x, - 7x 2 + 9xj 


— = 15x, + x 2 -x 3 
dx ^ 

— =7x, + 6x 3 


puede escribirse en forma abreviada como 


3 -7 9-1 fx,1 

x= 15 1 - 1 x, x= \x 2 , 


y el problema de valor inicial 

z/jc, 

~di' 

dx 2 

~dt ' 
cb t 3 

~df 


= x,-x 2 + x 3 , x,(0) = 1 


— 3x 2 x 3 , 
= x, +7x 3 , 


x 2 (0) = 0 
x 3 (0)= - 1 



266 


CAPITULO 3 • SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


se puede expresar en forma abreviada como 


fl 

0 

-1 

3- 

1 

-1 

X, 

x(0) = 

n 

0 

1 

0 

7 ] 



l-ij 


Despues de haber logrado escribir la Ecuacion (3) en la forma mas sencilla (4) es 
posible abocarse al problema de encontrar todas sus soluciones. Dado que las ecuacio- 
nes son lineales, se tratara de seguir la misma estrategia que tanto exito tuvo en el caso 
de las ecuacion es lineales homogeneas de segundo orden. De hecho, se demostrara que 
tanto el producto de una solucidn y una constante, como la suma de dos soluciones, 
es tambien una solucidn de (4). Despues se hard ver que tomando todas las combinacio- 
nes lineales de un numero finito de soluciones, es posible encontrar todas las soluciones 
de (4). Por supuesto que primero debe definirse que significa una constante multiplica- 
da por x y la suma de x y y si x y y son vectores de n componentes. 


DefiniciOn. Sea c un numero y x un vector con n componentes x { , . . . , 
x n . Se define cx como el vector cuyas componentes son cx { , . . . , cx n , es decir 



'X,' 


’«r 


*2 


cx 2 

cx = c 

; 

— 

; 




cx*. 


Por ejemplo, si 


c = 2 y x — 

[31 

1 

, entonces 2x = 2 

[31 

1 

= 

6 1 

2 


. 7 . 


[ 7 , 


14 J 


El proceso de multiplicar un vector x por una constante c se conoce como mul- 
tiplication por un escalar. 


DEFINICION. Sean x y y vectores con componentes x { , . . x„ e y lt . . 
y„, respectivamente. Se define x + y como el vector cuyas componentes son 
x, x n + y„, es decir 





'jV 


xi+y t ' 

x + y = 

X 2 

-h 

y 2 

= 

x 2+yi 






X n+y n _ 



Por ejemplo, si 
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entonces 



El proceso de sumar dos vectores se conoce como adicion vectorial. 

Habiendo definido el proceso de multiplicacion por un escalar y el de adicion vec- 
torial, puede enunciarse el siguiente teorema: 

TEOREMA 1. Sean x(t) y y(t) dos soiuciones de (4). Entonces (a) cx(t) es 
una solucion para cualquier constante c, y (b) x{t) + y (t) es tambien una 
solucion. 

El Teorema 1 puede demostrarse facilmente con ayuda del siguiente lema: 

LEMA. Sea A una matriz de n x n. Para cualesquiera vectores x y y y una 
constante cualquiera c. 

(a) A(cx) = cAx y (b) A(x + y) = Ax + Ay. 

Demostracion del lema. 

(a) Se probara que los dos vectores son iguales haciendo ver que tienen las mismas com- 
ponentes. Para eilo, observese que la componente i del vector cAx es 

ca,.,*, + ca i2 x 2 + . . . + ca in x n = c(a„x, + . . . + a in x n ), 

y la componente / del vector A(cx) es 

a n (cx l ) + a i2 (cx 2 )+ ... + a in (cx„) = c(a n x t + ... +a in x„). 

y la componente i del vector A(cx) = cAx. 

(b) La componente /' del vector A(x + y) es 

+ +a in (x n +y n ) = {a ii x l + ... + o //I x (I ) + (a (I >' 1 + ... +a in y„). 

Pero esta tambien es la componente / del vector Ax + Ay, ya que la componente / de 
Ax es a ix x { + . . . + a in x n y la componente i de Ay es a n y\ + . . . + a in y n . Por lo 
tanto, A(x + y) = Ax + Ay. □ 

Demostracion del Teorema i. 

(a) Si x(0 es una solucion de (4), entonces 

= =cAx(0 = A(cx(f)). 

Por lo tanto, cx(r) tambien es una solucion de (4). 

(b) Si x(0 y y ( t ) son soiuciones de (4), entonces 

jJ-(x(/)+y(r))= = Ax( t ) + Ay( t ) = A(x(/) + y( /)). 

De modo que, x(r) + y (() tambien es una solucion de (4). □ 
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Un corolario inmediato del Teorema 1 es que cuaiquier combinacion lineal de solu- 
ciones de (4) tambien es una solucion de (4). Es decir, si . . . , x J (t) son j solucio- 
nes de (4), entonces CjX 1 ^) 4- ... + tambien es solucion para cuaiquier elec- 

cion de constantes c lf c 2 , . . . , c y . Por ejemplo, considerese el sistema de ecuaciones 


dx x dx 2 

-dT = x " ~df 


-4x v o bien, 


dx 

dt 



( 6 ) 


Este sistema proviene de la ecuacion escalar de segundo orden {d 2 y/dt 2 ) + 4yt = 0, 
alhacerxq = y y x 2 = dy/dt . Dado que y x (t) = cos 2 1 e y 2 (t) = sen 2r son dos solu- 
ciones de la ecuacion escalar, se sabe entonces que 


x(0 = 


( cos2/\ / sen2A 
\x 2 (/)j Cl \-2sen2/j ° 2 \2cos2 // 


C!Cos2/ + C2sen2/\ 
-2c,sen2r + 2c 2 cos2 / ) 


es una solucion de (6) para cuaiquier eleccion de constantes q y c 2 . 

El siguiente paso en la estrategia es mostrar que toda solucion de (4) puede expre- 
sarse como una combinacion lineal de un numero finito de soluciones. De manera equi- 
valente, se tratara de determinar cuantas soluciones es necesario encontrar para gene- 
rar todas las soluciones de (4). Hay una rama de las matematicas, conocida como algebra 
lirieal y que se ocupa principalmente de esta cuestion, por lo que se considerara ahora 
dicha area. 


EJERCICIOS 


En cada uno de los Ejercicios 1 a 3 transforme la ecuacion diferencial dada con variable 
y a un sistema de ecuaciones de primer orden. 


1 . 


d 3 y 



2 . 


dt 3 


+ cosy = e r 


3 . 


d*y + <Py_ 
dt 4 5 dt 2 


4 . Cambie la siguiente pareja de ecuaciones de segundo orden 

— y + 3 ~- +2y = 0, + 3 ^ +2z = 0 

dt 1 dt ' dt 2 dt 

a un sistema de 4 ecuaciones de primer orden en las variables 
*\=y> * 2 =y\ * 3 =z y x 4 =z\ 


5. (a) Sea y(t) una solucion de la ecuacion y" + y' + y = 0. Demuestre que 



es una solucion del sistema 
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(b) Sea 



una solution del sistema de ecuaciones 

H-i -!K 

Demuestre que >> = x,(r) es una solution de la ecuacion y" + y' + y = 0. 


En cada uno de los Ejercicios 6 a 9 escriba el sistema dado de ecuaciones diferenciales 
y valor initial, en la forma x = Ax, x(/ 0 ) = x°. 

6. x } = 3x, -7 x 2 , x,(0)=1 7. x 1 = 5x 1 + 5x 2 > x,(3) = 0 

i 2 = 4x,, x 2 (0)=l x 2 = - x l +7x 2 , x 2 (3) = 6 


8. ij = x { + x 2 — x 3 , ^j(0) = 0 

x 2 = 3*, - x 2 + 4x 3 , x 2 (0) = 1 
*3 = -xi-x 2 , ^ 3 ( 0 ) “ ~ 1 


9. x,==~x 3 , x,(- 1) = 2 
i 2 = x 2 (~1)*3 

x 3 =~x 2 , x 3 (— 1) = 4 


10. Sean 



Calcule x + y y 3x - 2y. 


11. Sea 


Calcule Ax si 



2 

0 

-1 


-1 

4 

2 



12. Sea A cualquier matriz de n x n, y sea e y el vector cuya componente ye sly cuyas 
componentes restantes son igual a cero. Verifique que el vector Ae y es la columna 
j de A. 

13. Sea 

/ -1 o 0 
A= I 2 1 3 

\ -1 0 2 

Calcule Ax si 



14. Sea A una matriz de 3 x 3 con la propiedad de que 
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Calcule 



Sugerencia: Escriba 



Como una combinacion lineal de 



15. Sea A una matriz de 2 x 2 con la propiedad de que 

*(!Hi) > *(-!)■(:!> 

Determine A. Sugerencia : Ei camino facil es usar el Ejercicio 12. 


3.2 Espacios VECTORIALES 


En la section anterior se definio de manera natural un proceso de adicidn de dos vecto- 
res x y y para originar un nuevo vector z = x + y, y un proceso de multiplicacion de 
un vector x por un escalar c para producir un nuevo vector u = cx. El primer proceso 
se llamo adicion vectorial, y el segundo, multiplicacion por un escalar. El presente estu- 
dio del algebra lineal comienza con la premisa mas general de que se tiene un conjunto 
V de elementos x, y, z, . . . , y un proceso que combina dos elementos x y y de V para 
formar un tercer elemento z en V, y tambien se tiene un segundo proceso que combina 
un numero c y un elemento x en V para formar un nuevo elemento u en V. El primer 
proceso se denotara como suma, es decir, se escribira z = x + y, y el segundo se deno- 
tara como multiplicacion por un escalar, o sea, se escribira u = cx, siempre y cuando 
ambos satisfagan los axiomas de la adicion y la multiplicacion, los cuales son: 

(i) x + y = y + x (ley conmutativa) 

(ii) x + ( y + z) = (x + y) + z (ley asociativa) 

(iii) Existe un elemento unico en V, llamado elemento cero , y denotado por 0, con 
la propiedad de que x + 0 = x para toda x en V. 

(iv) Para todo elemento x en V hay un elemento unico, denotado por -x y denomina- 
do negativo de x, o menos x, tal que x + (-x) = 0 

(v) 1 • x = x para toda x en V 

(vi) (ab)x = a(bx) para todo par de numeros a y b, y para todo elemento x en V 

(vii) a(x + y) = ax + ay 
(viii) ( a + b)x = ax + bx . 

El conjunto V, aso'ciado en los procesos de adicion y multiplicacion que satisfacen 
las condiciones (i) a (viii}, se llama espacio vectorial , y sus elementos se denominan vec- 
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tores. Usualmente, los numeros ay b son numeros reales, excepto en casos especiales 
en los que se les considera como numeros complejos. 

ObservaciOn 1 . En los axiomas del (i) al (viii) esta imph'cito el hecho de que si x 
y y estan en V, entonces la combinacion lineal ax + by tambien esta en V para cual- 
quier eleccion de constantes a y b. 


ObservaciOn 2. En la seccion anterior se definio un vector x como una sucesion 
de n numeros. En el contexto mas general de esta seccion se llama vector a una cantidad 
x por el hecho de estar en un espacio vectorial. Es decir, una cantidad x es un vector 
si pertenece a un conjunto de elementos V con dos procesos (adicion y multiplicacion 
por un escalar) que satisfacen las condiciones (i) a (viii). Como se vera mas adelante 
en el Ejemplo 3, el conjunto de sucesiones 



de n numeros reales es un espacio vectorial (con las operaciones usuales de adicion vec- 
torial y multiplicacion por un escalar definidas en la Seccion 3.1). Asi pues, las dos defi- 
niciones son compatibles. 


EJEMPLO 1 Sea V el conjunto de funciones x(t) que satisfacen la ecuacion diferencial 

^—*—0 0 ) 

dr 

con la suma de dos funciones y el producto de una funcion por un numero, definido 
en la forma usual. Es decir, 


(/1+/2XO ~/i (O+/2O) 
y 

(c/)(0 = c/(f). 

Es facil verificar que V es un espacio vectorial. Observar primero que si x x y x 2 estan 
en V, entonces toda combinacion lineal c x x x + c 2 x 2 esta en V, ya que la ecuacion dife- 
rencial (1) es lineal. Mas aun, los axiomas (i), (ii), y del (v) al (viii), se satisfacen auto- 
maticamente, ya que para cualquier tiempo !, la adicion de funciones y la multiplica- 
cion de una funcion por un numero, se convierte en la adicidn y la multiplicacion de 
dos numeros. El vector cero en V es la funcion que toma el valor nulo para todo tiempo 
/; dicha funcion esta en V, ya que x(t) s 0 es una solucion de (1). Por ultimo, en negati- 
vo de cualquier funcion en V esta tambien en V, ya que el negativo de cualquier solu- 
ci6n de (1) es tambien una solucion de (1). 


Ejemplo 2 Sea V el conjunto de todas las soluciones x(l) de la ecuacidn diferencial 
(d 2 x/dt 2 ) - dr 2 = 0, con la suma de dos funciones y el producto de una funcion por 
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un numero, definidos en la forma usual, V no es un espacio vectorial, ya que aunque 
la suma de dos soluciones cualesquiera esta bien definida, no se encuentra necesaria- 
mente en V. De manera similar, el producto de una solucion por una constante no nece- 
sariamente esta en V. Por ejemplo, la funcion x(r) = 1/t 2 estd en V, pues satisface la 
ecuacion diferencial; sin embargo, la funcion 2 x(t) = 2/t 1 no esta en V ya que no satis- 
face la citada ecuacion diferencial. 


Ejemplo 3 Sea V el conjunto de las sucesiones 



de n numeros reales. Definir x + y y cx como la adicion vectorial y la multiplicacion 
por un escalar que se definieron en la Seccion 3.1. Es facil verificar que V es un espacio 
vectorial ante estas operaciones. El vector cero es la sucesion 


0 ' 
0 

0 


y el vector -x es el vector 


— x 


i 


Este espacio se conoce usualmente como el espacio euclidiano de dimension n y se denota 
por R". 


Ejemplo a Sea V el conjunto de todas las sucesiones 



de n numeros complejos x [9 . . . , x n . Definir x + y y cx, para cualquier numero com- 
plejo c, como ia adicion vectorial y la multiplicacion por un escalar que se definieron 
en la Seccion 3.1. Una vez mas es facil verificar que V es un espacio vectorial ante estas 
operaciones. Este espacio se denomina usualmente como el espacio complejo de dimen- 
sion n y y se denota por C n . 


Ejemplo 5 Sea V cl conjunto de todas las matrices A de n x n. Definir la suma 
de matrices A y B como la matriz que resulta de sumar los elementos correspondientes 
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de A y de B, y definir la matriz c A como la que se obtiene al multiplicar por c todos 
los elementos de A. En otras palabras, 


“u 

“l 2 • 

• n 


’*u 

bn • 

JC 

-cT 

a 2 1 

*22 • 

■ a 2n 

4* 

*21 

*22 • 

• *2n 

“n\ 

a„ 2 

d„„ 

nn J 



K 2 •• 

- L 

J 


fl ll 

+ *U 

a 12 + ^12 

■ °\ n + *U 

*21 

+ *21 

a 22+^22 • 

• a 2n + b 2n 

a n 1 

+ *„1 

a n2 Jr ^ ) n2 

•• a nn + b nn 



'flu 

a 12 • 

■ “in 


'ca n 

C“\ 2 • 

■ C“\n 


*21 

a 22 

• “in 


C “ 21 

C “22 • 

• ““in 

c 


; 

; 

— 



; 


,a„i 

a„ 2 ■ 

'• “nn. 


C“n\ 

C “n2 ■■ 

• C “nn. 


Los axiomas (i), (ii) y (v) a (viii) se satisfacen automaticamente, ya que lo que se hace 
al sumar dos matrices o multiplicar una matriz por una constante es sumar o multipli- 
car dos numeros. El vector cero, o la matriz 0, es aquella cuyos elementos son todos 
nulos, y el negativo de una matriz A es 


Por lo tanto, V es un espacio vectorial ante las operaciones de adicion de matrices 
y multiplicacion por un escalar. 


EJEMPLO 6 Ahora se presentara un ejemplo del conjunto de elementos que tiene 
semejanza con un espacio vectorial, aunque no lo es. El proposito del ejemplo es hacer 
notar que los elementos de V pueden ser casi de cualquier indole, y que la operacion 
de adicion puede ser un proceso muy extrano. Sea V el conjunto formado por tres ani- 
mates: un gato (C, de cat), un perro ( D , de dog) y un raton (A/, de mouse). Siempre 
que dos animates se encuentran, uno de ellos devora al otro y se transforma en un ani- 
mal diferente. Las reglas para que se devoren son las siguientes: 

(1) Si un perro encuentra a un gato, entonces el perro devora al gato y se transforma 
en raton. 

(2) Si un perro encuentra a otro perro, entonces uno de ellos devora al otro y se trans- 
forma en gato. 

(3) Si un perro encuentra a un raton, entonces el perro devora al raton y permanece 
sin cambio. 
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(4) Si un gato encuentra a otro gato, entonces uno de ellos devora al otro y se trans- 
forma en un perro. 

(5) Si un gato encuentra a un raton, entonces el gato devora al raton y permanece sin 
cambio. 

(6) Si un raton encuentra a otro raton, entonces uno de ellos devora al otro y perma- 
nece sin cambio. 


Por supuesto que “devorar” es un proceso para combinar dos elementos de V y formar 
un tercer elemento en V. Este proceso de devoracion se llamara adicion y se denotara 
por + , de modo que las reglas 1 a 6 pueden escribirse en forma abreviada como 

1. D+C=M 2. D + D=C 3.D + M=D 

4. C+C=Z) 5. C+ M= C 6. M + M = M . 


Esta operacion de devorar satisface todos los axiomas de la suma. Para verlo, notese 
que el axioma (i) se satisface porque las reglas de la devoracion no dependen del orden 
en que aparecen los animales. Es decir, D + C = C + D> etcetera. Mas aun, el resul- 
tado de cualquier suma es, una vez mas, un animal en V. Eso no pasaria, por ejemplo, 
si un perro devorara a un gato y se transformara en un hipopotamo. La ley asociativa 
(ii) tambien se satisface, aunque su verification debe hacerse explicitamente. Suponga- 
se, por ejemplo, que se encuentran dos gatos y un perro. A priori, no es obvio que no 
haya diferencia si los dos gatos se encuentran primero y el resultado encuentra al perro, 
o si un gato encuentra primero al perro y el resultado encuentra al otro gato. Para veri- 
ficarlo considere 

(C+C) + Z) = Z) + Z) = C 


y 


(C+Z)) + C=A/+C=C. 


Analogamente es posible demostrar que el resultado de cualquier encuentro entre tres 
animales es independiente del orden en que se encuentran. Ahora bien, observese que 
el elemento cero en V es el raton, ya que ningun animal cambia despues de devorar 
un raton. Por ultimo, “menos un perro” es un gato (ya que D + C = A/); “menos 
un gato” es un perro, y “menos un raton” es un raton. Sin embargo, V no es un espa- 
cio vectorial, ya que no se definio una operacion de multiplicacion escalar. Mas aun, 
es clara la imposibilidad de definir las cantidades aC y aD , para todos los numeros rea- 
les a, de modo que satisfagan los axiomas (v) a (viii). 


Ejemplo 7 Sea V el conjunto de todas las soluciones 

*i(0 

x(0= : 

.*«(') 

con valores vectoriales de la ecuacion diferencial vectorial 

a \\ 

A= : 

a n\ 



' x = Ax 


( 2 ) 
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V es un espacio vectorial ante las operaciones usuales de adicion vectorial y multiplica- 
tion por escalares. De hecho, observese que los axiomas (i), (ii) y (v) a (viii) se satisfa- 
cen automaticamente. Por lo tanto, solo se necesita verificar que 

(a) La adicion de dos soluciones cualesquiera de (2) es tambien una solution. 

(b) Una constante multiplicada por una solucion de (2) tambien es una solucion. 

(c) La funcion con valores vectoriales 


x(/) = 


■*.(/)' 


' 0 ' 



. 0 . 


es una solucion de (2), axioma (iii). 

(d) El negativo de cualquier solucion de (2) es tambien una solucion, axioma (iv). 


Ahora bien, (a) y (b) son exactamente el Teorema 1 de la seccion anterior, mientras 
que (d) es un caso especial de (b). Para verificar (c) observese que 


O 


■ 0 ' 


0 ' 


■ 0 ' 


= 


y a 

* 

II 


. 0 . 


. 0 . 


O 


. 0 . 


Por lo tanto, la funcion con valores vectoriales x(/) = 0 es siempre una solucion de la 
ecuacion diferencial (2). 


ejercicios 


En cada uno de los problemas del 1 al 6, determine si el conjunto dado de elementos 



forma un espacio vectorial de acuerdo con las propiedades de adicion vectorial y multi- 
plication por un escalar definidas en la Seccion 3.1. 


1. El conjunto de todos los elementos x 


2. El conjunto de todos los elementos x 

3. El conjunto de todos los elementos x 

4. El conjunto de todos los elementos x 



donde 3*! - lx 2 = 0 
donde x { + x 2 + x 3 = 0 
donde xj + x\ -f x\ = 1 
donde x { + x 2 + x^ = 1 
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5. El conjunto de todos los elementos x = [ a ) para todo numero real a y b 

\b) 

( x '\ 

6. El conjunto de todos los elementos x = \ x 2 \ donde 


X\ + x 2 + x 3 = 0, x x - x 2 + 2x^0, 3^! — jc 2 + 5x3 = 0 


En cada uno de los Probiemas 7-11, determine si el conjunto dado de funciones consti- 
tuye un espacio vectorial de acuerdo con las operaciones usuales de adicion de funcio- 
nes y multiplicacion de una funcion por una constante. 

7. El conjunto de todos los polinomios de grado <4. 

8. El conjunto de todas las funciones diferenciables. 


9. El conjunto de todas las funciones diferenciables cuya derivada en t = 1 es tres. 

10. El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial y" + y = cos t. 

11. El conjunto de todas las funciones y(t) que tienen periodo 27 t, es decir, que 
y(t + 2tt) = y(t). 

12. Demuestre que el conjunto de soluciones con valores vectoriales 

x(0 = 


/ *i(0\ 

wo/ 


del sistema de ecuaciones diferenciales 


dx } 


dx? 


dt =x > +{ ’ ~dT =x ' + ] 


no es un espacio vectorial. 


3.3 Dimension de un espacio vectorial 


Sea V el conjunto de soluciones y(t) de la ecuacion lineal homogenea de segundo orden 
(d 2 y/dt 2 ) + p{t)(dy/dt) + q{t)y = 0. Recuerdese que toda solucion> , (r) puede expre- 
sarse como combinacion lineal de cualesquiera dos soluciones linealmente independien- 
tes. Asi pues, si se conocieran dos funciones “independientes” y x (t) y y 2 (t) en V, 
entonces se podrian encontrar todas las funciones en V al tomar todas las combinacio- 
nes lineales c x y l (t) + c 2 y l (t) de^ 1 y y 2 . Seria deseable poder deducir una propiedad 
similar para las soluciones de la ecuacion x = Ax. Para ello, se define la nocion de 
un conjunto finito de vectores que generan el espacio total, y la nocion de independen- 
ce de vectores en un espacio vectorial arbitrario V. 

DEFINICION. Se dice que un conjunto de vectores xVx 2 , . . x" genera 
a V si el conjunto de todas las combinaciones lineales CjX 1 + c 2 x 2 + . . . + 
c n x n agota a V. Es decir, los vectores x 1 , x 2 , . . . , x n generan V si todo elemento 
de V puede expresarse como una combinacion lineal de x\ x 2 , . . x n . 
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EJEMPLO 1 Sea V el conjunto de soiuciones de la ecuacion diferencial ( d l x/dt 2 ) - 
x = 0. Sea x 1 la funcion cuyo valor en cualquier tiempo t es e\ y sea x 2 la funcion 
cuyo valor en cualquier tiempo t es e ~ l . Las funciones x l y x 2 estan en V, ya que satis- 
facen la ecuacion diferencial. Mas aun, estas funciones tambien generan a V, ya que 
toda solucion x(t) de la ecuacion diferencial puede escribirse en la forma 

x(t) = c l e‘ + c 2 e~‘ 

de modo que 

x = c x x x 4* c 2 x 2 . 


EJEMPLO 2 Sea V = R n y denotese por e y al vector con un 1 en el lugar j y ceros 
en las demas posiciones; es decir. 


1 1 


' 0 


' 0 ' 

0 


1 


0 

0 

, e 2 = 

0 

. • ■ • . e" = 

0 

, 0 . 


, 0 . 


. 1 


El conjunto de vectores e 1 , e 2 , . . e" genera a R n , ya que todo vector 


puede escribirse en la forma 


x = 


*2 



[•*.] 


' 0 ' 


■ 0 ' 

x= 

0 

-h 

*2 

+ ... 4- 

0 


. 0 . 


. 0 . 




= x,e' + x 2 e 2 + ... +x n e". 


DEFINICION. Se dice que un conjunto de vectores x\ x 2 , . . . , \ n es lineal - 
mente dependiente si uno de los vectores es una combinacion lineal de los otros. 
Una manera de expresarlo con precision matematica es la siguiente. Se dice que 
un conjunto de vectores x\ x 2 , . . \ n es linealmente dependiente si existen 
constantes , c 2 , . . . , c„, no todas iguales a cero y tales que 

c { x ] 4- c 2 x 2 4* ... 4- c n x n = 0. 


Estas dos definiciones son equivalentes, porque si x y es una combinacion lineal de 
x 1 , ...» x M f x y+I , . . ., x n 9 es decir, si 

X J = C,x' + . . . + Cj_ x x J ~ 1 + C j+ |X >+ '+...+ c n x n , 
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entonces la combination lineal 

c,x' + ...+c y _ ,x' _ 1 - x j + c J + ,x ' + 1 + . . . + c n x n 

es nula y no todas las constantes son iguales a cero. Reciprocamente, si qx 1 , + c 2 x 2 + 
... + c n x n = 0 y c 7 # 0 para alguna y, entonces es posible dividir entre q y despejar 
x y como una combination lineal de x 1 , ...» x y_1 , x J + \ . . . , x". Por ejemplo, si q # 
0 entonces puede dividirse entre q para obtener 



DEFINICION. Si los vectores x 1 , x 2 , . . . , x" no son linealmente dependien- 
tes, es decir, si ninguno de los vectores puede expresarse como combination 
lineal de los otros, entonces se dice que son linealmente independientes. La expre- 
sion matematica precisa significa que los vectores x 1 , x 2 , . . . , x" son linealmen- 
te independientes si la ecuacion 

c,x' + c 2 x 2 + ... + c„x" = 0 

implica necesariamente que todas las constantes c lt c 2 , . . c n son iguales a 
cero. 

Para determinar si un conjunto de vectores x\ x 2 , . . ., x n es linealmente depen- 
diente o independiente, se escribe la ecuacion qx 1 + c 2 x 2 + . . . + c n x n = 0, y se ve 
que implica la igualdad acerca de las constantes q , c 2 , . . . , c n . Si todas las consantes 
deben ser nulas, entonces x l , x 2 , . . . , x n son linealmente independientes. Por otro lado, 
si no todas las constantes q , c 2 , . . . , c n deben ser iguales a cero, entonces x 1 , x 2 , . . ., 
x n son linealmente dependientes. 

EJEMPLO 3 Sea V = R 3 y sean x 1 , x 2 y x 3 los vectores 

f 1] [11 [3' 

x'= -1 , x 2 = 2 y X 3 = o . 

1 J 3 J [ 5 . 

Para determinar si los vectores son linealmente dependientes o linealmente inde- 
pendientes, se escribe la ecuacion qx 1 + c 2 x 2 + c 3 x 3 = 0, es decir, 

H HI f 3 l f 0 ' 

c, -1 +c 2 2 +c 3 0 = 0 • 

IJ 13 J [5 J [0. 

El primer miembro de esta ecuacion es el vector 

c, + c 2 + 3c } 

— c, + 2c 2 
c, + 3c 2 + 5c 3 
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Por lo tanto, las constantes c l , c 2 y c 3 deben satisfacer las ecuaciones 

c, + c 2 + 3c 3 = 0 ) (i) 

— c, +2c 2 = 0, (ii) 

c, + 3c 2 + 5c 3 = 0. (iii) 


La ecuacion (ii) afirma que c { = 2c 2 . Sustituyendo esto en las ecuaciones (i) y (iii) 
se obtiene 

y 5 c 2 + 5c 3 = 0. 


3c 2 + 3c 3 = 0 


Estas ecuaciones tienen un numero infinito de soluciones c 2 , c 3 puesto que se redu- 
cen a la ecuacion c 2 + c 3 = 0. Una solution particular es c 2 = -1, c 3 = 1. Entonces, 
a partir de la ecuacion (ii) se tiene c { = -2. Por lo tanto, 

— 2 

y x 1 , x 2 y x 3 son vectores linealmente dependientes en R 3 . 

EJEMPLO 4 Sea V = R" y sean e 1 , e 2 , . . e", los vectores 


■ 1 


’ll 


[31 


O' 

-1 

— 

2 

+ 

0 


0 

. 1J 


.3. 


L 5 J 


0 


■ 1 ' 


■ 0 ' 


' 0 ' 

0 


1 


0 

0 

, e 2 = 

0 

e n =z 

, • . . , c 

0 

. o 


. 0 . 


1 


Para determinar si e 1 , e 2 , . . e" son linealmente dependientes o independientes, se 
escribe la ecuacion qe 1 + ... + c„e" = 0, es decir, 


1 ' 


0 ' 



ol 


■ 0 ' 

0 


1 



0 


0 

0 

+ c 2 

0 

+ . 

■+ c „ 

0 


0 

. 0 . 


. 0 _ 



1 


_ 0 . 


El primer miembro de esta ecuacion es el vector 


C\ 

Cl 


Por lo tanto, c, = 0, c 2 = 0, . . y c„ = 0. Como consecuencia, e', e 2 , . . e" son 
vectores linealmente independientes en R". 
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DEFINICION. La dimension de un espacio vectorial V, que se denota por 
dim V, es el numero minimo de vectores linealmente independientes que genera 
a V. Se dice que V es un espacio de dimension finita si su dimension lo es. Por 
otra parte, se dice que V es un espacio de dimension infinita si ningun conjunto 
finito de elementos genera a V. 


La dimension de un espacio V puede caracterizarse como el numero minimo de ele- 
mentos que hay que encontrar para conocer todos los elementos de V. En este sentido, 
la definicion de dimension refieja la idea intuitiva sobre el tema. Sin embargo, a partir 
de esta definicion unicamente, es muy dificil calcular la dimension de un espacio V. 
Por ejemplo, sea V = R". En los Ejemplos 2 y 4 se mostro que los vectores e\ e 2 , 
e n son linealmente independientes y generan a V. Mas aun, se tiene la idea intuitiva 
de que no es posible generar a R" con menos de n vectores. Asi pues, la dimension de 
R* debe ser igual a n. Pero, icomo es posible demostrarlo rigurosamente? De hecho, 
<,como es posible demostrar la imposibilidad de encontrar un conjunto de ( n - 1) vec- 
tores linealmente independientes que generen aR"? Asi pues, la definicion considera- 
da de dimension no es muy util. Sin embargo, sera de muchisima utilidad despues de 
demostrar el siguiente teorema. 


TEOREMA 2. Si n vectores linealmente independientes generan a V, enton- 
ces dim\ = n. 

Se necesitaran dos lemas para demostrar el Teorema 2. El primero trata de las solu- 
ciones de los sistemas de ecuaciones lineales y puede motivarse de la siguiente manera. 
Supongase que se tiene interes en determinar de manera unica n numeros desconocidos 
*i, * 2 , . . x n . Parece razonable que deberian tenerse n ecuaciones que se satisfagan 
con estas incognitas. Si se tienen muy pocas ecuaciones entonces podria haber muchas 
soluciones diferentes, es decir, muchos conjuntos distintos de valores x x , x 2y . . ., x n 
satisfarian las ecuaciones dadas. El Lema 1 demuestra especialmente el caso de que se 
tengan m ecuaciones lineales homogeneas para n > m incognitas. 

LEMA i. Un conjunto de m ecuaciones lineales homogeneas para n incogni- 
tas x { , x 2 , . . . , x n admite siempre una solucion no trivial si m < n. Es decir , 
el conjunto de m ecuaciones con n incognitas 

a u x x + a l2 x 2 + ... + a ln x n =0 

a 2\ X \ a 22 X 2 a 2n X n~® 

(D 

<*n,l X l + o m2 x 2 +...+ a^x^o 

tiene siempre una solucion x lt x 2 , . . . , x„ diferente de X\ = ... = x n = 0, 
si m < n. 


OBSERVAClON. Notese que x, = 0, x 2 = 0, . . . , x n = 0 ciertamente es una solu- 
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cion del sistema de ecuaciones (1). Asi pues, el Lema 1 asegura que las ecuaciones tie- 
nen mas de una solucion. 


Demostraci6n del Lema t. Se demostrara el lema por induccion sobre m. Para 
ello, observese que el lema es verdadero si m = 1, ya que en caso se tiene unicamente 
una ecuacion de la forma a n x { + a l2 x 2 + . . . + a Xn x n = 0, con n > 2. Si a n = 0, 
entonces es posible encontrar una solucion no trivial de esta ecuacion tomando x { = 
1 » x 2 — 0, . . . , x n = 0. Si a x{ # 0, entonces es posible una solucion no trivial de esta 
ecuacion tomando x 2 = 1, . . . , x n = 1 y x x = ~(a I2 + . . . + a Xn )/a u . 

Para el siguiente paso en la demostracion por induccion, supongase que el Lema 
1 es verdadero para algun entero m = k. Se demostrara que ello implica que el Le- 
ma 1 es verdadero para m = k + 1 y £ + 1 < n. Para tal fin, considerense las siguientes 
k + 1 ecuaciones para las n incognitas X\ 9 x 2 , . . x n 

a \\ X \ + a \1 x 2 +•■•+ 0\n X n =0 


a n x \ + a n x 2 +...+ a 2n x„ =0 


( 2 ) 


a k + i,i x i+a k + ] ,2 x 2+ ■■■+a k + ln x n =0 

con k + 1 < n. Si cr n , a 2 \ , . a k + \ son todas iguales a cero, entonces x { = l, x 2 = 
0, . . . , x n = 0 es claramente una solucion no trivial. Por lo tanto, es posible suponer 
que al menos uno de ios coeficientes es distinto de cero. Sin perdida de generalidad, 
puede suponerse que a {{ # 0, ya que de otra manera se toma la ecuacion con el coefi- 
ciente para x { distinto de cero y se remarca con indices como la primera ecuacion. 
Entonces 



Al sustituir este valor de Xj en las ecuaciones segunda hasta la (A: + 1) se obtienen las 
siguientes ecuaciones equivalentes 


a H x,+ a n x 2 

+ 

a n x 2 

+ .. 

.. + 

<*\* X n 

= 0 

t>22 x 2 

+ 

b 23 X i 

+ .. 

.. + 

b 2n x n 

= 0 

b k2 X 2 

•f 

b ki x 2 

+ . 

.. + 

b kn X n 

= 0 


^* + I,2- x 2 + ^*+ 1.3*3 + ••• 


donde b {i = a (j - a n a {j /a {{ . Ahora bien, las ultimas k ecuaciones de (3) son k ecua- 
ciones lineales homogeneas para las (n - 1) incognitas x 2 , . . . , x n . Mas aun, k es menor 
que n ~ 1, ya que k + 1 es menor que n. Por lo tanto, por la hipotesis de induccion, 
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estas ecuaciones tienen una solucion no trivial x 2 , . . . , x n . Una vez que se conocen x 2i 
. . . , x nJ se tiene entonces como antes x { = -(a {2 x 2 + . . . + a x n x n )/a n a partir de ia 
primera ecuacion en (3). Esto demuestra el Lema 1 para m = k + 1, y como conse- 
cuencia, por induction, par toda m. 0 

Si un espacio vectorial V tiene dimension m, entonces tiene m vectores linealmente 
independientes x 1 , . . . , x m , y todo vector en el espacio puede expresarse como una com- 
bination lineal de m vectores x 1 , x 2 , ...» x m . En este caso se tiene la impresion de que 
no puede haber mas de m vectores linealmente independientes en V. Ese es el contenido 
del Lema 2. 

LEMA 2. En un espacio de dimension m, cualquier conjunto den > m vec- 
tores debe ser linealmente dependiente. En otras palabras , el numero maximo 
de vectores linealmente independientes en un espacio de dimension finita es la 
dimension del espacio. 

DEMOSTRACION. Dado que V tiene dimension m, entonces existen m vectores lineal- 
mente independientes x\ x 2 , . . . , x m que generan a V. Sean y 1 , y 2 , . . . , y n un conjun- 
to de n vectores en V con n > m. Puesto que x\ x 2 , . . x w generan a V, entonces 
todas las y j se pueden escribir como combinaciones lineales de estos vectores. Es decir, 
existen constantes a,y, 1 < / < n, 1 < j < m, tales que 

y 1 = a ll x , + a l2 x 2 +...+a lm x'" 


y 2 = a 21 x' + a 22 x 2 + . . . + a 2m \ m 


(4) 


y" = a„,x' + a n2 x 2 + . . . + a nm x m . 

Para determinar si y\ y 2 , . . . , y n son linealmente dependientes o linealmente indepen- 
dientes, considerese la ecuacion 

c iy ,+c 2y 2+ ••• + c «y = °- ( 5 ) 

Usando (4), la ecuacion (5) puede escribirse en la forma 
0 = c,y' + c 2 y 2 +...+c„y" 

= (c,a,, + ... +^a nl )x' + (c,a, 2 + ... +c„a„ 2 )x 2 
+ ... +(c l a lm + ... +c„a nm )x m . 

Esta ecuacion establece que una combinacion lineal de x 1 , x 2 , . . . , x m es igual a cero. 
Dado que x\ x 2 , . . . , \ m son linealmente independientes, entonces todos los coeficien- 
tes deben ser iguales a cero. Por lo tanto, 

C l a l I + C 2 a 2\ + ••• + C n a n\ = 0 

c \ a \2 “b c 2 a 22 "b ••• + C„a n2 =0 


C\ a \m + C 2 a 2m + ••• 


( 6 ) 
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Ahora bien, observese que el sistema de ecuaciones (6) es un conjunto de m ecuaciones 
lineales homogeneas con n incognitas c { , c 2 , . . * , c n con n > m. Por el Lema 1, estas 
ecuaciones tienen una solucion no trivial. Asf pues, existen constantes q , c 2 , . . . , c ni 
no todas iguales a cero y tales que C\ y l + c 2 y 2 + ... + c n y n = 0. Como consecuen- 
cia, y\ y 2 , . . . , y n son linealmente dependientes. □ 

Ahora es posible demostrar el Teorema 2. 

Demostracion del Teorema 2. Si n vectores linealmente independientes gene- 
ran a V, entonces por la definicion de dimension, dim V < n. Por el Lema 2 se tiene 
que n < dimV. Por lo tanto, dimV = n. □ 


ejemplo 5 La dimension de R* es n , dado que e 1 , e 2 , . . . , e", son n vectores lineal- 
mente independientes que generan a R n . 


EJEMPLO 6 Sea V el conjunto de todas las matrices de 3 x 3 



'flu 

«12 

«13' 

A = 

a n 

a 22 

fl 23 


[«3. 

a 32 

«33j 


y denotese por E,y la matriz con un 1 en el renglon i y la columna j> y ceros en los ele- 
mentos restantes. Por ejemplo. 


£23= 


fo 

0 

0 


0 O’ 
0 1 
0 oj 


Para determinar si estas matrices son linealmente dependientes o independientes, consi- 
derese la ecuacion siguiente 


3 [0 0 0 

2 CjjEjj = 0 = 0 0 0 

'V- 1 [0 0 0 


( 7 ) 


Ahora bien, debe observarse que el lado izquierdo de (7) es la matriz 



1 

0 

0 ] 


0 

1 

0’ 



0 

0 

0 


■<MI 

C 12 

C13' 

C \\ 

0 

0 

0 

+ c i2 

0 

0 

0 

+ . 

. +C33 

0 

0 

0 


C 2I 

C 22 

^23 


0 

0 

0. 


[0 

0 

0 



0 

0 

1 


. C 3 I 

C32 

c 33 . 


A1 igualar esta matriz con la matriz cero se obtiene c n = 0, c J2 = 0, . . . , c 33 = 0. Por 
lo tanto, las 9 matrices E,y son linealmente independientes. Mas aiin, estas 9 matrices 
tambien generan a V, ya que cualquier matriz 



a ll 

a \2 

a n 

A = 

«2I 

°22 

a 23 


l fl 3. 

a J2 

a 33. 


puede escribirse, por supuesto, en la forma A -22/.. OyEy. Por lo tanto, dim V = 9. 
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DEFINICION. Si un conjunto de vectores linealmente independientes gene- 
ra a un espacio vectorial V, entonces se dice que dicho conjunto constituye una 
base de V. Una base se llama tambien un sistema coordenado. Por ejemplo, 
los vectores 


1 


0 


o' 


o' 

0 

0] 

loj 

, e 2 = 

1 

0 

loj 

, e 3 = 

0 

1 

.0. 

y e 4 = 

0 

0 

. 1 . 


son una base para R 4 . Si 


JC, 



1*4 


entonces x = j^e 1 + x 2 e 2 + x 3 e 3 + x 4 e 4 , y los numeros x, se denominan 
componentes o coordenadas relativas a esta base. 

COROLARIO. En un espacio vectorial de dimension finita, toda base tie- 
ne el mismo numero de vectores , y dicho numero es la dimension del espacio . 

El siguiente teorema es de extrema utiiidad para determinar si un conjunto de vec- 
tores es una base de V. 

TEOREMA 3. Cualesquiera n vectores linealmente independientes en un espa- 
cio V de dimension n y deben generar a\. Es decir, cualesquiera n vectores lineal- 
mente independientes en un espacio V de dimension n son una base de V. 


Demostraci6n. Sean x 1 , x 2 , . . \ n n vectores linealmente independientes en un 
espacio V de dimension n . Para demostrar que generan a V, es necesario hacer ver que 
cualquier x en V puede escribirse como combination lineal de x\ x 2 , . . . , x". Para ello, 
tomese cualquier x en V y considerese el conjunto de vectores x, x\ x 2 , . . . , \ n . Dichos 
vectores forman un conjunto de ( n + 1) elementos en un espacio vectorial V de dimen- 
sion n\ por el Lema 2 los vectores deben ser linealmente dependientes. En consecuen- 
cia, existen constantes c, c w c 2 , . . c nt no todas iguales a cero, y tales que 

cx-hc,x , + c 2 x 2 + ... +c„x' , = 0. (8) 

Es claro que c # 0, porque de otro modo el conjunto de vectores x 1 , x 2 , . . . , x" seria 
linealmente dependiente. Por lo tanto, es posible dividir ambos lados de (8) entre c, 
para obtener que 



Por lo tanto, cualesquiera n vectores linealmente independientes en un espacio V de 
dimension n tambien deben generar a V. 
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EJEMPLO 7 Demostrar que los vectores 

x ‘-(!) y *’-(-!) 

forman una base para R 2 . 

SOLUCION. Para determinar si x 1 y x 2 son linealmente dependientes o independien- 
tes, considerese la ecuacion 

c,x' + ^- Cl (!) + C; (_|)-(0). ,9) 

La ecuacion (9) implica que q + c 2 = 0 y q - c 2 = 0. A1 sumar estas dos ecua- 
ciones se obtiene q = 0, y al restarlas resulta c 2 - 0. Como consecuencia, x l y x 2 son 
dos vectores linealmente independientes en el espacio R 2 , de dimension 2. Por lo tan- 
to, deben generar a V. 


Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 4, determine si el conjunto dado de vectores es 
linealmente dependiente o independiente. 



5. Sea V el conjunto de las matrices 2x2. Determine si los siguientes conjuntos de 
matrices son linealmente dependientes o independientes en V. 


(\ 0\ 

(1 o\ 

(0 l \ 


(0 \\ 

u or 

lo i r 

ll 0/ 

y 

lo 1 ) 


®(! ?)• (i ?> (? i) y U -?)■ 


6. Sea\ e\ espacio polinomios t dt <,2. 

(a) Muestre que dimV = 3. 

(b) Sean p { , p 2 y Pz los polinomios cuyos valores en cualquier tiempo t son 
(/ - l) 2 , (t - 2) 2 , y (t - 1)(/ - 2), respectivamente. Demuestre que p l9 p 2 y 
p 2 son linealmente independientes. Concluya que, por lo tanto, segun el Teo- 
rema 3, p \ , p 2 y p 3 forman una base para V. 

7. Sea V el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial d 2 y/dt 2 - y = 0. 

(a) Demuestre que V es un espacio vectorial. 

(b) Encuentre una base para V. 
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8. Sea V el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial ( d*y/dt 3 ) + y = 0 que 
satisfacen que^(O) = 0. Demuestre que V es un espacio vectorial y halle una base 
para el. 

9. Sea V el conjunto de polinomios p{t) = a 0 + a x t + a 2 t 2 que satisfacen 


p(0) + 2p'(0) + 3p"(0) = 0. 

Demuestre que V es un espacio vectorial y encuentre una base para el. 
10. Sea V el conjunto de soluciones 


de la ecuacion diferencial 


Pruebe que 


x = 


r 0 
x=| 0 


*i(0 

*2(0 

x 3 (0 


1 

0 

11 


1 |X. 



e' 


' e 2 ' 

y x 3 (/)= 

, 3 '1 

II 

e' 

II 

•v. 

X 

2e 2 ' 

3e 3 ' 


e'. 


,4e 2 '. 


9e n 


11 . 


forman una base para V. 

Sea V un espacio vectorial. Se dice que W es un subespacio de V si W es un subcon- 
junto de V, el cual es tambien espacio vectorial. Sea W el subconjunto de R" for- 
mado por los vectores 



y que satisfacen las ecuaciones 

x \ + x 2 + 2x 3 = 0 
2 * 1 ”* 2 + *3 = 0 
6 *! +6X3 = 0. 


Pruebe que W es un subespacio de R 3 y halle una base para el. 

12. Demuestre que cualesquiera n vectores que generan un espacio vectorial V de dimen- 
sion n, deben ser linealmente independientes. Sugerencia: Muestre que todo con- 
junto de vectores linealmente dependientes contiene un subconjunto linealmente 
independiente que tambien genera a V. 

13. Sean v l , v 2 , . . v" n vectores en un espacio vectorial V. Sea W el subconjunto 
de V formado por las combinaciones lineales CiV 1 + c 2 v 2 + . . . + c„v n de v 1 , 
v 2 , . . \ n . Demuestre que W es un subespacio de V y que dimW < n. 

14. Sea V el conjunto de funciones f(t) que son analfticas para |r| < 1; es decir, /(/) 
tiene un desarrollo en series de potencias f(t) = a 0 + a t / + a 2 t 2 + . . ., el cual 
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converge para \t\ < 1. Demuestre que V es un espacio vectorial y que su dimen- 
sion es infinita. Sugerencia : V contiene a todos los polinomios. 

15. Sean v 1 , v 2 , . . \ m m vectores linealmente independientes en un espacio vecto- 
rial V de dimension n y con n > m. Demuestre que es posible encontrar vectores 
v w + 1 , . . v* tales que v 1 , v 2 , . . . , v w , . . . , v" forman una base para V. Es decir, 
todo conjunto de m vectores linealmente independientes en un espacio V de dimen- 
sion n y puede ser completado para formar una base para V. 

16. Encuentre una base para R 3 que incluya los vectores 



17. (a) Demuestre que 



son linalmente independientes en R 3 . 

(b) Sea 

(*\\ 

x = I x 2 = jqe 1 + x 2 e 2 + x 3 e 3 . 

Dado que v l , v 2 y v 3 son linealmente independientes, entonces son una base 
yx = y { \ 1 + y 2 \ 2 + ,y 3 v 3 . ^Cual es la relacion entre las coordenadas origi- 
nates Xj y las nuevas coordenadas yjl 

(c) Exprese la relacion entre las coordenadas en la forma x = By. Pruebe que las 
columnas de B son v 1 , v 2 y v 3 . 


3.4 Aplicaciones del algebra lineal a las 

ECUACIONES DIFERENCIALES 


Recuerdese que el Teorema de existencia y unicidad, enunciado en la Seccion 2.1 fue 
un medio importante para resolver la ecuacion lineal homogenea de segundo orden 
0 d 2 y/dt 2 ) + p(t){dy/dt) + q(t)y = 0. De manera similar, se hara uso extensivo del 
Teorema 4, que se enuncia a continuacion, para resolver el sistema lineal homogeneo 
de ecuaciones diferenciales 


dx 

dt 




■*r 


°n • 

•• °\n 

* 

< 

II 

X — 

• 

, A = 


• 






• * ®nn 


( 1 ) 


La demostracion de este teorema se indicara en la Seccion 4.6. 
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TEOREMA 4. (Teorema de existencia y unicidad). Existe una , y solamente 
una , solution al problema de valor initial 



x(t 0 ) = x° = 


Mas auu, dicKa scducion existe para -oo < t < co. 


( 2 ) 


El Teorema 4 es muy poderoso y tiene muchas aplicaciones. En particular, si \(t) 
es una solucion no trivial, entonces x(/) ^ 0 para toda t . (Si x(r*) = 0 para alguna t *, 
entonces x(r) debe ser igual a cero, ya que esta y la trivial satisfacen la misma ecuacion 
diferencial y tienen el mismo valor en t = /*.) 

Ya se mostro (Ejercicio 7 de la Seccion 3.2) que el espacio V de las soluciones de 
(1) es un espacio vectorial. El siguiente paso es determinar la dimension de V. 

TEOREMA 5. La dimension del espacio V de las soluciones del sistema line- 
al homogeneo de ecuaciones diferenciales (1) es n. 


DemostraciOn. Se exhibira una base para V que contiene n elementos. Para ello, 
sea 4> J (t)< j = 1. la solucion del problema de valor inicial 


0 1 



x(0) = e y = 


0 

1 

0 


-renglon j. 


( 3 ) 


0 


Por ejemplo </>'(/) es la solucion de la ecuacion diferencial (l) que satisface la condi- 
cion inicial 


^»'(0) = e ! 


1 ' 
0 


10 J 


Notese que, segiin el Teorema 4, <f> J (t) existe para toda / y es unica. Para determinar 
si <t>\ 0 2 , . . . , 4> n son vectores linealmente dependientes o independientes en V, consi- 
derese la ecuacion 


c,^ 1 + c 2 <f> 2 + ... 


( 4 ) 


donde el cero en el segundo miembro de (4) representa al vector nulo en V (es decir, 
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aquel cuyas componentes son iguales a la funcion cero). Se desea mostrar que (4) impli- 
ca C| = c? = ... = c„ = 0. A1 evaluar ambos lados de (4) en / = 0 se obtiene 

' 0 ' 

Ci^'(0) + c 2 ^ 2 (0)+ ... + c„^' , (0)= • =0 

. 0 . 

o bien 

c { e l + c 2 e 2 + ...+c n e n = 0. 

Dado que se sabe e 1 , e 2 , . . . , e n son linealmente independientes en R", entonces C\ = 
c 2 = . . . = c n = 0. Se concluye, por lo tanto, que 0 1 , 0 2 , . . . , 0" son vectores lineal- 
mente independientes en V. 

La afirmacion ahora es que 0 1 , 0 2 , . . . , 4> n tambien generan a V. Para demostrar- 
lo es necesario que cualquier vector x en V (es decir, cualquier solucion x(0 de (1)) pue- 
da escribirse como combinacion lineal de 0 1 , 0 2 , . . ., 4> n . Para ello, tomese cualquier 
x en V, y denotese por 

C 2 

c= . 


al valor de x en t = 0 (x(0) = c). Con las constantes q , c 2 , . . ., c nt construyase la 
funcion con valores vectoriales 

<K') = erf' (0 + c 2 4> 2 (0 + ...+ c n ^> n (/). 

se sabe que 0(0 satisface (1), ya que es una combinacion lineal de soluciones. Mas aun, 

0(0) = C|0* (0) 4- c 2 0 2 (O) + . . . + c n <$> n (0) 



Ahora observese que x(0 y 0(0 satisfacen el mismo sistema lineal homogeneo de 
ecuaciones diferenciales, y que x(0 y 0(0 tienen el mismo valor en t = 0. En conse- 
cuencia, por el Teorema 4, x(0 y 0(0 deben ser identicas, es decir 

x(0=<K0^i£ i (0 + ^£ 2 (0+ ••• +^"(0- 

Asi pues, 0 ! , 0 2 , . . . , 0" tambien generan a V. Por lo tanto, por el Teorema 2 de 
la Section 3.3, dimV = n. 

El Teorema 5 establece que el espacio V de soluciones de (1) tiene dimension n. 
Por lo tanto, solo se necesitan conjeturar o hallar de otra manera n soluciones lineal- 
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mente independientes de (1). El Teorema 6, que se enuncia a continuation, aporta un 
criterio para determinar la independencia lineal de las soluciones. Eso reduce el proble- 
ma de determinar si n soluciones x 1 , x 2 , . . x" son linealmente independientes, al 
problema mas simple de determinar si sus valores x l (/ 0 ), x 2 (r 0 ), . x' I (r 0 ) en un 
tiempo apropiado t 0 , son vectores linealmente independientes en R". 

Teorema 6. (Criterio de independencia lineal). Sean x 1 , x 2 , . . . , x k , k so- 
luciones de x = Ax. Elijase t 0 convenientemente. Entonces x 1 , . . . , x* son so- 
luciones linealmente independientes si y solo si x 1 ( t 0 ), x 2 (t 0 ), . . . , x*(/ 0 ) son 
vectores linealmente independientes en R*. 

DEMOSTRACICSN. Supongase que x 1 , x 2 , . . ., x* son soluciones linealmente depen- 
dientes. Entonces existen constantes c lf c 2 , . . ., c k , no todas cero, tales que 

ClX 1 + C 2 X 2 4* ... 4* c k x k =0. 

Al evaluar esta ecuacion en t = t 0 , se obtiene que 


c 1 x 1 (/ 0 ) + c 2 x 2 (r 0 )+..-+^x*(/o) = 


Por lo tanto, x'(f 0 ), x 2 (( 0 ), . . ., x k (t 0 ) son vectores linealmente dependientes en R". 

Inversamente, supongase que los valores de x 1 , x 2 , . . x k para algun tiempo t 0 
son vectores linealmente dependientes en R". Entonces, existen constantes c x , c 2 , . . . , 
c k , no todas cero, tales que 


0 

0 

0 


C|X'(/ 0 ) + c 2 x 2 (t 0 ) +...+ c k x k (t 0 ) = 


0 


= 0 . 


Determinese la siguiente funcion con valores vectoriales usando las constantes , 
c 2> * * * > Ck 

< f > (0 = C |*'(0 + C 2* 2 (0 + • • • + 


Esta funcion satisface (1), ya que es combination lineal de soluciones. Mas aun, 
<t>(t 0 ) = 0. Por lo tanto, por el Teorema 4, <f>(t) = 0 para toda t. Esto implica que x 1 , 
x 2 , . . . , x* son soluciones linealmente dependientes. □ 


ejemplo i Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales 


dx ] 

~dt 

dx 2 

HT 


X 2 

o bien 
= — x x —2 x 2 



dx 

dt 


( 5 ) 
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Este sistema de ecuaciones proviene de la ecuacion de segundo orden 


db 

d t 2 



+y = 0 


( 6 ) 


al tomar x { = y y x 2 = dy/dt. Dado quej/^O = e~ l y y 2 (t) = te ' son dos solucio- 
nes de (6), entonces 

x«(0-( 

y 

X=W-( ( , 

son dos soluciones de (5). Para determinar si x 1 y x 2 son linealmente dependientes o 
independientes, se verificara si sus valores iniciales 

y 

x 2 (0) = (0) 

son vectores linealmente dependientes o independientes en R 2 . Asi pues, se considera 
la ecuacion 

c,x i (0) + c 2 x 2 (0) = (_^ , + c J = (^). 

Esta ecuacion implica que tanto c { como c 2 son iguales a cero. Por lo tanto, x 1 (0) 
y x 2 (0) son vectores linealmente independientes en R 2 . En consecuencia, por el Teore- 
ma 6, x'(/) y x 2 (t) son soluciones linealmente independientes de (5) y cualquier solu- 
cion \(t) de (5) puede escribirse en la forma 



x(t) = 



te ' 

(1 — t)e~' 


/(c, + c 2 /)e ' \ 

l ( C 2 C I c 2 t ) e ~‘ ) 


( 7 ) 


EJEMPLO 2 Resolver el siguiente problema de valor inicial 


dx l 0 
dt \ -1 


_5)x, x(o)-(;). 


Soluci6n. Por el Ejemplo 1 se sabe que toda soiucion x(/) debe ser de la forma (7). 
Las constantes c x y c 2 se determinan a partir de las condiciones iniciales 


(iH 0) -(<A,)' 
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Por lo tanto, c { - 1 y c 2 = 1 + c x = 2, y como consecuencia 


x(0 = 


wo 


(1 + 2t)e~‘ \ 

(1 —2t)e~'J 


AI estudiar la ecuacion (1) han sido de utilidad hasta este momento algunos con- 
ceptos de algebra lineal, como espacio vectorial, dependencia, dimension, base, asi como 
las notaciones vectorial y matricial. Cabe, sin embargo, preguntarse si todo esto es algo 
mas que un lenguaje util y conveniente. Valdria la pena introducirlo aunque no fuera 
nada mas que un lenguaje, pues una buena notation es esencial para expresar ideas mate- 
maticas. Sin embargo, es mas que eso, constituye una teoria propia con muchas aplica- 
ciones. 

En las Secciones 3.8-3. 10 la tarea de encontrar todas las soluciones de (1) se reduci- 
ra al problema algebraico mas sencillo de resolver ecuaciones lineales simultaneas de 
la forma 


an*, +a l2 x 2 + ...+a in x„r=b i 
a 2l x t +a 22 x 2 + ...+a 2n x n = b 2 

a n i*, +a n2 x 2 + ...+a nn x n = b n 

Por lo tanto, se pasara ahora a estudiar la teoria de las ecuaciones lineales simulta- 
neas. Tambien se vera que funcion desempena el algebra lineal. 

ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 4, halle una base para el conjunto de soluciones 
de la ecuacion diferencial dada. 

1. x = | _|) x ( Sugerencia : Encuentre una ecuacion diferencial de segundo 

orden que se satisfaga para 

(0 1 0 \ 

2. x= 0 0 l x (Sugerencia: Halle una ecuacion diferencial de tercer orden 

\ 2 -1 2 / 

que se satisfaga para *i(r).) 



Determine para cada una de las ecuaciones diferenciales de la 5 a la 9 si las soluciones 
dadas son una base para el conjunto de todas las soluciones. 




/ 4 

-2 

2\ 

l>1 

, x 2 (0 = 

r 0 ' 

. X 3 (/) = 

r^l 

6. x — | -1 

3 

1 x; x (/) = 



0 

\ 1 

-1 

5/ 

. 0 . 




e 6 ' 


6. x = 
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3 -2 3\ 



e 2 ' 



1 0 -3 x; x'(0 = 

e~ 2 ' 

. x 2 (0 = 

-<? 2 ' 

, x 3 (0= 

e~ At 

1 -2 -1/ 



e 21 


e " 4 '. 

5 2 — 2\ 

V 3 '’ 


0 1 


1 -4 -lx; x’(0 = 

<r 3 ' 

. x 2 (0 = 



1 1 -6/ 

0 J 


*" 5 ' 


5 2 -2\ 

> 3 '’ 




1 -4 -lx; x'tO- 

e" 3 ' 

, 



1 1 -61 

. 0 . 





x 2 (0 = 

O 1 

0 > 

, x 3 (r) = 

e _3 ' + e" 7 ' 
e- 3 ' 

, x 4 (0 = 

2e~ 7 ' 

e- 5 ' 




e- 7 ' J 


e - 5 < + 2e - 7 < 


10 . Determine las soluciones <t>\ <t> 2 , . . (j> n (vease la demostracion del Teorema 5 ) 

para el sistema de ecuaciones diferenciales en (a) Problema 5 ; (b) Problema 6; 

(c) Problema 7 . 

11. Sea V el espacio vectorial de las funciones continuas de (-oo f oo) en R" (los valo- 

res de x(r) estan en R*. Sean x l , x 2 , . . . , \ n funciones en V. 

(a) Demuestre que si x 1 ^), - . . , x^o) son vectores linealmente independientes 
en R" para algunV 0 , entonces x 1 , x 2 , . . . , \ n son funciones linealmente inde- 
pendientes en V. 

(b) ^Es cierto que si x 1 (t 0 ), . . x n (t 0 ) son vectores linealmente dependientes en 
R rt para algun t 0 , entonces x ! , x 2 , . . x" son funciones linealmente depen- 
dientes en V? Justifique la respuesta. 

12. Sea u un vector en R"(u # 0). 

(a) ^Es x(t) = tu una solution de la ecuacion diferencial homogenea x = Ax? 

(b) ^Lo es x(r) = 

(c) <,Lo es x(t) = (e l - e~ t )\i7 

(d) 4, Lo es x{t) = ( e ' + e~*)u7 

(e) i,Lo es x(0 = (e X{t + e Xlt )u7 

(0 iPara que funciones </>(?) puede ser x(/) = 0(r)u una solucion de alguna ecua- 
cion de la forma x = Ax? 


3.5 Teoria de los determinantes 


En esta section se estudiaran ecuaciones simultaneas de la forma 

a n x i + a l2 x 2 + ■■■+a ] „x n = b i 

°2\ X I + a 22 X 2 + • • • + a 2nX n = *2 

( 1 ) 


+ a n2 x 2 + ... +a„„x n = b, 
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El objetivo es determinar una condition necesaria y suficiente para que el sistema 
de ecuaciones (1) tenga solution unica x { , x 2 > . . x n . 

Para comprender mejor el problema, se empieza con el caso mas simple n = 2. 
Si se multiplica por a 2 \ la primera ecuacion a n x j + a x2 x 2 = b x ; la segunda ecuacion 
a 2 \X\ + a 2 2*2 = b 2 , por ^n, y se resta la primera de la segunda, resuita que 

( a \\ a 22~~ a \2 a 2\) X 2 :=S a n^2~~ a 2\b\* 

De manera similar, si se multiplica la primera ecuacion por a 22 , segunda por a {2 , 
y se resta la segunda de la primera, se obtiene que 

( a \ \ a 22 — a \2 a 2\) X \ = a 22^1 ““ a \lbv 

Como consecuencia, el sistema de ecuaciones (1) tiene solution unica 

a ub\ ~ ^ 12^2 __ a \\bi~ a 2\b\ 

1 a w a 22 ~~ a 12^21 2 a w a 22 ~~ a \ 2 a 2 \ 

si el numero a u a 22 - a [2 a 2{ es diferente de cero. Si este numero es igual a cero, enton- 
ces puede haber soluciones o no. Por ejemplo, el sistema 

x | — x 2 ~ 1 , 2xj -2 x 2 = 4 

obviamente no tiene soluciones, mientras que el sistema 

*1 “ x 2 = z 0 y 2x l — 2x 2 = Q 

posee un numero infinito de soluciones x { - c, x 2 = c para cualquier numero c. En 
ambos sistemas se tiene que 

a ! 1^22 a \2 a 2 \ “ 1 (“ 2 ) — (” 1)2 = 0 . 

El caso de tres ecuaciones 

a n x l + a l 2 x 2 + a u x 3 = b l 

a 2l x l + a 22 x 2 + a 23 x 3 =b 2 (2) 

a Jl x l + a n x 2 + a„x 3 =b 3 

con tres incognitas x { , x 2 , x 2 puede resolverse tambien facilmente. A1 eliminar una de 
las variables en dos de las ecuaciones (2) y reducir por ende el problema al caso n = 2, 
es posible mostrar (Ejercicio 1) que el sistema (2) tiene una solution unica X\> x 2 , x 2 
si y solo si el numero 

a \\ a 22 a 33 + a \2 a 23 a 3l + a \3 a 2\ a 32 ~ a \3 a 22 a 3i “ a \2 a 2\ a 33 “ ^ 11 ^ 23^32 0) 

es diferente de cero. 

Ahora es posible suponer que el sistema de ecuaciones (1), el cual puede abreviarse 
en la forma 


a u . 

•• au 




V 

a nX ■ 

* * ^nn j 

f x = 

. . 

1! 

JD 

_b n 


Ax = b, A = 


( 4 ) 
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tiene solucion unica x, si y solo si un cierto numero que depende de los elementos a , y 
de la matriz A, es distinto de cero. Para n = 4 puede determinarse este numero elimi- 
nando una de las variables de dos de las ecuaciones (1). Sin embargo, el algebra es tan 
complicada que el numero resultante es ininteligible. En vez de eso, se generalizara el 
numero (3), de modo que a cada sistema de ecuaciones Ax = b se le asociara un solo 
numero llamado determinante de A (simbolizado por det A), el cual depende de los ele- 
mentos de la matriz A. Se mostraran algunas propiedades utiles de dicha asociacion 
y se usaran estas propiedades para hacer ver que el sistema de ecuaciones (4) tiene solu- 
cion unica x si y solo si det A # 0. 

Si se analiza la expresion (3) con cuidado, se ve que puede describirse de la siguien- 
te manera. Primero se toma un elemento a {J ( del primer renglon de la matriz 



a u 

a 12 

a l3' 

A = 

a 2l 

a 22 

*23 


a 3l 

a 32 

a 3 3. 


El elemento puede ser a n , o bien a x2 o a 13 . Se multiplica a lJ{ por un elemento a 2j \ del 
segundo renglon de A. Sin embargo, j 2 no debe ser igual a j x . Por ejemplo, si se elije 
a [2 del primer renglon de A, entonces hay que elegir a 2X o bien a 2 3 del segundo renglon 
de A. Despues se multiplican los dos numeros por el elemento en el tercer renglon de 
A eri la columna restante. Esto se hace para todas las posibles elecciones de elementos 
de cada renglon de A sin tomarlos nunca dos veces de la misma columna. De esta manera, 
se obtienen 6 distintos productos de tres elementos de A, ya que hay tres maneras de 
elegir un elemento del primer renglon de A, dos modos para escoger entonces un ele- 
mento del segundo renglon de A y solo una manera de elegir un elemento del tercer 
renglon de A. Cada uno de estos productos a 3J se multiplica por ±1 dependien- 

do del orden especifico jij 2 ji- Los productos a\j a 2 j ay con UxJiJi) = (123), (231) 
y (312) se multiplican por + 1, mientras que los productos a lJi a 2 j 2 ciy } , con UiJiJ}) = 
(321), (213) y (132), se multiplican por -1. Por ultimo, se suman los resultados. 

Los seis conjuntos de numeros (123), (231), (312), (321), (213) y (132) se llaman 
permutaciones de los enteros l, 2 y 3. Observese que cada una de las tres permutaciones 
que corresponden a los terminos positivos requiere de un numero par de intercambios 
entre numeros adyacentes para reordenarlos, es decir, para llevar los enteros a su orden 
natural. De manera similar, cada una de las tres permutaciones correspondientes a los 
terminos negativos requiere de un numero impar de intercambios entre numeros para 
reordenarlos. Para verificarlo, observese que 

23 1 —^2 1 3 — > 1 23 (2 intercambios) 

3 12 — >132 — >123 (2 intercambios) 

321 — >3 12 — > 132 — >123 (3 intercambios) 

2 13— > 123 and 132 — >123 (1 intercambio cada una) 

Esto motiva la siguiente definicion del determinante de una matriz Aden x n . 

definiciOn. 

detA= 2 ( 5) 

j\* ‘ • * %/m 
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donde = 1 si la permutacion (j\h • • * j n ) es par, es decir, si se pue- 

den reordenar los enteros segun su orden natural en un numero par de inter- 
cambios de enteros adyacentes. £jj 2 ..j n = -1 si la permutacion es impar. En 
otras palabras, elijase un elemento a XJ del primer renglon de la matriz A. 
Multipliquese por un elemento a 2 j, del segundo renglon de A, con j 2 A j \ . Es- 
te proceso continua pasando una vez por cada renglon y tomando cada vez un 
elemento de una columna diferente. Por ultimo, multipliquese el producto 
a xj a 2 j^a n j n por + 1 si la permutacion (j x j 2 . . . j n ) es par, y por -1 si la per- 
mutacion es impar. Lo anterior para todas las posibles elecciones de un ele- 
mento de cada renglon de A, sin tomar dos veces de la misma columna. 
Despues se suman todas estas contribuciones y se denota el numero resultante 
por det A. 


Observacion. Hay muchas maneras de reordenar una permutacion de los enteros 
1,2, . . . , n a su orden natural por medio de intercambios sucesivos de enteros adyacen- 
tes. Por ejemplo, 


y 


43 1 2-44 1 32-4 1432-41 423-4 1243^1 234 
43 1 2-434 12 — >3 142 — >3 1 24-4 1 324^ 1 234. 


Sin embargo, es posible mostrar que el numero de intercambios de enteros adyacentes 
que se necesita para reordenar la permutacion j { j 2 . . .j n es siempre impar o siempre 
par. Por lo tanto, queda perfectamente definido el numero e, , . ... . 


Ejemplo i sea 



En este caso, hay solamente dos productos a n a 22 y 012^21 Q ue satisfacen la definicion 
de det A. Dado que la permutacion (12) es par y la permutacion (21) es impar, el termi- 
no a n a 22 se multiplica por + 1 y el termino # 12^21 P° r ™1. Por lo tanto, det A = 
a \\ a n ~ a n a 2\ • 


Ejemplo 2 Calcular 



1 1 
2 1 
-1 2 J 


SoluciOn. Un metodo sencillo para evaluar el determinante de una matriz de 3 x 3 
es escribir las primeras dos columnas a un lado de la matriz y luego tomar los productos 
a lo largo de las diagonales, como se muestra a continuacion: 


det 


1 

3 

-1 


1 f 

2 1 

-1 2 . 





y 


2 

N + N- 


"+ 


= 1-2-2+ M-(-l)+l-3(-l)-(-l)-21 -(-!)•!• 1-2-31 = -3. 
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Si A es una matriz de n x n, entonces en general det A consta de n ! productos 
de n elementos. El determinante de una matriz de 4 x 4 consta, en general, de 24 ter- 
minos, mientras que el de una matriz de 10 x 10 consta del enorme numero de 
3 628 800 terminos. Asi pues, resulta impractico calcular el determinante de una matriz 
grande A usando solo la definition (5). La manera inteligente, y la unica posible, de 
calcular determinantes es (i) encontrar matrices especiales cuyos determinantes puedan 
calcularse con facilidad, y (ii) reducir el problema de hallar cualquier determinante al 
problema mas sencillo de evaluar el que corresponde a alguna de estas matrices. Para 
ello, observese que hay tres clases especiales de matrices cuyos determinantes son fad- 
les de evaluar. 

1. Matrices diagonales: Una matriz 

a n 0 0 ... 0 

0 a 22 0 ... 0 

A= ... 

0 0 0 ... a nn 

cuyos elementos fuera de la diagonal son todos ceros, se llama matriz diagonal . Su deter- 
minante es el producto de los elementos de la diagonal a n , a 22 , . . ., a nn . Esto es el 
resultado inmediato de la observation de que la unica manera de poder elegir un ele- 
mento diferente de cero del primer renglon de A es eligiendo a u . De manera similar, 
la unica forma de poder seleccionar un elemento distinto de cero del renglon j de A 
es eligiendo a^. Asi pues, el unico producto diferente de cero que entra en la defini- 
cion de det Aes a nn> y dicho termino se multiplica por 4- 1 ya que la permu- 

tation (1, 2 . . . n) es par. 

2. Matrices triangulares inferiores: Una matriz 

a,, 0 

a 2\ a 22 

a n\ a n2 

cuyos elementos arriba de la diagonal son todos ceros, se denomina matriz triangular 
inferior , y su determinante es tambien el producto de los elementos de la diagonal a n , 

. . . , a nn . Para demostrarlo, observese que la unica manera de poder elegir un elemen- 
to diferente de cero del primer renglon de A es eligiendo a n . El segundo renglon de 
A tiene dos elementos distintos de cero, pero, dado que ya se eligio de la primera columna, 
entonces se esta forzado a elegir a 22 del segundo renglon. De manera similar, la elec- 
cion obligada es ajj del renglon j de A. Asi pues, det A = a n a 2 2 • • * a nn . 

3. Matrices triangulares superiores: Una matriz 

a n a X2 . 

0 a 22 . 

A = . 

0 0‘. 
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cuyos elementos abajo de la diagonal son todos ceros, se llama matriz triangular supe- 
rior y su determinante es tambien el producto de los elementos de la diagonal 
a u a z2 • • • a nn . Para demostrarlo es posible proceder en direction inversa. La unica for- 
ma de seleccionar un elemento diferente de cero del ultimo renglon de la matriz A es 
eligiendo a nn . Esto obliga entonces a elegir a„- 1>n _i del renglon n - 1 de A. Igualmen- 
te, esta obligado a elegir ajj del renglon j de A. Por lo tanto, det A = a„„ . . . a lz a u . 
tl/w ■ ■ ■ ®22 fl ll • 

A continuacibn se deducen algunas propiedades sencillas, aunque muy utiles, de 
los determinantes. 


PROPIEDAD 1. Si se intercambian dos renglones adyacentes de A, entonces cambia 
el signo del determinante. 


DEMOSTRACldN. Sea B la matriz que se obtiene de A al intercambiar los renglones 
k y k + 1 . Observese que todos los productos que aparecen en la definition de det B 
son los mismos que aparecen en la definicion de det A. La unica diferencia es que se 
cambia el orden en el que se elijan de las columnas de A y de B. Por ejemplo, sean 


y 



4 

0 

-1 



3 

2 

-1 



OJ 


El producto 4x2x2 aparece en det A al elegir primero del primer renglon, tercera 
columna; despues del segundo renglon, primera columna y, por ultimo, del tercer ren- 
glon, segunda columna. El mismo producto aparece en det B al seleccionar primero del 
primer renglon, tercera columna; despues del segundo renglon, segunda columna y, por 
ultimo, del tercer renglon, primera columna. De manera mas general, el termino 

a \j x • * * a kj k a k +\J k + y'" a nj n 


en det A corresponde al termino 

b\j x ’ ’ * ^kJ k + pk+\J k * ’ ' b n j n 

en det B. El signo del primer termino esta dado por la permutacion (j\ • • • M + 1 • • • Jn)> 
y el signo del segundo termino lo esta por la permutacion (j { . . . j k +\jk • • • Jn)- Dado 
que la segunda se obtiene de la primera al intercambiar los elementos k y k 4- 1, se 
ve que los dos elementos tienen signos contrarios. Por lo tanto, detB = -det A. 


PROPIEDAD 2. Si se intercambian cualesquiera dos renglones de A, entonces cambia 
el signo del determinante. 

DEMOSTRACldN. Se mostrara que el numero de intercambios de renglones adyacen- 
tes que se requiere para alternar los renglones / y j de A es impar. Asi la Propiedad 
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2 sera una consecuencia de ia Propiedad 1. Para ello, supongase quey es mayor que 
/. Se necesitan j - i intercambios sucesivos de renglones adyacentes para ilevar el ren- 
glon j a la posicion /, y despues j - i - 1 intercambios sucesivos de renglones adyacen- 
tes para Ilevar a la posicion j el renglon que se encontraba originalmente en la posicion 
i. Asi pues, el numero total de intercambios que se requieren es 2 (j - i) - 1, y este nu- 
mero siempre es impar. 

PROPIEDAD 3. Si cualesquiera dos renglones de A son iguales, entonces det A = 0. 

DEMOSTRACION. Supongase que los renglones i y j de A son iguales, y llamese B 
a la matriz que se obtiene de A al intercambiar los renglones iyj. Obviamente, B = A, 
aunque por la Propiedad 2, se tiene que det B = —det A. Por lo tanto, det A = —det A 
si dos renglones de A son iguales, y esto solamente es posible si det A = 0. 

Propiedad 4. detcA = c n detA. 

Demostracion. Es obvia. 

PROPIEDAD 5. Sea B la matriz que se obtiene de A al multiplicar su renglon / por una 
constante c. Entonces detB = cdetA. 

DEMOSTRACION. Es obvia. 

PROPIEDAD 6. Sea A r la matriz que se obtiene de A al intercambiar renglones por 
columnas. La matriz A r se conoce como la transpuesta de A. Por ejemplo, si 


A = 

1 

6 

3 2 
9 4 

, entonces A r = 

1 6 

3 9 

-r 

2 


-1 

2 7 J 


12 4 

7 


Una manera concisa de decirlo es (A r ),y = a,,. Entonces 

det A r =det A. 


DEMOSTRACION. Es claro que los productos que aparecen en la definicion de det A 
y det \ T son los mismos, ya que siempre se elige un elemento de cada renglon y de 
cada columna. Sin embargo, la demostracion de que estos productos tienen el mismo 
signo es muy dificil y no se incluye aqui. (Cada vez que el autor ensena determinantes 
a sus alumnos desearia ser un rey para poder declarar que la Propiedad 6 es verdadera 
por decreto.) 

OBSERVACIONES. De las Propiedades 2, 3 y 6 se deduce inmediatamente que.jil m- 
tercambiar dos columnas de A, cambia el signo del determinante, y que det A — 0 si 
dos columnas de A son iguales. 

PROPIEDAD 7. Si a un renglon de A se le suma un multiplo de otro renglon de A, 
entonces el valor del determinante no cambia. 
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DemostraciOn. Primeramente, observese que det A es funcion lineal de cada ren- 
glon de A por separado. Eso significa lo siguiente. Escribase la matriz A en la forma 


a \\ 

a, 2 

• <*!„' 


a 1 

a 2\ 

a 22 • 

■ a ln 


a 2 

• 


• 


• 


a nl ' 

’ * ^nn j 

\ 



donde 


^L 

II 

3 

a 

NJ 

■> a m) 

a 2 = ( a 2P a 22- 

■^2n) 

»" = (a nl ,a nV .. 

-O' 


Entonces 


y 



a 1 


a 1 ' 

det 

ca* 

= cdet 

a* 


a n 


a" 



a 1 


a 1 


a 1 

det 

a* + b 

= det 

a* 

+ det 

b 


a” 




a n 


(0 


(«) 


Por ejemplo, 


det 

ri 

8 

5 7' 
3 7 

= det 

[1 

4 

5 7 

1 9 

+ det 

1 5 7" 

4 2-2 

. 1 

.6 

-1 oj 


16 

- 1 o. 


6-1 0. 
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yaque(4, 1,9) + (4, 2, -2) = (8, 3, 7). Con esto se ve que la ecuacion (i) es la Propie- 
dad 5. Para obtener la ecuacion (ii), calculese 


det a* 4- b 2 E j\ - j n a \j\ • * • i a kj k ^j k ) • • • a nj n 


2 e y, . . .j n a \j\ * • • a kj k • ♦ * + 2 e y, . I * * • * • * a nj„ 


= det a * +det b 


Ahora bien, la Propiedad 7 se sigue inmediatamente de la ecuacion (ii), ya que si B es 
la matriz que se obtiene de A al sumar c veces el renglon k de A, al renglon j de A, 
entonces 


+ ca* 2L J car 

det B = det * =det ; +det ; — det A 4* c det 


Pero se sabe que 


det : I = 0 


ya que esta matriz tiene dos renglones iguales. Por tanto, detB = det A. 
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OBSERVACION 1. Todo lo que se afirma acerca de los renglones es tambien valido 
para las columnas, ya que det A r = detA. Asi pues, no se cambia el valor del deter- 
minante cuando se suma un multiplo de una columna a otra en A. 

OBSERVACION 2. El determinante es una funcion lineal de cada renglon de A por 
separado. No es funcion lineal de A, ya que, en general, se tiene que 

detcA^cdetA y det(A + B)^det A + detB. 

Por ejemplo, si 



entonces 

det(A + B)-det(° ^) = 0, 
mientras que detA + detB = 3 - 9 = -6. 


La Propiedad 7 es muy importante, pues permite reducir el problema de evaluar 
cualquier determinante, al problema mucho mas sencillo de calcular el determinante 
de una matriz triangular superior. De hecho, si 



a n 

a n . 

• a ln 

A" 

a 2l 

a 22 ■ 

■ a 2n 


a n 1 

a n2 • 

•• a nn 


y a n ^ 0, entonces es posible sumar un multiplo adecuado del primer renglon de A a 
los renglones restantes de A, de modo que los valores resultantes a 2 i> • a n \ sean 
todos iguales a cero. De manera similar, pueden sumarse multiplos del segundo renglon 
resultante de A a los renglones de mds abajo, de modo que los valores que resultan 
a n , . . ., a n 2 sean todos nulos, etcetera. El metodo se ilustra en el ejemplo siguiente: 

Ejemplo 3 Calcular 


h 



i 


-1 2 3' 

2 0 2 

1 -1 -1 
2 3 0. 


SoluciOn. Al restar dos veces el primer renglon del segundo; cuatro veces el prime* 
ro del tercero; y el primero del ultimo renglon, se obtiene que 
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Ahora se resta cinco veces el segundo renglon de esta ultima matriz del tercer renglon, 
y tres veces el segundo renglon del cuarto. Entonces 



i 

-1 

2 

3' 


' 1 

-1 

2 

3' 

det 

2 

2 

0 

2 

= 4 det 

0 

1 

- 1 

-1 

4 

1 

-1 

-1 

0 

0 

-4 

-8 


.1 

2 

3 

oj 


.0 

0 

4 

0. 


Por ultimo, sumando el tercer renglon de esta matriz al cuarto renglon, se obtiene que 


1 

-1 

2 

31 


1 

-1 

2 

3' 

2 

2 

0 

2 

= 4 det 

0 

1 

-1 

-1 

4 

1 

-1 

-1 

0 

0 

-4 

-8 

.1 

2 

3 

0. 


.0 

0 

0 

-8. 


= 4( — 4)( — 8) = 128. 

(La alternativa podria haber sido intercambiar la tercera y cuarta columnas de la matriz 

1 -1 2 3' 

0 1 - 1-1 

0 0-4-8 

.0 0 4 0. 

para obtener el mismo resultado.) 

ObservaciOn i. Si a u = 0 y l # 0 para aiguna y, entonces pueden intercambiar- 
se el primer renglon y el j de A para garantizar que J 1 0. (Por supuesto, que hay 
que acordarse de multiplicar el determinants por —1.) Si toda la primera columna de 
A es igual a cero, es decir, si a u = a lx = . . . = a nX = 0, entonces no es necesario 
continuar el procedimiento, pues en tal caso se tiene detA = 0. 

OBSERVACI6N 2. De la misma manera que se redujo la matriz A a una matriz trian- 
gular superior, puede reducirse el sistema de ecuaciones 


a n x, + a l2 x 2 + ...+a ln x„ = b l 

*21*1 + 022*2+ ••• +*2/i*n = ^2 

*/il*l + **2*2 + • • • + O n „*„ = b n 
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a un sistema equivalente de la forma 

c uXl + c l2 x 2 + ... + c ln x n = d l 

C 22 x 2 "*■••• + c 2n x n = <^2 

C„n X n = dn- 

En la ultima ecuacion se puede despejar x n (si c nn # 0), x n ~\ en la ecuacion n - 1, y 
asi sucesivamente. 

EJEMPLO 4 Encontrar todas las soluciones del sistema 

x x + *2 + x 3 = 1 

-x l + x 2 + x 3 = 2 

2x { — x 2 + x 2 = 3. 

SOLUCION. A1 sumar la primera ecuacion a la segunda y restar dos veces la primera 
de la tercera ecuacion, se obtiene que 

*i + x 2 + * 3 = 1 
2x 2 + 2x 3 = 3 
-3 x 2 - x 3 — 1 . 

Ahora bien, sumando 3/2 veces la segunda ecuacion a la tercera, 

x, + x 2 + jr 3 = 1 

2x 2 + 2.x 3 = 3 

2 x 3=T- 

Por lo tanto, * 3 = 7 -, * 2 = (3- y)/2= -f, y x, = l + |--y = -i. 

EJERCICIOS 

1 . Demuestre que el sistema de ecuaciones 


<*U*l + <*l2*2 + <*l3*3=£l 
<*2 1*1 + <*22*2 + <*23*3 = ^2 
<*31*1 + <*32*2+ <*33*3= h 


tiene una solucion linica x x , x 2y x 3 si y solo si 


<*11 

<*12 

<*13 \ 

<*21 

<*22 

<*23 1^=0. 

<*31 

<*32 

<*33/ 


Sugerencia : Despeje x ] en terminos de x 2 y x } de una de estas ecuaciones. 
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2. (a) Demuestre que el numero total de permutaciones de los enteros 1,2, . . n 
es par. 

(b) Demuestre que exactamente la mitad de dichas permutaciones son pares, y la 
otra mitad, impares. 


En cada uno de los Problemas del 3 al 8 evalue el determinante de la matriz dada. 






r 



■ 0 

a 

b 

O' 

/I 

0 

2 \ 

4. 

1 t 

t 1 

5. 

— a 

0 

c 

0 

1 

2 

5 

t t 2 

1 

- b 

- c 

0 

0 

\ 6 

8 

0 / 


t 2 t 

1 . 


0 

0 

0 

ij 


2 

-1 

6 

3 


ro 

2 

3 

-f 

1 

0 

1 

-1 

7. 

1 

8 

-1 

1 

1 

3 

0 

2 ' 

1 

-1 

0 

-1 

1 

-1 

1 

0 


10 

2 

6 

1 


8 . 


r \ 

1 

0 

0 

0 


1 

0 

1 

0 

0 


1 

0 

0 

1 

0 


1 

0 

0 

0 

1 


1 ' 

2 

3 

4 

5 


9. Pruebe, sin hacer calculos, que 



a 

b 

c 


e 

b 

h 

det 

d 

e 

1 

= det 

d 

a 

g 


, 8 

h 

k 


If 

c 

k 


En cada uno de los Problemas del 10 al 15 halle todas las soluciones del sistema dado 
de ecuaciones. 


10 . x l + x 2 — *3 = 0 
2x ] 4* ;c 3 =14 

* 2 +* 3 =13 

12 . *,+ * 2 + *3 = 0 
x x - x 2 -x 3 = 0 
x 2 + x 3 = 0 

14. -*1 + *2 + 2*3 “*4 = 1 

*, ~x 2 +2x 3 +x 4 = 2 
X\ +-*7 + 2*3— *4= 1 
— JC| —X 2 ~ 2*3 +* 4 = 0 


11 . *, + * 2 + *3 — 6 

*,-* 2 -* 3 = -4 

*2 + *3 = — 1 

13. * i + x 2 + * 3 - * 4 =1 

X , + 2* 2 — 2*3 + * 4 = 1 

*i + 3* 2 -3* 3 -*4= 1 

* j + 4*2 4*3 *4 = I 

15. *J- * 2 +*3 + *4 = 0 

*, +2* 2 — *3 + 3*4 = 0 
3*1 +3*2— *3 + 7*4 = 0 

— *,+2*2 +*3- *4 = 0 


3.6 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales 

En esta seccion se demostrara que el sistema de ecuaciones 


Ax = b, A = 

a u 

•• a \n 

• x = 

*r 

, b = 

4r 


■ 

rut j 




b n 


Ax = b, 


(i) 





306 


CAPiTULO 3 • SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


tiene solucion unica x si det A A 0. Para ello se define el producto de dos matrices de 
n x n y se deducen algunas propiedades adicionales de los determinantes. 


DEFINICION. Sean A y B matrices de n x n con elementos a y by, res- 
pectivamente. Se define su producto AB como la matriz C de n x n cuyo ele- 
mento ij , o sea c iJt es el producto del renglon / de A y la columna j de B. Es 
decir, 

n 

^ ij 2 ! «ik ^ kj ’ 

k — 1 


Dicho de otro modo, si se escribe B en la forma B = (b 1 , b 2 , . . . , b n ), donde 
b y es la columna j de B, entonces el producto C = AB puede expresarse en 
la forma C = (Ab\ Ab 2 , ...» Ab n ), ya que el componente i del vector Ab y es 

S k — I &ik b kj ’ 

EJEMPLO 1 Sean 


A = 


'3 1 
0 2 
1 1 


1 

1 

1 


y 


Evaluar AB. 

Solucion. 



-1 o 

-l l 
0 0 


'3 

1 

-1 

' 1 

- 1 

O ' 


'3 + 2+1 

- 3 - 1+0 

0 + 1 + 0 ' 

0 

2 

1 

2 

-1 

1 

= 

0 + 4-1 

0-2 + 0 

0 + 2 + 0 

1 

1 

1 

- 1 

0 

OJ 


1 + 2-1 

- 1 - 1+0 

0 + 1+0 


'6 -4 f 

3-2 2 

2 -2 1 


EJEMPLO 2 Sean A y B las matrices en el Ejemplo 1. Calcular BA. 

Solucion. 


1 

-1 

0 

[3 

1 

-1 


' 3 + 0+0 

1-2 + 0 

- 1 - 1 + 0 ' 

2 

-1 

1 

0 

2 

1 

= 

6 + 0+1 

2-2 + 1 

- 2-1 + 1 

-1 

0 

0 , 

.1 

1 

1 


. -3 + 0 + 0 

- 1+0 + 0 

1 + 0 + 0 , 


' 3 -1 — 2 ' 

7 1 -2 

- 3-1 1 


ObservaciOn i. Como indican los Ejemplos 1 y 2, no es cierto en general que AB = 
BA. Sin embargo, es posible demostrar que 


A(BC) = (AB)C 


( 2 ) 
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para cualesquiera tres matrices A, B y C de n x n. En la siguiente seccion se ofrece 
una demostracion muy sencilla de (2). 

OBSERVACION 2. Denotese por I la matriz diagonal 

1 0 ... 0 

01 ... 0 

0 0 ... 1 

I se denomina matriz identidad, ya que IA = AI = A (Ejercicio 5) para toda matriz 
A de n x n. 

Las siguientes dos propiedades de los determinantes son extremadamente utiles en 
muchas aplicaciones. 

PROPIEDAD 8. 

det AB = det A X det B. 

Es decir, el determinante del producto es igual al producto de los determinantes. 

PROPIEDAD 9. Denotese por A(/|y) la matriz de {n - 1) x (n - 1) que se obtiene de 
A al eliminar el renglon i y la columna j de A. Por e.iemplo, si 

1 2 6 

A= 0 -1 -3 , entonces, A(2|3) = 

—4 -5 0. 

Sea Cjj = (— 1 )' +y det A (/ 1 y). De modo que 

n 

detA= 2 Wu 

i - I 

para cualquier eleccion de j entre 1 y n. Este proceso de calculo de determinantes se 
conoce como “desarrollo por elementos de columna* * y la Propiedad 9 establece que 
no importa que columna se elija para desarrollar. Por ejemplo, sea 

1 3 2 6 

a 9-107 

A ‘ 2 134' 

.-1 6 3 5. 

Desarrollando con respecto a la primera, a la segunda, a la tercera y a la cuarta colum- 
nas de A, respectivamente, resulta 

-1 0 7] [3 2 6" 

det A = det 1 3 4 -9det 1 3 4 

6 3 5J [635 




306 


CAPITULO 3 • SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 




' 3 

2 

6 




3 

2 

6' 


+ 2 det 

-1 

0 

7 

+ det 


— 


0 

7 




6 

3 

5 






3 

4 j 




' 9 

0 

7 




1 

2 

6 


— 3 det 

2 

3 

4 

- 

det 




3 

4 




.-I 

3 

5 




- 


3 

5 J 



r 

1 

2 

6' 





2 

6 ' 



-det 

9 

0 

7 

+ 6 det 



0 

1 




l 

- 1 

3 

5. 





3 

4, 





9 

-1 

7 





1 


3 

6' 

2 det 


2 

1 

4 

+ 3 det 


9 

— 

1 

7 



-1 

6 

5. 





-1 


6 

5, 



1 

3 

6 









-3 det 

9 

-1 

7 











2 

1 

4 











9 

— 

1 

O' 



1 

| 

1 

3 

2] 

-6det 

2 


1 

3 

+ 7 det 


2 

1 

3 



-I 


6 

3. 




[ - 

1 

6 

3. 



' 1 


3 

2' 




' 1 


3 

2" 

-4det 

9 

— 

1 

0 

+ 5 det 

9 

— 

1 

0 



l-l 


6 

3, 




2 


1 

3 


Las Propiedades 8 y 9 se deduciran con la ayuda del siguiente lema. 

lema i . Sea D = D{\) una funcion que a cada matriz A de n x n le asig- 
na un rxumero D( A). Supongase ademas que D es una funcion lineal de cada 
columna (renglon) de A por separado, es decir, 

D + cb',...,a n ) = D(a\..., + 

y Z)(B) = -D( A), si B se obtiene de A intercambiando dos columnas (renglo- 
nes) de A. Entonces 

D (A) = det A X D (I). 

Una funcion D que a cada matriz de n x n le asigna un mimero, se dice que es 
alternante si D(B) = — Z>( A), siempre que B se obtenga de A intercambiando dos colum- 
nas (renglones) de A. El Lema 1 senala que la propiedad de ser alternante y lineal en 
las columnas (renglones) de A caracteriza casi por completo a la funcion determinante 
det A. Dicho con mas precision, cualquier funcion D( A) que es alternante y lineal en 
las columnas (renglones) de A, debe ser un multiplo de det A. Si ademas se cumple que 
Z)(I) = 1, entonces D(A) = det A para todas las matrices A de n x n. Tambien se 
deduce inn ediatamente del Lema 1 que si Z)(A) es alternante y lineal en las columnas 
de A, entonces tambien es alternante y lineal en los renglones de A. 

Demostracion del Lema i. Primero escriba A en la forma A = (a 1 , a 2 , . . a") 

donde 
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■flu' 


a \2 



a 1 = 

a 2l 

II 

a 22 

a n — 

a 2n 


°n\_ 




< a n n . 


A1 expresar a 1 en la forma Cue 1 + ... + a nl e" se ve que 

D (A) = D (a { ,e' + . . . + a nl e n , a 2 , . . . , a") 

= a,,D(e\a 2 a n )+ ... +a (ll Z)(e'\a 2 a n ) 

= 2 fl i// ) (e ;, ,a 2 ,...,a"). 

j i 

De manera semejante, al escribir a 2 en la forma a 2 = a 12 e' + . . . + a n2 e n se ve que 
D( A)= 2 a \ Jl a i Jl D (e j, .e j! ,a 3 a"). 


Procediendo por induction, 

D(A)= 2 a \j i a 2 il - ■ ' a nj D(e J ‘,e^ e*). 

j l» ’ • • \)n 

Ahora solo se requiere sumar sobre todos los enteros ./'i , 72 > • • - ,j n con Ji *jk< ya que 
D( A) es cero si dos de las columnas de A son iguales. Mas aun 

D (e j \ = e Jih jD (e‘,e 2 , . . . ,e") = (I). 

Por lo tanto, 

D( A)= 2 %.. J a lJi ...a nJ D(l)=d^AxD(l). □ 

Ahora es posible deducir las Propiedades 8 y 9. 

DEMOSTRACI 6 N de LA PROPIEDAD 8. Sea A una matriz fija de n x n y definase 
la funcion £)(B) mediante la formula 

Z>(B) = detAB. 

Observese que £>(B) es alter nante y lineal en las columnas b 1 , . . . , b n de B. Esto 
es consecuencia de que las columnas de AB son Ab 1 , . . ., Ab". Por lo tanto, por el 
Lema 1. 

D (B) = det B X D (I) = det B X det AI = det A X det B. n 


DEMOSTRACI6N DE LA PROPIEDAD 9. Elijase cualquier entero j entre 1 y n y defi- 


nase 


£>(A)= 2 a ,j c ,p 
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donde c (> = (-l)' +y detA(/|y). Es facil verificar que D es alternante y lineal en las 
columnas de A. Por tanto, por el Lema 1, 

Z) ( A) = det A X Z) (I) = det A. □ 

La clave para resolver el sistema de ecuaciones (1) es la observation importante de que 

n 

2 a , k Cy = 0 para k^j (3) 

( = i 

donde c (> = (— l)' +y det A(/|y). La demostracion de (3) es muy sencilla. Denotese por 
B la matriz que se obtiene de A al sustituir la columna j por la columna k, dejando 
el resto sin alterar. Por ejemplo, si 

' 3 5 6' 

A= 4 2 1 , j = 2, y k = 3, 

.-1 0 -1. 

entonces, 

'3 6 6' 

B= 4 1 1 • 

.-1 -1 -1. 

Ahora bien, el determinate de B es cero, ya que dos de sus columnas son iguales. Por 
otro lado, desarrollando con respecto a la columna j de B, se obtiene que 

n n 

detB= 2 Vv = 2 a ,kt,j 

I- 1 1-1 

donde 

c 0 = ( - 1 )' +J det B( i\j) = ( - 1 )' +J det A( i\j) = c tJ . 

Por lo tanto, = 0 Sl * es diferente dey. 

Ahora bien, siempre que se tiene una sumatoria desde 1 hasta n y que comprende 
los productos de terminos con dos indices fijos j y k (como en (3)), se trata de expresar 
como el elemento jk del producto de dos matrices. Si se denota por C la matriz cuyo 
elemento ij es c ijy y se hace 

adj A = C r , 

entonces 

n n 

®ik ^ \j ( a dj A ) jj dfo (adj A x A) 

i-i /-I 

Por lo tanto, de (3) se obtiene que 

(adj A X \) Jk = 0 para j¥=k. 

Combinando estos dos resultados con la siguiente igualdad 

n 

detA= 2 a ij c ij ~ ( a dj A x A) jj, 

l-l 
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resulta que 


adj A X A = 


det A 0 
0 det A 


0 

0 


= (detA)I. 


(4) 


0 0 ... detA, 

De manera similar, trabajando con A T en vez de con A (Ejercicio 8) se ve que 


A X adj A = 


det A 0 
0 det A 


0 

0 

det A 


= (detA)I. 


EJEMPLO 3 Sea 


A = 


i o -n 

ii -i 
1 2 1 


Calcular adj A y verificar directamente las igualdades (4) y (5). 

SOLUCION. 


adj A = C r = 


3 

-2 

r 


3 

-2 

f 

-2 

2 

-2 

= 

-2 

2 

0 

. 1 

0 

1 J 


. L 

-2 

1 J 


de modo que 


adj AX A = 


A x adj A = 


3 

-2 

f 

i 

0 

-i 


'2 

0 

0 


-2 

2 

0 

i 

1 

-i 

= 

0 

2 

0 

= 21 

1 

-2 

1, 

,i 

2 

i. 


.0 

0 

2. 


1 0 

- 1 

r 

3 

-2 

r 


2 

0 

O' 


1 1 

-1 

- 

-2 

2 

0 

= 

0 

2 

0 

= 21. 

.1 2 

1. 


1 

-2 

1. 


.0 

0 

2. 


- 2 + 

1 + 2 

= 

2. 

Por tanto. 







adj A X A = A X adj A = (det A)I. 
Ahora es posible retomar el sistema de ecuaciones 


Ax = b, A = 

c ii • 

•• a ln 

, X = 

■jcr 

, b = 



°n\ ■ 

•• a nn 




. b ». 


(5) 


( 6 ) 


Si A fuera un numero diferente de cero en vez de una matriz, se dividirfan ambos 
miembros de (6) entre A para obtener x = b/A. Por supuesto que esta expresion no 
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tiene sentido si A es una matriz. Sin embargo, hay una manera de obtener la solution 
x = b/A que se generaliza al caso cuando A es una matriz de n x n. De hecho, si el 
mimero A fuera diferente de cero, entonces seria posible multiplicar ambos lados de 
(6) por el numero A -1 a fin de obtener 

A“ 1 Ax = x = A _l b. 

Ahora bien, si puede definirse A“ l como una matriz de n x n cuando A es una 
matriz de n x n, entonces la expresion A _1 b tendria cabal sentido. Esto Ileva a for- 
mular las dos preguntas siguientes. 

Pregunta 1: Dada una matriz A de n x n, ^existira otra matriz de n x n, a la cual 
se le llamara A~\ con la propiedad de que 

A“ l A = AA" 1 =1? 

Pregunta 2: Si A' 1 existe, <,se podra garantizar que es unica? Es decir, ^es posible que 
existan dos matrices diferentes B y C con la propiedad de que 

BA = AB = I y CA = AC = I? 

En los Teoremas 7 y 8 se dan las respuestas a estas preguntas. 

TEOREMA 7. Una matriz A de n x n tiene a lo sumo una inversa. 

DEMOSTRAClON, Supongase que A tiene dos inversas diferentes. Entonces hay dos 
matrices distintas B y C con la propiedad de que 

AB = BA = I y AC = CA = I. 

Si se multiplican por B ambos lados de la ecuacion AC = I, se obtiene que 

BI = B(AC) = (BA)C = IC. 

Por lo tanto, B = C, lo cual es una contradiccion □ 


TEOREMA 8. A 1 existe si y solo si detA # 0, y en tal caso 


A 1 = -j — - adj A. 
detA J 


DEMOSTRACI6N. Supongase que detA # 0. Entonces es posible dividir entre detA 
ambos miembros de las igualdades (4) y (5) para obtener que 


adj A 
detA 


X A = I= — A X adj A = A X 
detA 


adj A 
detA ' 


Por lo tanto, A~ ! = adjA/detA. 

Recfprocamente, supongase que A" 1 existe. Al aplicar determinantes en ambos la- 
dos de la ecuacion A~ l A = I y utilizando la Propiedad 8, se obtiene 


(det A~*)detA = detI= 1. 


Y esta ecuacidn implica que detA es diferente de cero. 
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Por ultimo, supongase que det A # 0. Entonces A 1 existe, y multiplicando ambos lados 
de (6) por esta matriz, 

A _1 Ax = Ix = x = A” ! b. 

Por lo tanto, si existe una solucion, debe ser A _1 b. Mas aun, este vector es una solu- 
tion de (6), ya que 

A(A- 1 b) = AA 1 b = Ib = b. 

Asi pues, la ecuacion (6) tiene una solucion unica x = A _1 b si det A ^ 0. 
EJEMPLO 4 Hallar las soluciones de la ecuacion 


i i r 


o' 


X \ ' 

2-2 2 

x = 

0 

, X = 

X 2 

3 3-3 


0 


1*3 J 


Solucion. 



i 

1 

1' 


i 

i 

f 

det 

2 

-2 

2 

II 

0 

-4 

0 


3 

3 

-3, 


0 

0 

-6j 


= 24. 


Por lo tanto, la ecuacion (8) tiene la solucion unica x. Pero 


x = 


es obviamente una solucion. Por lo tanto, 


( 8 ) 


X — 


Es la unica solucion de (8). 


OBSERVACI6N 1 . Con frecuencia, es muy laborioso calcular la inversa de una matriz 
A de n x n a partir de la ecuacion (7). Esto es cierto en particular si n < 4. La alterna- 
tiva mucho mas eficiente es calcular A -1 , por medio de “operaciones elementales de 
renglones”. 

DEFINICION. Una operation elemental de renglones en una matriz A es uno 

de los procesos siguientes: 

(i) el intercambio de dos renglones, 

(ii) la multiplication de un renglon por un numero diferente de cero, o 

(iii) la suma de un multiple de un renglon a otro. 

Es posible mostrar que cualquier matriz A, con det A ^ 0, puede ser transformada 
en la de identidad I mediante la aplicacion sucesiva de dichas operaciones. Mas aun, 
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si la misma sucesion de operaciones se aplica a I, entonces se transforma en A '.El 
metodo se ilustrara en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 5 Encontrar la inversa de la matriz 

' 1 0 - f 

A= 1 1 -1 . 

1 1 2 1. 

SOLUCION. La matriz A puede transformarse en I por medio de la siguiente sucesion 
de operaciones elementales de renglones. El resultado, despues de cada paso, aparece 
abajo de la operation realizada. 

(a) Para obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal de la primera columna, 
se resta el primer renglon tanto del segundo como del tercero. 

i o -f 
0 1 0 
.0 2 2 . 

(b) Para obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal de la segunda columna 
se suma (-2) veces el segundo renglon al tercero. 

i o -r 

0 1 0 

.0 0 2. 

(c) Para obtener un 1 en la position diagonal de la tercera columna, se multiplica el 
tercer renglon por Vi. 

I 0 -1 

0 1 0 

0 0 1. 

(d) Por ultimo para obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal en la tercera 
columna, se suma el tercer renglon al primero 

1 0 O' 

0 1 0 
.0 0 1. 

Si se realiza la misma sucesion de operaciones elementales de renglones sobre I, se obtiene 
la siguiente sucesion de matrices 


1 

0 

o' 

1 

0 

0] [ 1 

0 

o' 

0 

1 

0 , 

-1 

1 

0 , -1 

1 

0 

.0 

0 

1. 

. -1 

0 

i J L i 

-2 

1. 


1 0 

-1 1 

\ "I 

La ultima de estas matrices es A -1 . 




3.6 • Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales 


315 


EJERCICIOS 


En cada uno de los Problemas del 1 al 4, calcule AB y BA para las matrices dadas A y B. 


/ 3 2 0 

1. A = I 1 11 

\2 6 0 

/ 1 0 1 
3. A- 1 1 0 

\0 1 1 


-10 9 

2 1 -1 
0 6 2 


0 1 1 
1 1 0 
1 0 1 


2A -(! .)• Hi ?) 


4. A = 


1111 

1111 

1111’ 

1111 


2 2 2 2 

3 3 3 3 

4 4 4 4 . 


5. Demuestre que I A = A para cualquier matriz A. 

6. Demuestre que dos matrices diagonales cualesquiera A y B se conmutan , es decir, 
AB = BA si A y B son matrices diagonales. 

7. Suponga que AD = DA para cualquier matriz A. Pruebe que D es un multiplo 
de la matriz identidad. 

8. Demuestre que A x adjA = detA x I. 

En cada uno de los Problemas del 9 al 14 halle la inversa de la matriz dada, si existe. 


-2 3 2 

6 0 3 

4 1 - 1 


(1 2 

12. 3 1 


15. Sea 


Demuestre que 


si detA ¥= 0. 


cos# 0 -sen# 
0 1 0 
sen# 0 cos# 


/I 1 + / 1 - / 

13. 1 0 0 

\0 I 1 


/an *i2\ 

V a 2i 022 y 

( 022 012 \ 

A \ ”021 011/ 


1 -1 


16. Demuestre que (AB) 1 = B *A 1 si detA x detB ^ 0. 

Prueba en cada uno de los problemas del 17 al 20 que x = 0 es la unica solucion del 
sistema dado de ecuaciones. 


17. X| — x 2 ~ x } ~0 
3x { — x 2 + 2jc 3 = 0 
2jcj +2x 2 + 3x 3 ~0 

19. x j + 2 x 2 - x 3 =0 
2x,+ 3x 2 + x 3 - x 4 = 0 
- x i + 2x 3 + 2jc 4 = 0 

3a:| — x 2 + jc 3 + 3jc 4 = ! 0 


18. x, +2 jc 2 + 4x 3 — 0 
x 2 + x 3 = 0 

Xj+ x 2 + x 3 ~0 

20. x t + 2 x 2 — x 3 + 3jc 4 = 0 
2x|+ 3x 2 — jc 4 =0 

— Xi + x 2 + 2;t 3 -f x 4 = 0 

- x 2 + 2x 3 + 3x 4 = 0 



316 


CAPiTULO 3 • SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


3.7 Transformaciones lineales 


En la seccion anterior se trato el problema de resolver la ecuacion 


II 

< 

xT 

II 

3 

a u ... a ln ' 

, X = 


, b = 

V 


f*n\ • * ‘ n ^ 

! 



b ». 


(i) 


preguntandose si existfa la matriz A“ l . El estudio lievo a la conclusion de que la ecua- 
cion (1) tiene una solucion unica x = A _I b si det A ^ 0. Para determinar que ocurre 
cuando det A = 0 se analizara ahora, con otro enfoque, el problema de resolver la ecua- 
cion (1). De hecho, se estudiara el conjunto V de vectores que se obtienen al multiplicar 
por A cualquier vector de R", y se vera si b se encuentra en este conjunto. Obviamen- 
te, la ecuacion (1) tiene al menos una solucion x si, y solo si, b esta en V. Se iniciara 
con el siguiente lema que, aunque sencillo, es muy util. 


Lema i. Sea A una matriz de n x n con elementos a (J , y sea x un vector 
con componentes Xj , x 2 , . . . , x n . Denotese la columna j de A por 



Entonces 


Ax = x^a 1 4- x 2 a 2 + . . . 4- x n a n . 


Demostraci6n. Se mostrara que los vectores Ax y j^a 1 + ... + x n a n tienen los 
mismos componentes. Para ello, observese que (Ax)y, la componente j de Ax es aj\X\ + 

. . . + a jn x n , mientras que la componente j del vector x { z ] + ... + x n * n es 

x,aj + . . . + x„a; = x [ a jl + . . . + x„a jn = (Ax),, 

Por lo tanto, 

Ax = Xjtf 1 + x 2 a 2 + • • • + x n a n □ 

Ahora denotese por V al conjunto de vectores que se obtiene al multiplicar cada 
uno de los vectores XcR" por la matriz A. Del Lema 1 se sigue inmediatamente que 
V es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores a ! , a 2 , . . . , a", es 
decir, V es generado por las columnas de A. Por lo tanto, la ecuacion Ax = b tiene 
una solucion si, y solo si, b es una combinacion lineal de las columnas de A. Con la 
ayuda de esta observacion puede demostrarse ahora el siguiente teorema. 

TEOREMA 9. (a) La ecuacion Ax = b tiene una solucion unica si las co- 
lumnas de A son linealmente independientes . 

(b) La ecuacion Ax = b no tiene solucion , o bien tiene un numero inf ini- 
to de soluciones si las columnas de A son linealmente dependientes. 





3.7 • Transformaciones lineales 


347 


DEMOSTRACION. (a) Supongase que las coiumnas de A son linealmente indepen- 
dientes. Entonces a 1 , a 2 , . . . , a" forman una base para R n . En particular cualquier vec- 
tor b puede escribirse como combination lineal de a 1 , a 2 , . . . , a". En consecuencia, la 
Ecuacion (1) tiene al menos una solucion. Para demostrar exactamente esto ultimo, se 
hara ver que cualesquiera dos soluciones 



deben ser iguales. Para ello, observese que si x y y son dos soluciones de (1), entonces 

A(x — y) = Ax — Ay = b- b = 0. 

Por lo tanto, por el Lema 1, 

(^|->’!) a, + (- ,c 2 -> ; 2 )a 2 + ■■■+(x n -y n )^ n = 0. (2) 

Pero esto implica que x { = y t , x 2 = /h> • • • . y x„ = y„, ya que a 1 , a 2 , .... a" son 
linealmente independientes. En consecuencia se tiene x = y. 

(b) Si las coiumnas de A son linealmente dependientes, entonces puede elegirse un 
subconjunto a 1 , a 2 , . . . , a” de vectores linealmente dependientes que tambien generen 
a V (Ejercicio 12 de la Section 3.3). Segun esto, se tiene entonces que la dimension del 
espacio V es a lo sumo n - 1. En otras palabras, el espacio V es diferente de R" y mas 
pequena que el. Por lo tanto, hay vectores en R" que no estan en V. Si b es uno de 
estos vectores, entonces obviamente la ecuacion Ax = b no tiene solucion. Por otro 
lado, si b esta en V, es decir, si existe al menos un vector x* tal que Ax* = b, entonces 
la Ecuacion (1) tiene un numero infinito de soluciones. Para demostrarlo, observese 
primero que ciertamente x = x* es una solucion de (1). Ademas notese que si A£ = 
0 para algun vector $ en R", entonces x = x* + $ tambien es una solucion de (1), ya 
que 

A(x*+£) = Ax* + A£=b + 0 = b. 


Por ultimo, hay que observar que existen numeros c lf c 2 , . . ., c n , no todos igua- 
les a cero, y que c { a 1 + c 2 a 2 + . . . -h c n a" = 0. Por lo tanto, por el Lema 1 se tiene 
que A£ = 0, donde 


fM 




Pero si A£ es igual a cero, entonces A (a£) tambien es nulo para cualquier constan- 
te a. Asi pues, hay una infinidad de vectores $ con la propiedad de que A£ = 0. Por 
lo tanto, la ecuacion Ax = b tiene un numero infinito de soluciones. □ 
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EJEMPLO 1 (a) iPara que vectores de la forma 

V 

b= b 2 

A 

es posible reolver la siguiente ecuacion? 

1 12 ' 

Ax= 1 0 1 x = b? 

.2 1 3. 

(b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 


1 1 

2' 


roi 

1 0 

1 

X = 

0 

2 1 

3. 


LoJ 


(c) Hallar todas las soluciones de la ecuacion 


i 

1 

2 


r 

i 

0 

1 

X = 

0 

.2 

1 

3j 


j. 


SOLUCION. (a) Las columnas de la matriz A son 

rn rn ( 2 ' 

a 1 = 1 , a 2 = 0 y a 3 = 1 . 

.2 J 1 J 13. 

Notese que a 1 y a 2 son linealmente independientes, mientras que a 3 es la suma de a 1 
y a 2 . Por lo tanto, es posible resolver la ecuacion Ax = b si y solo si 

'n rn [ c i + c z' 

b = c, 1 +c 2 0 = c > 

2] [lj [2 c, + c 2 

para algun par de constantes c, y c 2 . De igual manera (Ejercicio 25) si b 2 = b\ + b 2 - 
b\ + b 2 . 

(b) Considerense las tres ecuaciones siguientes: 

*1 +x 2 + 2x 3 = 0 
+ x 3 = 0 
2xj + x 2 + 3 x 3 = 0. 

Hay que notar que la tercera ecuacion es la suma de las primeras dos. Por lo tanto, 
basta considerar solamente las primeras dos ecuaciones. La segunda implica que = 
—x } . A1 sustituir este valor de x x en la primera ecuacion se obtiene que x 2 = -x 2 . Por 
lo tanto, todas las soluciones de la ecuacion Ax = 0 son de la forma 

-r 

x=c -1 . 

1 
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(c) Primero observese que 


x 1 


O' 

1 

OJ 


es una solution de la ecuacion. Sea x 2 cualquier otra solution de la ecuacion. Se dedu- 
ce de inmediato que x 2 = x 1 + £ , donde £ es una solution de la ecuacion homogenea 
Ax = 0. Mas aun, la suma de cualquier solution de la ecuacion no homogenea 



UJ 


con una solution de la ecuacion homogenea, es a su vez solution de la ecuacion no homo- 
genea. Por lo tanto, cualquier solution de la ecuacion 


es de la forma 


n 


Ax = 


0 


u 



r °l 


-f 

X = 

1 

4* c 

- 1 


,0j 


. i. 


El Teorema 9 es muy util ya que establece condiciones necesarias y suficientes para 
que la ecuacion Ax - b tenga solution unica. Sin embargo, con frecuencia es dificil 
aplicar el Teorema 9, ya que es dificil determinar si n vectores son linealmente depen- 
dientes o independientes. Por fortuna se puede relacionar la pregunta de si las colum- 
nas de A son linealmente dependientes o independientes, con el problema mas sencilio 
de ver si el determinante de A es cero o no. Hay varias maneras de hacerlo. En esta 
section se presenta un metodo mas complejo que utiliza el concepto de transformation 
lineal. 

DEFINICION. Una transformation lineal & de R” en R" es una funcion que 
asigna a cada vector x en R" un nuevo vector llamado & (x) = &(x\, . . . , x n ). 

Mas aun, la asociacion cumple las siguientes reglas: 

«(cx)-cfi(x) (0 


y 

&(x + y) = #(x) + £(y). 


(ii) 


EJEMPLO 2 La transformation 
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es claramente una transformacion lineal R" en R", ya que 


y 


dE(cx) = cx = cfi(x) 


62(x + y) = x + y= <$(x) + £2(y). 


EJEMPLO 3 La transformacion 





' X\ + x 2 + x 3 ' 

X = 

x 2 


X, +X 2 — x 3 


X l. 


*1 


es una transformacion lineal de R 3 en R 3 , ya que 


1 

ex, 4- cx 2 4 cx 3 " 


r x j 4 x 2 4 x 3 ' 

II 

cx { 4- cx 2 — cx 3 

— c 

X, +x 2 -x 3 

1 

cx \ 


*1 


y 


«(*+y) 


(*■ +>’i) + + y 2 ) + (*3 +^ 3 ) 

(-*1 +y\) + ( x 2 + y 2 ) ~ ( x 3 +V3) 

x i+y\ 



'Xj4x 2 4x 3 ^ 


' y\ + y 2 + y3~ 

= 

x, 4x 2 — x 3 

4 

y\+y 2 -y3 


. *» 


y 1 


= ff(x) + «(y). 


EJEMPLO 4 Sea & el punto que se obtiene de x = („Vj, x 2 ) al girarlo 30° en direc- 
tion contraria a las manecillas del reloj.. La intuicion indica que cualquier rotation es 
una transformacion lineal. Sin embargo, si el lector aun no se convence de ello, calcule 


&(x„x 2 ) 


{ V3 x, - |.x 2 

j V3 x 2 


y verifique entonces directamente que <2 es una transformacion lineal de R : en R 2 . 


EJEMPLO 5 La transformacion 


x = 



es de R 2 en R 2 , pero no es lineal, pues 

®(2x) = £B(2x„ 2x 2 ) = | 4jc 2 | 4x 2 j *2fl(x). 


Ahora bien, toda matriz Aden x n define de manera natural una transformacion 
lineal de R" en R". De hecho, considerese la transformacion de R n en R" definida por 

x-*#(x) = Ax. 
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En la Seccion 3.1 se mostro que A(cx) = cAx y A(x + y) = Ax + Ay. Por lo tanto, 
la asociacion x — fi (x) = Ax es lineal. Reciprocamente, cualquier transformacion lineal 
fi de R" en R n debe ser de la forma fi(x) = Ax para alguna matriz A. Eso constituye 
el contenido del siguiente teorema: 

TEOREMA 10. Cualquier transformacion lineal & (x) de R w en R n de- 
be ser de la forma &, (x) = Ax. En otras palabras , dada cualquier transforma- 
cion lineal & de R" en R", es posible encontrar una matriz A de n x n, tal 
que 

fi(x)« Ax 

para tod a x. 


DEMOSTRACION. Denotese por e y al vector cuya componente j es uno y cuyas demas 
componentes son iguales a cero, y tomese 


se afirma que 


para toda 


a 7 '=fi(e y ). 

fi(x) = Ax, A = (a l ,a 2 ,...,a' 1 ) 


( 3 ) 



en R”. Para demostrarlo, observese que cualquier vector x puede escribirse en la for- 
ma x = + ... + x„e n . Por lo tanto, por la linealidad defi.se tiene que 

fi(x) = fi(x,e'+ ... +x„e' , ) = .x,fi(e')+ ... + .\-„fi(e'’) 

= x,a l + ... +x„a , ' = Ax. □ 


OBSERVACION 1. La manera mas sencilla de evaluar una transformacion lineal & 
es calcular a 1 = ^(e 1 ), . . a" = & (e") y despues observar que, segun el Teorema 
10 y el Lema 1, &(x) = Ax, donde A = (a ! , a 2 , . . a' 7 ). A si pues, para evaluar la 
transformacion lineal del Ejemplo 4, se observa que, en una rotation de 30° en sentido 
contrario al del reioj, el punto (1, 0) se transforma en el punto (j V3 , }), y el punto 
(0, 1) en el punto ). De modo que cualquier punto x = , „v : ) se trans- 

forma en el punto 


iV3 -i ' 



|V3 x,- jx 2 

A 1V3. 

X 

K> 


3.x, + iV3 x 2 


OBSERVACI&N 2. Si & y ® son transformaciones lineales de R" en R", entonces la 
composition & 0 ® definida por la relation 


fio®( X )«g(a( X )) 
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es de nuevo una transformation lineal de R" en R". Para demostrarlo, observese que 


ft « » (ex) - ft (ft (cx)) = ft (c * (x)) = eft (» (x» 

= eft ° ®(x) 

y 

ft » ®(x + y) = ft(&(x + y)) = ft(&(x) + ®(y)) 

= ft(® (x)) + S(® (y» = ft o ® (x) + ft . ® (y). 

Mas aun, es muy facil mostrar (Ejercicio 15) que si ft(x) = Ax y ®(x) = Bx, 
entonces 

ft ° ®(x) = ABx. (4) 


De manera similar, si ft , ® y S son tres transformaciones lineales de R" en R" 
con ft (x) = Ax, Q (x) = Bx y ® (x) = Cx, entonces 

(ft °«)°ft(x) = (AB)Cx (5) 


y 

°e)(x) = A(BC)x. (6) 

Ahora bien, claramente se cumple que (®<>®) o 6(x)= )(x). Por lo 

tanto, se tiene que 

(AB)Cx = A(BC)x 

para cualquier vector x en R". Esto implica que (Ejercicio 14) 


(AB)C = A(BC) 


para cualesquiera tres matrices A, B y C de n x n. 


En la mayoria de las aplicaciones es deseable, y muchas veces esencial, que exista 
la inversa de una transformation lineal. La interpretation heuristica es que la inversa 
de una transformation & deshace lo efectuado por S. . Es decir, si & (x) = y, entonces 
la transformation inversa aplicada a y debe producir x. Dicho con mas precision, se 
define <£ -l (y) como el unico elemento x en R" para el cual & (x) = y. Por supuesto, 
que la transformation ft' 1 puede no existir. Es posible que haya algunos vectores y 
con la propiedad de que y * ft (x) para toda x en R". O bien, puede haber algunos 
vectores y que provienen de mas de una x, es decir, ft (x 1 ) = y y ft (x 2 ) = y. En am- 
bos casos, la transformation ft no tiene inversa. De hecho, es claro que ft tiene una 
inversa, a la cual se le llamara ft' 1 si y solo si la ecuacion ft (x) = y tiene una solu- 
tion unica x para toda y e R". Ademas es claro que si ft es una transformation lineal 
y ft' 1 existe, entonces ft' 1 tambien debe ser lineal. Para demostrarlo, observese pri- 
mero que ft -l (cy) = cft -, (y), ya que ft(cx) = cy si ft(x) = y. Adviertase tambien 
que ft '‘(y 1 + y 2 ) = ft'^y 1 ) + ft''(y 2 ), ya que ft (x 1 + x 2 ) = y 1 + y 2 si 
ft (x 1 ) = y 1 y ft (x 2 ) = y 2 . Asi pues en caso de que ft -1 exista, debe ser lineal. 

En este momento el lector sentira que hay una conexion estrecha entre la transfor- 
mation lineal ft' 1 y la matriz A” 1 . Eso es el contenido del siguiente lema. 
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LEMA 2. Sea A una matriz de n x n y sea & una transformation lineal de- 
finida por la ecuacion &(x) - Ax. Entonces & tiene una inversa si, y solo si, 
la matriz A tiene una inversa. Mas aim, si A -1 existe, entonces 6E' l (x) = 
A _l x. 

DEMOSTRACION. Supongase que 6E -1 existe. Es ciaro que 

o£(x) = x (7) 

y que es lineal. Ademas, existe una matriz B con la propiedad de que fi _1 (x) = 
Bx. Por lo tanto, se tiene a partir de (4) y (7) que 

ABx == BAx = x 

para toda x en R*. Y esto implica de inmediato que (Ejercicio 14) 

AB — BA = I. 

Por lo tanto, B = A -1 

Redprocamente, supongase ahora que A“ l existe. Entonces la ecuacion 


f2(x) = Ax = y 


tiene una solucion unica x = A l y para toda y en R". Asi pues, A 1 tambien existe. 

g _, (x) = A -, x. ^ 

Ahora ya hay condiciones para relacionar el problema de determinar si las colum- 
nas de una matriz A de n x n son linealmente dependiente o independientes, con el 
problema mucho mas sencillo de ver si el determinante de A es igual o diferente de cero. 

LEMA 3. Las columnas de una matriz Ade n x n son linealmente indepen- 
dientes si y solo si, det A # 0. 

DemostraciGn. Se probara el Lema 3 con ayuda del siguiente argumento que, aun- 
que complejo, es muy ingenioso. 

(1) Las columnas de A son linealmente independientes si y solo si la ecuacion Ax = b 
tiene solucion unica x para toda b en R". Lo establecido es solo una reformulacion 
del Teorema 9. 

(2) De acuerdo con las observaciones que precedieron al Lema 2, se concluye que la 
ecuacion Ax = b tiene solucion unica para toda b si y solo si la transformacion 
lineal & (x) = Ax tiene una inversa. 

(3) Segun el Lema 2, la transformacion lineal & tiene una inversa si, y solo si existe 
la matriz A” 1 . 

(4) Por ultimo, la matriz A” 1 existe si y s6io si det A ^ 0. Esto es el contenido del Teo- 

rema 8, de la Seccion 3.6. Por lo tanto, se concluye que las columnas de A son lineal- 
mente independientes si y solo si det A #0. □ 

Los resultados de esta seccion se resumen en el siguiente teorema. 
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Teorema 11. La ecuacion Ax = b tiene solution unica x = A 1 b si 
det A # 0 .La ecuacion Ax = b no tiene solution, o bien tiene un numero infi- 
nito de soluciones si det A = 0. 

Demostracion. El Teorema 1 1 se sigue inmediatamente despues del Teorema 9 y 
el Lema 3. □ 

COROLARIO. La solution Ax = 0 tiene una solution no trivial fes clecir, 
una solution 

w *\ 
x= * 

X n 

donde no todas las x, son iguales a cero) si y solo si , det A = 0. 

Demostracion. Observese que 

' 0 
x = * 

0 

siempre es una solucion de la ecuacion Ax = 0. Por Io tanto, es la unica solucion si 
det A # 0. Por otro lado, si det A = 0, entonces existe un numero infinito de solucio- 
nes y todas, excepto una de ellas son no triviales. D 

EJEMPLO 6 i,Para que valores de X tiene una solucion no trivial la siguiente ecuacion? 

I \ V 

1 0 1 X=0 

.1 1 1. 

Solucion. 

i \ y 

det 1 0 1 =A + A- 1 — A = A— 1. 

.1 1 1. 

Por lo tanto, la ecuacion 

1 A A' 

1 0 1 x=0 

11 1 lj 

tiene una solucion no trivial si, y solo si, X = 1. 

OBSERVACION 1. Todo lo que se ha dicho acerca de la ecuacion Ax = b se aplica 
de igual manera cuando los elementos de A y las componentes de x y b son numeros 
complejos. En tal caso se interpreta a x y a b como vectores en C n y la matriz A se 
interpreta como una transformacion lineal de C" sobre si mismo. 

OBSERVACION 2. Supongase que se desea determinar n numeros x x , x 2 * • .v H . 



3.7 • Transformaciones lineales 


325 


La idea intuitiva es que se necesitan n ecuaciones que se satisfagan para dichas incogni- 
tas. Ciertamente ese es el caso si se tienen n ecuaciones lineales de la forma 

a j\X { + a j2 x 2 +...+ a jn x„ = bj, j=\,2,...,n (9) 

y detA # 0, donde 

A = 


Por otro lado, la intuicion pareceria fallar cuando det A = 0. Sin embargo, no es 
asi. De hecho, si det A = 0, entonces las columnas de A son linealmente dependientes. 
Pero entonces las columnas de A r , que son los renglones de A, tambien son linealmente 
dependientes, pues det A r = det A. En consecuencia, alguno de los renglones de A es 
una combinacion lineal de los renglones restantes. Ahora bien, ello implica que el pri- 
mer miembro de alguna de las ecuaciones de (9), es una combinacion lineal de los res- 
tantes primeros miembros. Llamese k a la posicion de dicha ecuacion. Obviamente, la 
ecuacion Ax = b no tiene solucion si b k no es exactamente la misma combinacion lineal 
de b\ , . . . , b k ~ \ , b k + \ , . . . , b n . Por ejemplo, el sistema de ecuaciones 

x { — x 2 + jc 3 =1 

x, + x 2 + x 3 =\ 

2xj +2 x 3 = 3 

obviamente no tiene soluciones. Por otro lado, si b k es la misma combinacion lineal 
de b[ , . . . , b k ~ i , b k+ j , . . . , b n , entonces ia ecuacion k es redundance. En tal caso, se 
tienen entonces solamente n - 1 ecuaciones para las n incognitas X\ 9 x 2 , . . ., x n . 

Observacion 3. Una vez que se ha introducido el concepto de transformacion li- 
neal, ya no es necesario considerar una matriz de n x n como un arregio bidimensio- 
nal de numeros. Mas bien, puede pensarse ahora en una matriz A de n x n que induce 
una transformacion lineal & (x) = Ax en R". La ventaja de este enfoque es que es po- 
sible deducir algunas propiedades de la matriz A, al encontrar las propiedades equiva- 
lentes de la transformacion lineal (2. Por ejemplo, se demostro que (AB)C = A(BC) 
para cualesquiera tres matrices A, B, C de n x n viendo que las transformaciones line- 
ales inducidas &> 6 satisfacen la relacion ((2o$)o Q = ® ° ( & ° 6). Ahora 

bien, es posible demostrar el mismo resultado directamente, pero ello requiere de mu- 
cho mas trabajo (Ejercicio 24). 



EJERCICIOS 


En cada uno de los Problemas del l al 3, halle todos los vectores b para los cuales el 
sistema dado de ecuaciones tiene una solucion. 





4 

-1 

2 


ir 


1. 


3 -1 1\ 

I 1 I x=b 
5 1 3/ 


2 . 


3. 
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En cada uno de los Problemas del 4 al 9, encuentre. todas las soluciones del sistema 
dado de ecuaciones. 


1 2 - 3 ' 

4 . | 2 3 -1 |x = 0 

1 3 10 ) 


6 . 


8 . 


1 

-1 


1 - 


1 

1 

1 

-1 


3 

-1 

0 

6 


[-3 -2 l]x = 

\ 6 8 2 / 


/ 2 

-1 



x = 0 7 . -5 

3 

l X = 

2 

l-l 

1 

-1/ \ 

1 3 / 



/i 

1 

,\ n\ 

x = 0 

9. 1 

-1 

1 x- 1 J 


ll 

1 

-1/ V 1 / 


En cada uno de los Problemas del 10 al 12, determine todos los valores de X para los 
cuales el sistema de ecuaciones dado tiene una solucion no trivial. 


10 . 


12 . 


X 1 3 ' 

1 X 3 |x = 0 
- 1 3 X > 


11 . 


X 1 
X X 
0 1 
-1 1 


x = 0 


X - 
2 
3 


-1 - 1 \ 

-1 0 U = 0. 

X 5 / 


13. (a) ^Para que valores de X tiene solucion el siguiente sistema de ecuaciones? 


-2 -4 - 

1 -1 
4 2 


— 5 \ /X\ 

-\ x- 1 
3 / \ 3 / 


(b) Encuentre todas las soluciones para dicho valor X. 

14. Suponga que Ax = Bx para todo vector 


x = 


Demuestre que A = B. 

15. Sean 4 y9 dos transformaciones lineales de R" en R n . Entonces existen matrices 
A y B de n x n , tales que ft (x) = Ax y $ (x) = Bx. Demuestre que ft ° $ (x) = 
ABx. Observation: ft o $ es una transformacion lineal de R" en R\ Por lo tan- 
to, existe una matriz C d e/i x n t al que ft <> ® (x) = Cx. La columnay de C es 
ft o ® (e y ). Demuestre entonces que ft ° ® (e y ) es la columnay de la matriz AB. 

16. Sea ft una transformacion lineal de R" en R". Demuestre que ft (0) = 0. 

17. Sea SI (0) la transformacion lineal que rota los puntos del piano en un angulo 6 
en direccidn contraria a las manecillas del reloj. Demuestre que 


-3K2)- 
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18. Sea 91 , y QL 2 las transformaciones lineales que rotan los puntos del piano en angu- 
los #, y 0 2 , respectivamente. Entonces la transformacion lineal 91 3 = 91, o 
rota los puntos del piano en un angulo 0, + 0 2 (en direction contraria a las mane- 
cillas del reloj). Usando el Ejercicio 15, pruebe que 


/ cos(#, + # 2 ) 

-sen(0, + 0 2 )\ 

/cos#, -sen#, 

( cos # 2 

- sen# 2 \ 

\ sen(0| + e 2 ) 

cos(0, + 0 2 ) / 

(sen#, cos #, ) 

'( sen # 2 

cos # 2 ) 


y con elio, deduzca las siguientes igualdades trigonometricas. 

sen(#, + $ 2 ) = sen#, cos# 2 + cos #, sen# 2 
cos(#,.4- 9 2 ) = cos#, cos # 2 - sen#, sen # 2 . 


19. Sea 




X, + X 2 
Xi-X 2 


) 


(a) Verifique que & es lineal. 

(b) Demuestre que todos los puntos (jq , x 2 ) en la circunferencia unitaria x] + 
x\ = 1 son transformados en puntos en la circunferencia x\ + x\ = 2. 


20. Sea V el espacio de todos los polinomios de grado menor que o igual a 3, defina 
(Dp)(t) = dp(t)/dt. 

(a) Demuestre que D es una transformacion lineal de V en V. 

(b) Demuestre que D no tiene inversa. 

21. Sea V el espacio de todas las funciones continuas /(/), < t < oo, y defina 

(Af/)(0 = j‘f(s)ds. 

(a) Pruebe que K es una transformacion lineal de V en V. 

(b) Pruebe que ( DK)f = / donde Df - /'. 

(c) Sea f(t) una funcion derivable. Demuestre que 

[(KD )/](/) =/(0~/(0). 


22. Se dice que una transformacion lineal & es 1 a 1 si £(x) f & (y) siempre que x # y. 
En otras palabras, no es posible que dos vectores diferentes se transformen en el 
mismobajo &. Demuestre que & es 1 a 1 siysolo^i g(x) = Oimplicaquex = 0. 

23. Se dice que una transformacion lineal es suprayectiva si la ecuacion ft (x) = y tie- 
ne al menos una solucion para toda y en R". Demuestre que ft es suprayectiva si 
y solo si ft es 1 a 1 . Sugerencia: Muestre primero que ft es suprayectiva si y solo 
si los vectores ft (e 1 ), . . ft(e") son linealmente independientes. Use entonces el 
Lema 1 para hacer ver que si ft(e ! ), . . ft(e n ) son linealmente dependientes, 
entonces es posible encontrar una solucion diferente de cero de la ecuacion ft (x) = 
0. Por ultimo, pruebe que ft (e 1 ), ...» ft(e n ) son linealmente dependientes si la 
ecuacion ft(x) = 0 tiene solucion diferente de cero. 

24. Demuestre directamente que (AB)C = A(BC). Sugerencia: Pruebe que las dos matri- 
ces tienen los mismos elementos. 
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25. Demuestre que 


b = 


'by 

b 2 

h 


-c, I I 

a 


+ c 2 \ 0 
1 


si y solo si = by + b 2 - 


3.8 Metodo de valores y vectores 

CARACTERISTICOS PARA OBTENER SOIUCIONES 


Considerese nuevamente la ecuacion diferencial lineal homogenea de primer orden 





' a n 

••• 

x = Ax, x = 

,-v 

, A = 


* * ‘ ^ nn 


El objetivo es encontrar n soluciones linealmente independientes x l (r)> . . . , \ n (t). 
Recordando que tanto la ecuacion escalar lineal homogenea de primer orden como la 
de segundo orden tienen funciones exponenciales como soluciones, se sugiere intentar 
x(0 = e x 'v, con v un vector constante, como solucion de (1). Para ello, observese que 


^re Xt \ — \e Xt \ 
dt 


y 


A(e Xi y) ss e Xt Av. 


Por lo tanto, \(t) - e Xt \ es una solucion de (1) si y solo si \e Xt \ = e X/ Av. A1 divi- 
dir ambos lados de la ecuacion entre e Xt se obtiene 


Av = \v. (2) 

Asi pues, \(t) = e X/ v es una solucion de (1) si y solo si X y v satisfacen (2). 

DEFINICION. Un vector v diferente de cero que satisface (2) se denomina 
un vector caracteristico (o eigenvector) de A con valor caracteristico (o eigen- 
valor) X.* 


ObservaciGn. Se excluye al vector v = 0 debido a que no interesa. Obviamente, 
se cumple que AO = X * 0 para cualquier numero X. 


Un vector caracteristico o eigenvector de una matriz A es un vector muy especial; 
bajo la transformacion lineal x Ax, dicho vector convierte en un multiplo X de el 


• <N. del R.) Es usual en ingles y en espaftol servirse de los terminos hibridos eigenvector y eigenvalue , o eigenvector 
y eigenvalor , donde interviene como prefijo el termino eigen del aleman ( = propio o caracteristico). Las palabras alemanas 
para los conceptos matematicos son Eigenvektor y Eigenwert , respectivamente. 
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mismo. Los vectores que son transformados en multiplos de si mismos desempenan un 
papel importante en muchas aplicaciones. Con objeto de encontrar tales vectores, se 
escribe la ecuacion (2) en la forma 

0 = Av - Av = ( A - AI)v. (3) 


La ecuacion (3) tiene una solucion v diferente de cero solamente si det(A - XI) = 
0. Por lo tanto, los valores caractensticos o eigenvalores X de A son las raices de la 
ecuacion 


0 = det(A-AI) = det 


a n -A 

a \2 

“u 

“21 

a 22 -\ . 

a 2n 

a n\ 

“„2 

.. a nn — \ 


y los vectores caractensticos de A son las soluciones diferentes de cero de las ecuaciones 
(A - XI)v = 0, para dichos valores X. 

El determinante de la matriz A - XI es claramente un polinomio de grado n en X, 
con termino de mayor potencia igual a Es frecuente llamarlo polinomio carac- 

teri'stico de A y denotarlo por p{\). Para cada rai'z X, de /?(X), es decir, para cada nume- 
ro \j tal que p(\j) = 0, existe al menos un vector \ j distinto de cero, tal que A\ J = 
X y v y . Ahora bien, todo polinomio de grado > 1 tiene al menos una raiz (posiblemente 
compleja). Por lo tanto, toda matriz tiene al menos un valor caracteristico, y en conse- 
cuencia, al menos un vector caracteristico. Por otro lado, p(\) tiene a lo mas n raices 
distintas. De modo que toda matriz de n x n tiene a lo sumo n valores caracteristicos. 
Observese, por ultimo, que toda matriz de n x n tiene cuando mucho n vectores carac- 
teristicos linealmente independientes, pues el espacio de todos los vectores 



tiene dimension n. 


Observacion. Sea v un vector caracteristico de A con valor caracteristico X. Obser- 
vese que 

A(cv) = cAv = cXv — A(cv) 

para cualquier constante c . Por lo tanto, cualquier multiplo (c ¥= 0) de un eigenvector 
de A es tambien un eigenvector de A, con el mismo valor caracteristico. 


Para cada eigenvector v y de A con valor caracteristico Ay, se tiene una solucion 
x'(f) = eVv 7 de (1). Si A tiene n vectores caracteristicos linealmente independientes 
v 1 , . . . , v " con valores caracteristicos X| , . . . , X„, respectivamente, (X ( , . . . , X* no tie- 
nen por que ser diferentes), entonces x j (t) = j = 1 , . . n son n soluciones 

linealmente independientes de (1). Esto se sigue inmediatamente del Teorema 6 de la 
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Section 3.4 y del hecho que x y (0) = v y . En tal caso, entonces toda solution x(t) de 
(1) es de la forma 

x(/) = q<? X, V + c 2 e Aj, v 2 + ...+c„<? A "V. (4) 

Esta formula se llama a veces la “solution general” de (1). 

El caso mds sencillo es cuando A tiene n valores caracteristicos reales y distintos 
X| , X 2 , . . . , \ n con vectores caracteristicos v 1 , v 2 , . . . , v n , respectivamente, ya que en 
tal caso se garantiza la independencia lineal de v 1 , v 2 , . . . , \ n . Tal es el contenido del 
Teorema 12. 

TEOREMA 12. Cualesquiera k vectores caracteristicos v 1 , . v* de A 
con valores caracteristicos diferentes \\ , . . . , X*, respectivamente, son lineal - 
mente independientes . 

DEMOSTRACI6N. La demostracion se hara por induction sobre k, el niimero de eigen- 
vectores. Notese que el teorema claramente es cierto para k = 1. Ahora supongase 
que el Teorema 1 es cierto para k - j. Es decir, que cualquier conjunto de j vectores 
caracteristicos de A con valores caracteristicos diferentes es linealmente independiente. 
Hay que demostrar entonces que cualquier conjunto de j + 1 eigenvectors de A con 
eigenvalores diferentes, es tambien linealmente independiente. Para ello, sean v 1 , ...» 
v y+1 j + 1 vectores caracteristicos de A con valores caracteristicos distintos \ [9 . . ., 
X 7 + j , respectivamente. Para determinar si estos vectores son linealmente dependientes 
o independientes, se considera la ecuacion 

c^ + cjv 2 * ... + c y+l v y+I -0. (5) 

A1 aplicar A a ambos lados de (5) se obtiene 

V,v'+A 2 c 2 v 2 + ... +X 7+l c >+l W +1 -0. (6) 

Asi pues, si se multiplican por Xj ambos lados de (5), y se resta de (6) la ecuacion re- 
sultante, se obtiene 

(^2“^i) c 2 y2+ + (\+i”^i) c y+i v/+l== ®* (7) 

Pero v 2 , . . ., v y>1 son j vectores caracteristicos de A con valores caracteristicos dis- 
tintos, X 2 , . .., Xy+j, respectivamente. Por hipdtesis de induction, los vectores son 
linealmente independientes. Por lo tanto, se tiene que 

(X 2 — X^Cj^O, (X 3 — X 1 )c 3 = 0, ..., y (Xy+i 

dado que Xi , X 2 , . . . , X y + \ son todos distintos, se concluye entonces que c 2 , c 3 , ...» 
c y + 1 son todos iguales a cero. La ecuacion (5) obliga entonces a que q sea nulo. Por 
lo tanto, v 1 , v 2 , . . . , v y + 1 son linealmente independientes. Se tiene entonces por induc- 
tion que todo conjunto de k vectores caracteristicos de A con valores caracteristicos 
distintos es linealmente independiente. □ 


ejemplo i Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 


x = 


1 

3 


U 


-1 41 

2 -1 
1 - 1 . 


x. 
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SOLUCION. El polinomio caracterfstico de la matriz 

1 -1 4 

A= 3 2-1 

2 1 - 1 . 

es 

1-X -1 4 

p (X) = det(A - XI) = det 3 2-X -1 

2 1 -1-X. 

= — (1 + X)(1 -X)(2-X) + 2 + 12 — 8(2-X) + (l -X)-3(l +X) 

= (l-X)(X-3)(X + 2). 

De modo que los valores caracteristicos de A son X, = 1, X 2 = 3 y X 3 = -2. 

(i) X| — 1. Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 

0 -1 4 ]f C| l f° 

(A — I)v = 3 1 -1 v 2 = 0 • 

.2 1 — 2 j t« 3 J 10. 

Esto implica que 

— c 2 + 4u 3 = 0, 3 o,+ v 2 — v 3 = 0 y 2v t + v 2 ~2v 3 = 0. 

A1 despejar v, y v 2 en terminos de v 3 en las primeras dos ecuaciones, se obtiene 
v, = — v 3 y v 2 = 4v 3 . Por lo tanto, cualquier vector 

-1 

v = c 4 
1. 

es un vector caracteristico de A con valor caracterfstico igual a 1. Por lo tanto, 

r-n 

ce' 4 
1. 

es una solucion de la ecuacion diferencial para cualquier constante c. Para simplificar, 
se toma 

-f 

x'(t) = e' 4 • 

1. 

(ii) X 2 = 3. Se busca un vector v, no nulo, tal que 

-2 -1 4l[ t, i 

(A — 3I)v= 3 -1 -1 v 2 

2 1 -4j[«3 

Esto implica que 

-2c,-o 2 + 4o3 = 0, 3 c,-o 2 -u 3 = 0 y 




332 CAPfTUlO 3 • SISTEMAS DE ECUACIONES D1FERENCIALES 

Despejando v { y v 2 en terminos de v 3 en las dos primeras ecuaciones, se obtiene 
v i = v 3 y v 2 = 2v 3 . Por io tamo, cualquier vector 

' r 

\-c 2 

es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 3. De modo que, 

r 

x\t) = e 3 ' 2 

. 1 . 

es una segunda solucion de la ecuacion diferencial 

(iii) \ 3 = -2. Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 

'3 -1 4lf<ril [O' 

(A-f 2I)v= 3 4 -1 ^2 = 0. 

2 i 1 J L u 3 J 10. 

Esto implica que 

3uj — tt 2 + 4t> 3 = 0, 3t>! +4u 2 — o 3 = 0 y 2v x 4* u 2 + u 3 = 0. 

Despejando V! y v 2 en terminos de v 3 , se obtiene Vj = -v 3 y v 2 = v 3 . Por Io tan- 
to, cualquier vector 

'-f 

v = c 1 
1 . 

es un eigenvector de A con eigenvalor -2. Por consiguiente, 

-f 

x 3 (/) = e~ 2 ' 1 

es una tercera solucion de la ecuacion diferencial. Las tres soluciones son linealmente 
independientes, ya que los valores caracteristicos de A son diferentes. Por lo tanto, toda 
solucion x(/) debe ser de la forma 

'-n fi] f-r 

x(/) = c,e' 4 + c 2 e 3t 2 + c 3 e 2t 1 

[ 1 J 11 J 11. 

— c j e 1 + c 2 e 3t — c 3 e ~ 2t 
= 4c l e‘ + 2c 2 e 3/ + c 3 e~ 2 * . 
c x e f + c 2 e 3t 4- c 3 e~ 2t 

QbservaciOn. Si X es un valor caracteristico de A, entonces las n ecuaciones 
a 7 i t 't + ... + (djj - \)Vj + ...+ a jn v n = 0, 


j= 1 



3.8 • Metodo de vaiores y vectores caractensticos 


333 


no son linealmente independientes, al menos una de eilas es una combination de las 
otras. Se tienen, por tanto, a lo sumo n - 1 ecuaciones linealmente independientes para 
las n incognitas v { , . . v n . Tal cosa implica que por lo menos una de las incognitas 
Vj, . . v n puede ser elegida arbitrariamente. 


EJEMPLO 2 Resolver el problema de valor inicial 



SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz 



es 

^(A) = det( 1 “ X i 1 _ 2 a ) = (1-X) 2 -36 = (X-7)(A + 5). 

Asi pues, los vaiores caractensticos de A son \ { = 7 y X 2 = -5. 

(i) Xj = 7. Se busca un vector v diferente de cero, tal que 



Esto implica que Vj = 2v 2 . Por lo tanto, cuaiquier vector 

.-c(2) 

Es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 7. Por consiguiente 

es una solution de la ecuacion diferencial. 

(ii) X 2 = -5. Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 

'iKy-(ji). 

Esto implica que v { = -2v 2 . De manera que 

(-?) 

es un eigenvector de A con eigenvalor -5, y 

*’(<>-*-“( -j) 


es una segunda solution de la ecuacion diferencial. Las dos soluciones son linealmente 
independientes, ya que los vaiores caractensticos de A son diferentes. Por lo tanto, x(r) = 
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Cj x 1 (() + c 2 x 2 (0- Las constantes q y c 2 se determinan a partir de las condiciones ini- 
ciales 

( 0 ) = c, x *(0) + c 2 x 2 (0) = ( ) + ( " ^ ). 

Asi pues, 2c, - 2c 2 = 0 y c, + c 2 = 1. La solucion a estas dos ecuaciones es c, = 
Vi y c 2 = Vi. Por lo tanto, 





r 7/ 


’■(')- Mi 

fK‘-( 

-?)■ 

e — e 

ie 7 '+ie" 5 ' 



2 

2 J 


EJEMPLO 3 Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 

11111 
2 2 2 2 2 

x = Ax = 3 3 3 3 3 x. 

4 4 4 4 4 

.5 5 5 5 5. 

SoluciOn. No es necesario calcular el polinomio caracteristico de A para encontrar 
los valores caracteristicos y los vectores caracterfsticos de A. De hecho, observese que 

1 
2 

(x, + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 ) 3 • 

4 

.5. 

Por lo tanto, cualquier vector x cuyas componentes sumen cero es un vector carac- 
teristico de A con valor caracteristico 0. En particular 

'1] 0] 0l O' 

0 1 , 0 0 
v'= 0 , v 2 = 0 , v 3 = 1 y v 4 = 0 

0 0 0 1 

[-lj l-lj l-lJ 

son cuatro eigenvectores de A, linealmente independientes, con eigenvalor cero. Mas 
aun, observese que 

1 

2 

v 5 = 3 
4 

.5. 

es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 15, ya que 


'll 

'll 

1 

2 

2 

2 

3 =(l + 2 + 3 + 4 + 5) 

3 =15 

3 

4 

4 

4 

.5 J 

5 J 

5 


X 2 

Ax = A *3 = 

*4 

*S 
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Es facil ver que los cinco vectores v 1 , v 2 , v 3 , v 4 y v 5 son linealmente independien- 
tes. Por lo tanto, toda solucion x(t) es de la forma 


x(r) = c, 


II 

0 

0 + c 2 
0 
-1 


0 

1 

0 +C 3 

0 

-1 


0 

0 

1 +^4 

0 
■1 


0 + c i e lil 3 


EJERCICIOS 

En cada uno de los Problemas del 1 al 6, encuentre todas las soluciones de la ecuacion 
diferencial dada. 


,.*-(< -\y 

l i). 

\4 2 3/ 


-7 0 6\ 

0 5 0 x 

6 0 2 / 


*•‘■(-4 5) x 


/ 7 -! 6\ 

4. x = -10 4 -12 )x 

\ -2 1 - 1 / 


6. x- l 


3 6 

9 18 


5 10 15 30 

7 14 21 42 


En cada uno de los Problemas del 7 al 12, resuelva el problema de valor inicial dado. 


*•*-(-2 ’“‘ Ms ) 

/i -i 0\ /-n 

9. x=* 1 2 1 )x, x(0>- -4 

\l 10 2/ \ 13/ 


/ 3 1 -2\ 

12.x- -1 2 lx, x(0)= 

4 1 -3/ 


13. (a) Demuestre que e H ‘ ,o) v, con t 0 constante, es una solucion de x = Ax si 
Av = Xv. 

(b) Resuelva el problema de valor inicial 


7.i-(* 

J)x, 

\4 

1/ 

/3 

1 

9. x- 1 

3 

\3 

3 

/I 

-3 

11. x- 0 

-1 

lo 

-1 


3 1 — 2\ 

-1 2 l x, x(l) = 

4 1 -3/ 


(Ejercicio 12). 


e'+e 2> 


e' + e 3 ' 

.31 
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son tres soluciones de la ecuacion x = Ax. Obtenga los valores caractensticos y 
los vectores caractensticos de A. 

15. Demuestre que los valores caractensticos de A -1 son los inversos multiplicativos 
de los valores caractensticos de A. 

16. Demuestre que los eigenvalores de A" son los eigenvalores de A elevados a la 
potencia n . 

17. Pruebe que X = 0 es un valor caracterfstico de A si detA = 0. 

18. Pruebe mediante un ejemplo que los valores caractensticos de A + B no son nece- 
sariamente la suma de los valores caractensticos de A con los valores caracteristi- 
cos de B. 

19. Demuestre mediante un ejemplo que los eigenvalores de AB no son necesariamen- 
te el producto de los eigenvalores de A con los valores caractensticos de B. 

20. Demuestre que las matrices A y T _1 AT tienen el mismo polinomio caracterfstico. 

21. Suponga que existe alguna de las dos matrices B~ l o A" 1 . Demuestre que AB y 
BA tienen los mismos valores caractensticos. Sugerencia: Use el Ejercicio 20. (Este 
resultado es cierto aun cuando B” 1 y A" 1 no existan; sin embargo, su demostra- 
cion es mas diffcil.) 


3.9 RAICES COMPLEJAS 

Si X = a + //3 es un valor caracterfstico complejo de A con vector caracterfstico v = 
v 1 + /v 2 , entonces \(t) = e x 'v es una solucion con valores complejos de la ecuacion 
diferencial 

x = Ax. (1) 

Como se muestra a continuation, esta solucion con valores complejos da lugar a 
dos soluciones con valores reales. 


LEMA Sea\(t) = y(/) + iz(t) una solution de (\) con valores complejos. 
Entonces, tanto y(t) como z (t) son soluciones de (1) con valores reales. 

DEMOSTRACI6N. Si x(r) = y (t) + iz(t) es una solucion de (1) con valores comple- 
jos, entonces 

y(0 + «( 0 = A(y(r) + «(/)) = Ay(r) + iAz(r). (2) 


Igualando las partes reales e imaginarias de (2) se obtiene y (t) = Ay(r) y z(t) = A z(t). 
Por lo tanto, y.(r) = Re(x(0} y z (t) = lm(x(/)} son soluciones con valores reales de 
( 1 ). □ 
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La funcion con valores complejos x(t) = e (a + //3)/ (v l + /v 2 ) puede escribirse en la 
forma 

x(/) = e at (cos fit + /sen/?/)(v l 4- /v 2 ) 

= cos/?r — v 2 sen/?r) + /(v*sen/?f 4* \ 2 cos fit) J. 

Por lo tanto, si X = a + i/3 es un valor caracteristico de A con vector caracteristico 
v = v ! + /v 2 , entonces 

y(t) = e at (v 1 cos fit - v 2 sen fit) 


y 


z (/) = e at (v 1 sen/?/ + v 2 co sfit) 


son dos soluciones con valores reales de (1). Mas aiin, las dos soluciones deben ser line- 
almente independientes (Ejercicio 10). 


ejemplo i Resolver el problema de valor inicial 



■ 1 

0 

0 



f 

X = 

0 

i 

- 1 

X, 

x(0) = 

1 



i 

1. 



.1. 


SOLUCIOM. El polinomio caracteristico de la matriz 

A = 


1 0 0 

0 1 -1 

0 1 1 


es 


p (X) = det( A — XI) = det 


r i — x o o 

0 1-X -1 

0 1 1-X 

= ( 1 — X) 3 -E ( 1 — X) — ( 1 -X)(X 2 — 2X + 2). 


Por lo tanto, los valores caracten'sticos de A son 


, , , 2± V4-8 

A = 1 y A = - 1 ±/. 


(i) A = 1: Claramente, 


es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 1. Por lo tanto, 

x\t) = e* I 

es una solucion de la ecuacion diferencial x = Ax. 
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(ii) X = 1 + /: Se busca un vector v, no nulo, tal que 


[A — (l + i)l]v- 


— i 

0 

O' 

v i 


fol 

0 

— i 

-1 


= 

0 

. 0 

1 

— i _ 

3. 


.0. 


Esto implica que -iv { = 0, -iv 2 - v 3 = 0 y v 2 - /v 3 = 0. De la primera ecuacion se 
obtiene Vj = 0, y de la segunda o tercera se sigue que v 2 = /v 3 . Por lo tanto, cual- 
quier vector, 

fol 

v = c / 

.1 

es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 1 + /. Asi que, 

f°l 

x(/) = e (l + ')' i 

.1 

es una solucion con valores complejos de la ecuacion diferencial x = Ax. Ahora bien, 



o' 



O' 


O' 


i 

= e'(cosr+tsen/) 


0 

+ / 

1 



.1. 



1. 


loj 





O' 


o 1 


o' 


o' 


= e‘ 

cost 

0 

-sen / 

1 

+ /senf 

0 

+ i cos t 

1 




1 J 


0, 


.1. 


loj 




0 

—sen/ 


' 0 ' 
cost 


cost 


.sen/. 


Por lo tanto, de acuerdo con el Lema 1 


x 2 {t) = e‘ 

' 0 
-sen/ 

y 

x 3 (/) = e' 

r 0 ■ 

cost 


cost 



[sen/^ 


son soluciones con valores reales. Las tres soluciones x 1 ^), x 2 (/) y x 3 (/) son linealmente 
independientes, ya que sus valores iniciales 


x‘(0) = 

r i 
0 

. x 2 (0) = 

fol 

1 

, y X 3 (0) = 

fol 

0 


[o. 


0 


1. 


son vectores linealmente independientes en R 3 . Por lo tanto, la solucion x(/) del pro- 
blema de valor inicial debe tener la forma 


x(/) = c,e' 

1 1 
0 

+ c 2 e' 

■ o ■ 

—sent 

+ c 3 e' 

' 0 
cos t 


0 


cost 


^ sen t 
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Tomando / = 0, se ve que 


1 ] 


\ 


f°l 


[O' 


Ci' 

1 

~ c \ 

0 

+ C 2 

0 

+ C J 

t 

= 

C 3 

1, 


0 


,1J 


Loj 


C 2 


De modo que, q 


Cl = C 3 = 1 y 




r li 
0 

+ e l 

■ o ■ 

— sen / 

+ e' 

• 0 ■ 

cos/ 

0, 


cost 


sen/ 


1 

COS/ — sen/ . 
^cos/ + sen/ 


Observacion. Si v es un vector caracteristico de A con valor caracteristico X, entonces 
v, el conjugado complejo de v, es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 
X. (Cada una de las componentes de v es el conjugado complejo de la componente corres- 
pondiente de v.) Para demostrarlo, tomese el conjugado complejo en ambos lados de 
la ecuacion Av = Xv y observese que el conjugado complejo del vector Av es Av si A 
es real. Por lo tanto, Av = Xv, lo que muestra que v es un eigenvector de A con eigen- 
valor X. 


ejercicios 

En cada uno de los Problemas del 1 al 14, encuentre la solucion general de los sistemas 
dados de ecuaciones diferenciales. 

'•H:] -?)* HI z \ »)’ 


/ 1 

0 

0\ 

/ 1 

0 

1\ 

3. x= 3 

1 

-2 x 

4. x= 0 

1 

- 1 

\2 

2 

1/ 

\ -2 

0 

-1/ 


En cada uno de los Problemas del 5 al 8, resuelva el problema de valor inicial dado. 
s.x-(; :‘)x, x(O)-Q) «.*-(’ 

/ ~3 0 2\ / 0\ 

7. x= I 1 -1 Ojx, x(0)=^-lj 



0 

2 

0 

0] 


rii 

8. x = 

-2 

0 

0 

0 

0 0 
0 -3 

II 

g 

i 

i 


0 

0 

3 

Oj 


0 
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9. Determine todos los vectores x° tales que la solucion'del problema de valor inicial 


/I 0 — 2 \ 

x= I 0 1 0 jx, x(0) = x° 

es una funcion periodica del tiempo. 

10. Sea x(0 = e x, v una solucion de x = Ax. Demuestre que y (/) = Re{x(0} y z (f) = 
Im{x(r)} son linealmente independientes. Sugerencia: Observe que v y v'son lineal- 
mente independientes en C", ya que son vectores caracteristicos de A con valores 
caracteristicos diferentes. 


3.10 RAlCES IGUALES 


Si el polinomio caracteristico de A no tiene n raices diferentes, entonces A puede no 
tener n vectores caracteristicos linealmente independientes. Por ejemplo, la matriz 


A = 


1 

0 

0 


1 0 
1 0 
0 2 J 


tiene solamente dos eigenvalores X| = 1 y X 2 = 2 y dos eigenvectores caracteristicos 
linealmente independientes, que pueden tomarse como 


■ f 


o' 

0 

y 

0 

. 0 , 


[ij 


Por lo tanto, la ecuacion diferencial x = Ax tiene solamente dos soluciones linealmen- 
te independientes 


e l 

0 

y e 2{ 

0 0 


. 0 , 


UJ 


de la forma e x, v. En este caso, el problema es encontrar una tercera solucion lineal- 
mente independiente. Pero, en general, supongase que una matriz A de n x n tiene 
solamente k < n vectores caracteristicos linealmente independientes. Entonces la ecua- 
cion diferencial x = Ax tiene solo k soluciones linealmente independientes de la forma 
e x, v. El problema es encontrar n - k soluciones adicionales linealmente independientes. 

El problema se abordara de la siguiente manera, muy ingeniosa por cierto. Recuer- 
dese que x(t) = e a 'c es una solucion de la ecuacion diferencial escalar x = ax, para 
cualquier constante c. De manera analoga, seria deseable poder decir que x(t) = e A, v 
es una solucion de la ecuacion diferencial vectorial 


x = Ax 


( 1 ) 
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para cualquier vector constante v. Sin embargo, e At no esta definido si A es una matriz 
de n x n. Pero esto no constituye una dificultad seria. Hay una manera muy natural 
de definir e At , de manera que se asemeje a la exponencial escalar e at \ simplemente se 
define 

a 2 / 2 a n t n 

e A '~I + Ar+^f- + + + (2) 

2! n\ v 7 

Es posibie mostrar que la serie infinita (2) converge para toda t y que se le puede 
derivar termino por termino. En particular, se cumple que 

-j- e A ' = A + A 2 / + ... + 
dt n\ 

J =\e K '. 

Esto implica que e At \ es una solution de (1), para cualquier vector constante v, 
ya que 

^e A 'v,= Ae A 'v = A(e A 'v). 


r a »/« 

= A I+A/+... + ^f + 

n ? 


Observacion. La exponencial matricial e At y la exponencial escalar e at satisfacen 
muchas propiedades similares. Por ejemplo, 

(e A ')' = e" A( y e A{,+,) = e A 'e Aj . (3) 

De hecho, la misma demostracion de que ( e a( )~ l = e~ at y e a{tJrS) = puede 

llevarse a cabo para verificar las igualdades (3); solo es necesario sustituir a por A y 
1 por I. Sin embargo, es igual a e A 'e B ' soiamente si AB = BA (Ejercicio 15 

de la Seccion 3.11). 


Hay varios tipos de matrices A (Problemas del 9 al 11) para los cuales puede sumarse 
de manera exacta la serie infinita (2). Sin embargo, en general no parece posibie expre- 
sar e At en forma reducida. A pesar de todo, un hecho sorprendente es que siempre 
es posibie encontrar n vectores v linealmente independientes para los cuales puede sumarse 
de manera exacta la serie infinita e At \. Mas aun, una vez que se conocen n soluciones 
linealmente independientes de (1), hay la posibilidad de calcular e At de manera exac- 
ta. (Esta ultima propiedad se demostrara en la siguiente seccion.) 

A continuacion se ilustra como encontrar n vectores v linealmente independientes 
para los cuales es posibie sumar de manera exacta la serie infinita e At \. Observese que 


e A/ v = £< A-x,)/ e x,/ v 

para cualquier constante X, ya que (A - \I)(\I) = (XI)(A - XI). Pero 


e Xit \ = 


X 2x2,2 


\ 2,2 

l+A/ + ^ + ... 


v = e Xt y. 


Por lo tanto, e A 'v = e Xl e (A ~ xl)t \. 
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Observese ahora que si v satisface (A - XI) m v = 0 para algun entero m , entonces 
la serie infinita e (A " x,) 'v termina despues de m terminos. Si (A - XI) w v = 0, entonces 
(A - XI) m+1 v tambien es iguai a cero, para cualquier entero positivo /, ya que 


Por lo tanto, 


y 


( A - Al) m + V = ( A - AI)'[ ( A - AI) m v ] = 0. 


e (A “ *'>' V = V + / (A - AI) V + . . . + — ~ (A - AI) m ” l v 

I m — 1 V 


(m— 1)! 


^A/y — 


= e A/ 


f m — I 

v + /( A — AI)v+ ... + — — — (A-AI) 
(m— 1 )! 


m — I 


Esto sugiere el siguiente algoritmo para encontrar n soluciones linealmente inde- 
pendientes de (1). 

(1) Encuentrense todos los valores y vectores caracteristicos de A. Si A tiene n eigen- 
vectores linealmente independientes, entonces la ecuacion diferencial x = Ax tiene n 
soluciones linealmente independientes de la forma e x 'v. (Notese que la serie infinita 
e (A-xi)/ y term j na despues del primer termino si v es un vector caracteristico de A con 
valor caracteristico X.) 

(2) Supongase que A tiene unicamente k < n vectores caracteristicos linealmen- 
te independientes. Entonces se tienen solo k soluciones linealmente independientes de 
la forma e X/ v. Para encontrar soluciones adicionales se toma un valor caracteristico 
X de A, y se encuentran todos los vectores v para los cuales (A - XI) 2 v = 0, pero 
(A - XI)v # 0. Para cada uno de tales vectores v 

e At \= e A/ e (A-Ai )/ v=5 £ a '[ v + /(A-XI)v] 


es una solucion adicional de x = Ax. Esto se hace para todos los valores caracteristicos 
X de A. 

(3) Si atin no se tienen suficientes soluciones, entonces se buscan todos los vectores 
v para los cuales (A - XI) 3 v = 0, pero (A - XI) 2 v ^ 0. Para cada uno de tales vecto- 
res v, 


^A/y __ 


v+/(A-AI)v+ ^-(A-AI) 2 v 


es una solucion adicional de x = Ax. 

(4) Se continua de la misma manera hasta encontrar, eso se espera, n soluciones 
linealmente independientes. 

El siguiente lema del algebra lineal, que se aceptara sin demostracion, garantiza 
que el algoritmo siempre funcione. Mas aun, da una cota superior para el numero de 
pasos que se requieren en este algoritmo. 


Lema i. Supongase que el polinomio caracteristico de A tiene k raices dife - 
rentes \ x , . . . , X* cdn multiplicidades n Xy . . . , n k , respectivamente . (Eso sig - 
nifica que p(\) se puede factorizar en la forma (\ x - X)" 1 ... (X* - X)"*.) 
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Supongase ademds que A tiene solamente v y < n } vectores caracteristicos line- 
almente independientes con valor caracleristico X y . Entonces la ecuacion 
(A - X y I) 2 v = 0 tiene por lo menos Vj + 1 soluciones independientes. En ge- 
neral si la ecuacion (A - \j\) m y = 0 tiene solo mj < nj soluciones indepen- 
dientes , entonces la ecuacion (A - = 0 tiene por lo menos mj + 1 

soluciones independientes. 

El Lema 1 implica claramente que existe un numero entero dj con dj < n jf tal que 
la ecuacion (A - Xyl) rf >v - 0 tiene al menos nj soluciones linealmente independientes. 
Asi pues, por cada valor caracteristico \j de A, es posible calcular nj soluciones lineal- 
mente independientes de x = Ax. Todas esas soluciones tienen la forma 


X ( t) » *V v -h r (A - \I ) v + . . . + ■ ■ ■■ (A - 


i 

v 


Puede mostrarse ademas que el conjunto de + ... + n k = n soluciones que se 
obtiene asi debe ser linealmente independiente. 


ejemplo i Encontrar tres soluciones linealmente independientes de la ecuacion dife- 
rencial 

1 1 O' 

x= 0 1 Ox. 

.0 0 2 . 

SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz 

110] 

A= 0 1 0 

.0 0 2 . 

es (1 - X) 2 (2 - X). Por lo tanto, X = 1 es un valor caracteristico de A con multiplici- 
dad dos, y X = 2 es un valor caracteristico de A con multiplicidad uno. 

(i) X = 1: Se buscan todos los vectores v, diferentes de cero, tales que 

0 1 0 lf®il fo' 

(A — I)v= 0 0 0 ''’2 = 0. 

.0 0 lJKJ 10. 

Esto implica que v 2 = v 3 = 0 y v, es arbitrario. Por lo tanto, 

rn 

x'(0 = e' 0 

.0. 

es una solucion de i = Ax. Dado que A tiene solamente un vector caracteristico lineal- 
mente independiente con valor caracteristico 1 , se buscan entonces todas las soluciones 
de la ecuacion 

f0 1 0H0 10] [0 0 0H«i] [O' 

(A-I) 2 v= 000 000 v= 000 «2 = 0 

o o ij[o o ij to o i J l u 3 J Lo. 
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Esto implica que v 3 = 0 y tanto Vj como v 2 son arbitrarios. Ahora bien, el vector 

'O' 

v= 1 

.0. 

satisface (A - I) 2 v = 0, pero (A - I)v # 0. (Podria tomarse igualmente cualquier 
vector 


v = v 2 
0 , 


para el cual v 2 # 0.) Por lo tanto, 


O' 

O' 


= e K ‘ 1 =e 

< e (A-Dr , 


0. 

.0. 



O 

O 

i 

o 

1 

= e'[l+/(A- 

-1)1 1 \=e‘ 1 +t 0 

0 


o 

o 

o 

0 

0' 

rn m 


-e' 1 +te‘ 

' 0 =e‘ 1 


0 

Oj [0 



es una segunda solucion linealmente independiente. 

(ii) X = 2: Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 

'-1 1 Olpil fo' 

(A-2I)v = 0 -1 0 ^ = 0. 

0 0 0 j [ J lo, 

Esto implica que v, = v 2 = 0 y v 3 es arbitrario. Por lo tanto, 


x\t) = e zt 0 

. 1 , 

es una tercera solucion linealmente independiente. 
ejemplo 2 Resolver el problema de valor inicial 


'2 

1 

3' 

r n 

0 

2 

-I x, 

II 

cT 

'ST 

0 

0 

2. 

UJ 


Solucion. El polinomio caracteristico de la matriz 

'2 1 3 

A= 0 2 -1 

0 0 2 
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es (2 — \y. Por lo tanto, X = 2 es un valor caracteri'stico de A con multiplicidad tres. 
Los vectores caracteristicos de A satisfacen la ecuacion 


0 

1 

3 

hi 


o' 

0 

0 

- 1 

v 2 

= 

0 

.0 

0 

0 . 

.^j 


.0 


(A — 2I)v = 

Esto implica que v 2 = v 3 = 0 y v, es arbitrario. Por lo tanto, 

x\t) = e 2 ' 


es una solucion de x = Ax. 

Dado que A tiene solo un vector caracteri'stico linealmente independiente, se bus- 
can entonces todas las soluciones de la ecuacion 


0 

1 

3' 

0 

1 

3' 


0 

0 

- f 

V , ' 


fo] 

0 

0 

- 1 

0 

0 

-1 

V “ 

0 

0 

0 

u 2 

= 

0 

0 

0 

0j 

.0 

0 

0. 


0 

0 

0 . 

.» 3 , 


LoJ 


(A-2I) v = 

Esto implica que v 3 = 0 y tanto v, como v 2 son arbitrarias. Ahora bien, el vector 

O' 

v= 1 

. 0 . 

satisface (A - 2I) 2 v = 0, pero (A - 2I)v 0. Por lo tanto, 
x 2 (t) = e A ' 


= e 2t e (A-21)t 


LoJ 

l 

oj 


= e 2, [l+ /(A — 21)] 

O' 

1 

,0, 

= e 2 ' 

I + r 


1 

0 

0 


3 

-1 

0 



'O' 


rr 



t 


1 

+ f 

0 


= e 2 ' 

1 


LoJ 


.0. 



,oJ 


= e 2( 


es una segunda solucion de x = Ax. 

Dado que la ecuacion (A - 2I) : v = 0 tiene solamente dos soluciones linealmente 
independientes, se buscan entonces todas las soluciones de la ecuacion 


ro 

1 

3' 


'0 

0 

o' 

■<V 


roi 

0 

0 

-1 

V = 

0 

0 

0 


= 

0 

.0 

0 

oj 


.0 

0 

0 

. u 3 . 


. 0 . 


(A-2I) v = 

Obviamente, cualquier vector es solucion de esta ecuacion. El vector 


v = 
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no satisface (A - 21 ) 2 v = 0. Por lo tanto, 

x\t) = e A ' 


o o 

_ e 2t e (\-2\)t 

o o 

llj 


LU 


= e 2 ‘ 


it 


1 + /(A — 2I) + -^-(A — 2I) 2 


01 


3 1 

f 2 

r - n 



3t-\t 2 

0 

l 

+ / 

-i 

oj 

+ 7 

o o’ 

j 


— e 2 ' 

-t 

1 J 


= e 

es una tercera solucion linealmente independiente. Por consiguiente, 
x{t) = e 2t 

Las constantes C\, c 2 y c 3 se determinan a partir de las condiciones iniciales 



rn 


' t 


3t-\t 2 


^1 

o o' 

+ c 2 

1 

0 

+ C 3 

-t 

. 1 . 



1 


T 


o' 


0 

2 

= Cl 

0 

+ <2 

1 

+ ^3 

0 

.1. 


.0. 


0. 


.1. 


Esto implica que Cj = 1, c 2 = 2 y c 3 = 1. De manera que 

x(t) = e 2 '\ 


1+5 t-\t 2 


2-t 

1 

Para la matriz A en el Ejemplo 2 se cumple que p(\) = (2 - X) 3 y (21 - A) 3 = 
0. Esto no es accidental. Cualquier matriz A satisface su propia ecuacion caracteristica. 
Ese es el contenido del siguiente teorema: 

TEOREMA 13. (Cayley-Hamilton). Sea p(\) = Po + Pi X + ... + 

( — 1 )" X" el polinomio caracteristico de A. Entonces se cumple 

/?(A)=/>oI+/?|A+ ...+(— 1) A n = 0. 


DEMOSTRACI6N ERR6NEA. A1 hacer X = A en la ecuacion p{\) = det(A - XI) se 
obtiene p( A) = det(A - AI) = detO = 0. La falacia en esta demostracion es que no 
es posible hacer X = A en la expresion det(A - XI), ya que no es posible restar una 
matriz de los elementos de la diagonal de A. Sin embargo, hay una manera muy inge- 
niosa de corregir tal demostracion. Sea C(X) la adjunta en el sentido clasico (Seccion 
3.6) de la matriz (A - XI). Entonces, 


(A — AI)C(A) = p (A)I. 


(4) 
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Los elementos de la matriz C(\) son polinomios en X de grado a lo mas (n - 1). Por 
lo tanto, es posible escribir C(\) en la forma 


C(A) = C 0 + C,A + ... +C„_ 1 X" _I 
donde C 0 , . . C„_i son matrices de n x n. Por ejemplo, 


/A+A 2 2A \ 

JO 0\ H 

J A 2AV 


KJ 

1 

1 

lo 1 / H 

U -A/ 

W o) 


-(! ?MJ -?M! 

De modo que la Ecuacion (4) puede escribirse en la forma 

(A-AI)[Q + C,A + ... +C„_|A' ,_I ] =p 0 I+/7|AI+ ...+( — 1)"A "I. 


( 5 ) 


Observemos que ambos lados de la ecuacion (5) son polinomios en X, cuyos coefi- 
cientes son matrices de n x n. Dado que los dos polinomios son iguales para cualquier 
valor de X, entonces sus coeficientes respectivos deben ser iguales. Pero si los coeficien- 
tes de potencias iguales coinciden, entonces es posible sustituir X por cualquier valor 
conservando la igualdad. En particular, ai tomar X = A se obtiene 


/?(A)=/? 0 I+/?iA+ ...+( - 1)V 

= (A — AI)[C 0 + C,A + ... +C„_ |A" -1 ] =0. □ 


EJERCICIOS 

En cada uno de los Problemas del 1 al 4, encuentre la solucion general del sistema de 
ecuaciones diferenciales dado. 


1 0 

-1 \\ 

/ 1 

1 

n 

1. x= 2 

-3 I x 

2. x= 2 

1 


ll 

-1 -1/ 

l -3 

2 

4/ 


/-I -1 0\ 

3. x={ 0 -1 Ox Sugerencia : Revise el Ejemplo 1 del texto. 

\ 0 0 - 2 / 


4. x = 


2 0 
0 2 
0 0 
0 0 


-1 0 

1 0 

2 0 

-1 2 


En cada uno de los Problemas del 5 al 8, resuelva el problema de valor inicial dado. 


/-! 1 2\ 

5. x= -1 1 l x, 

\ —2 1 3/ 


7. x 3 


x(0) = ( 0 
1 


i 2 — 3 \ /n 

1 1 2 X, x(0) = I 0 

1 -1 4/ \0J 


6. x = 


8. x = 


/ —4 -4 0\ 

10 9 1 

\ —4 —3 1/ 

X, x(0)= | 

'3 0 0 0 


13 0 0 

0 0 3 0 

x, x(0) = 

0 0 2 3 



2 

1 

-1 

1 

1 

i 

1 
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9. Sea 


Demuestre que 


10. Sea 


Demuestre que 


'X, 0 ...O' 

0 X 2 ... 0 

0 0 ... X„ 


e x '‘ 0 0 

0 e Xl ‘ 0 


0 0 e^'j 


l\ 1 
A- 0 X 
\0 0 


0 

1 

X 



t 

1 

0 


2 


t 

1 , 


Sugerencia: Escriba A en la forma 

(0 I 0\ 

A = XI + 0 0 1 

\0 0 0 / 


y observe que 




e X/ exp 

(0 

1 

°\ 

e‘ 

Kt _ 

0 

\0 

0 

0 

T 

0/ 

Sea A la matriz de n x n 


r X 

1 

0 


0 ' 


0 

X 

1 


0 


0 

0 

0 


1 

y sea P la matriz de n x 

,0 

n 

0 

0 


X , 


' 0 

1 

0 


0 ' 


0 

0 

1 


0 


0 

0 

0 


1 


k 0 

0 

0 


0 ^ 


(a) Demuestre que P” = 0. 

(b) Pruebe que (XI)P = P(XI). 
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(c) Demuestre que 


At 


12. Calcule e 


(a) A = 


(b) A = 


si 

2 
0 

0 0 


0 0 


.2p2 .n-\ 

i +/p+^£- + ... + — : 

2 ! 


1 0 0 
2 1 0 
2 1 
0 2 j 


1 0 0 

2 1 0 
0 0 2 0 
0 0 0 2 


(c) A = 


2 1 
0 2 
0 0 
0 0 


0 0 
0 0 
2 0 
0 2 


13. (a) Pruebe que e T ‘ AT 
(b) Dado 


con 


calcule e A/ . 


T~'e A T. 


1 0 0 
T~ , AT = j 0 2 0 

,0 0 -1 


1 -1 -1 
T= | 3 - l 21 

,2 2 3 


14. Suponga que p(\) = det(A - XI) tiene n raices distintas 
directamente que p( A) = (-[^(A - X^I) ... (A - X^I) = 0 
los vectores x en la forma x = XjV 1 + . . . + x n \ n donde v 1 , 
res caracteristicos de A con valores caraetertsticos Xj, 

y concluya que /?(A)x ~ 0 para todo vector. 

15. Suponga que A 2 = aA. Encuentre e At . 

16. Sea 


1111 
1111 
1111 
1111 
1111 

(a) Demuestre que A (A - 51) = 0. 

(b) Encuentre e At . 



17. Sea 



1 

0 


)• 


(a) Demuestre que A 2 = -I. 

(b) Pruebe que 

e A ' = ( cost sen/ \ 
l —sen t cost) 


, . . . , \„ . Demuestre 
. Sugerencia : Escriba 
. . . , \ n son n vecto- 
\ n > respectivamente, 
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En cada uno de los Problemas del 18 al 20, verifique directamente el Teorema de Cayley- 
Hamilton, para la matriz de A dada. 

I 1 -1 -1\ (2 3 l\ /-I 0 1\ 

18 . A=* 2 1-1 19 . A- 2 3 1 20. A= -1 3 0 

\-l -11/ \2 3 1/ V 2 4 6/ 


3.1 1 La MATRIZ FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES; e A/ 

Si x 1 ^), • ■ x n (0 son n soluciones linealmente independientes de la ecuacion dife- 
rencial 

x = Ax, (I) 

entonces cualquier solucion x(/) puede escribirse en la forma 

x(t) = c l x'(t) + c 2 x\t)+ ... + c n \ n (t). (2) 

Sea X(0 una matriz cuyas columnas son x 1 (/), . . . , x"(r). Entonces es posible escri- 
bir la Ecuacion (2) en la forma concisa x(/) = X(/)c, donde 

Cl 

c= : 


DEFINICION. Una matriz X(/) se denomina matriz fundamental de solu- 
ciones de (1) si sus columnas forman un conjunto de n soluciones linealmente 
independientes de (t). 

ejemplo i Encontrar la matriz fundamental de soluciones del sistema de ecuacio- 
nes diferenciales 

1 -1 4 

x= 3 2 -lx. (3) 

.2 1 - 1 . 

SOLUCl6N. Se mostro en la Seccion 3.8 que (Ejemplo 1) 

-l] m f-r 

e‘ 4 , e 3 ' 2 y e~ 2 ‘ 1 

. lj llJ l lJ 

son tres soluciones linealmente independientes de (3). Por lo tanto, 

— e‘ e 3 ' — e~ 2 ' 

X(0= 4e' 2e 3 ' e" 2 ' 

e' e 3 ' e~ 2 ‘ 

es una matriz fundamental de soluciones de (3). 
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Af 

En la presente seccion se mostrara que puede caicularse la matriz e At directamen- 
te a partir de cualquier matriz fundamental de soluciones de (1). Esto es sorprendente, 
ya que no pareceria posible sumar la serie infinita [I + At + (A0 2 /2! + . . . ] exac- 
tamente para una matriz arbitraria A. En concreto, se tiene el siguiente teorema. 


TEOREMA 14. Sea X(t) una matriz fundamental de soluciones de la ecua- 
cion x = Ax. Entonces 


e A ' = X(t)X- ] ( 0). (4) 

En otras palabras y el producto de cualquier matriz fundamental de soluciones 
de (1) y su inversa en t = 0 debe dar e Al . 

Se demostrara el Teorema 14 en tres pasos. Primero se dara un criterio sencillo para 
determinar si una funcion con valores matriciales es una matriz fundamental de solu- 
ciones de (1). Despues se usara ese criterio para mostrar que e At es una matriz funda- 
mental de soluciones de (1). Por ultimo, se establecera la relacion que existe entre cua- 
lesquiera dos matrices fundamentales de soluciones de (1). 

LEMA 1. Una matriz X(t) es una matriz fundamental de soluciones de (1) 
si y solo si X(0 = AX(/) y det X(0) # 0. {La derivada de una funcion con valo- 
res matriciales X(t) es la matriz cuyos elementos son las derivadas de los ele- 
mentos correspondientes de X(/).) 

DEMOSTRACION. Denotese por x^/), ...» x n (t) las n columnas de X(/). Observese 
que 

x(0-(*'(0 *"(0) 

y 

AX(/) = (Ax'(0,...,Ax' , (/)). 

Por lo tanto, las n ecuaciones vectoriales x*(0 = A\'(r), .... \ n (t) = \x n (t) son equi- 

valentes a la ecuacion matricial X(r) = AX(r). Mas aun, n soluciones x'(0 x"(0 

son linealmente independientes si y solo si x'(0), . . x”(0) son vectores linealmente 
independientes en R". Los vectores, a su vez, son linealmente independientes si y solo 
si detX(O) # 0. Por lo tanto, X(0 es una matriz fundamental de soluciones de (1) si 
y solo si, X(f) = AX(0 y detX(O) # 0. □ 

LEMA 2. La funcion con valores matriciales e Al = I + At + A TV! + ... 
es una matriz fundamental de soluciones de (1). 

DEMOSTRACION. En la Seccion 3.10 se mostro que (d/dt)e Al = Ae A/ . Por lo tan- 
to, e At es solucion de la ecuacion diferencial matricial X(0 = AX(/). Mas aun, su deter- 
minante en t = 0 es igual a 1, ya que e A0 = I. Por lo tanto, por el Lema 1, e At es 
una matriz fundamental de soluciones de (1). □ 

LEMA 3. Sean \(t) y Y(/) dos matrices fundamentales de soluciones de ( 1 ). 
Entonces, existe una matriz constante C, tal que Y(/) = X(/)C. 
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DEMOSTRACION. Por definition, las columnas x'(0. . . . , x n (t) de X(f) e y 1 (/), .... 
y"(t) de Y(0 son conjuntos linealmente independientes de soluciones de (1). En parti- 
cular, por lo tanto, cualquier columna de Y(r) puede escribirse como combination lineal 
de las columnas de X(t); es decir, existen constantes c \ , .... c J „ tales que 

y'(r) = c-(x l (r) + c^.x 2 (r) + ... +c^x' , (r), j=\,...,n. (5) 

Sea C la matriz (c ! , c : , . . c”) donde 

Cl 

c'= : 

y„ 

Entonces las n ecuaciones (5) son equivalences a la ecuacion matricial Y(/) = X(t)C. 

□ 

Ahora es posible demostrar el Teorema 14. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 14. Sea X(r) una matriz fundamental de soluciones 
de (1). Entonces, por los Lemas 2 y 3, existe una matriz constante C tal que 

e A ' = X(r)C. 

Tomando / = 0 en (6) se obtiene 1 = X(0)C, lo cual implica que C 
Por lo tanto, e Xl = X(r)X _l (0). 


EJEMPLO 1 Encontrar e K ' si 

i i r 

A = 0 3 2 • 

.0 0 5. 

SOLUCION. El primer paso consiste en encontrar 3 soluciones linealmente indepen- 
dientes de la ecuacion diferencial 

’ 1 1 f 

x= 0 3 2 x. 

.0 0 5. 

Para tal fin se calcula 

1 —A 1 1 ] 

p(\) = det(A - AI) = det 0 3-A 2 =(1 -A)(3-A)(5-A). 

1 0 0 5 — A . 

con lo que se encuentra que A tiene tres valores caracteristicos \ = 1, X = 3 y X = 5. 
(i) A = 1: Claramente, 

T 

v 1 = 0 

. 0 . 


( 6 ) 

= X _l (0). 
□ 
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es un vector caracteristico de A con valor caracterfstico uno. Por lo tanto, 

1 

\ [ (t) = e‘ 0 

. 0 . 

es una solucion de x = Ax. 

(ii) X = 3: Se busca una solucion diferente de cero de la ecuacion 

2 1 llf'dl [O' 

(A-3I)v= 0 0 2 ^2 = 0. 

0 0 2 J [ u 3 J [ 0 . 

Esto implica que v 3 = 0 y v 2 = v,. Por lo tanto, 

f 11 

v 2 = 2 

. 0 . 

Es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 3. En consecuencia, 

' 1 ] 

x 2 (r) = e 3 ' 2 

loj 

es una segunda solucion de x = Ax. 

(iii) X = 5: Se busca una solucion diferente de cero de la ecuacion 


f —4 

l f 

'»r 

[0] 

0 

II 

> 

xn 

1 

< 

-2 2 

c 2 

= 0 

{ o 

0 0 

.«3. 

0. 


Esto implica que v 2 = v 3 y v, = v } /2. Por consiguiente, 

f 1 1 

v 3 — 2 

. 2 . 

es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 5. Por lo tanto, 

T 

\ 3 (t) = e 5 ' 2 

. 2 . 

es una tercera solucion de x = Ax. Las tres soluciones son en verdad linealmente inde- 
pendientes. Por lo tanto, 

V e 3 ' e 5 ' 

X(0= 0 2e 3 ‘ 2e 5 ' 

. 0 0 2e 5 ' 

es una matriz fundamental de soluciones. Usando los metodos de la Seccion 3.6, se calcula 

, , n- f 1 -1 0 

022=0 5 “I 

0 0 2 > [o o I 


x-’(0) = 



354 


CAPiTULO 3 


SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


En consecuencia, 


exp 



I 

1 

1 




0 

3 

2 

t 

= 


0 

0 

5. 




e' e 3 ' e*' 

0 2e 3 ' 2e 5 ' 

0 0 2e 5 ' 


e 

0 

0 


-|e' + ie 3 ' 


0 5 

— \e 3, + \e i ‘ 
— e 3 ' + e 5 ' 

„5/ 


Ejercicios 

Calcule e Xt para A igual a 


1. 


-1 -1 
3 1 

1 -I 


\ /II 

-1\ 

(2 

0 

a 

2- 2 3 

-4 

3. 1 

0 

i 

/ \ 4 l 

-4/ 

\l 

— 2 

0/ 


1 
2 
3 

7. Encuentre A si 


0 

°\ 

( 0 

2 

i\ 

/i 1 

1\ 

1 

-2 

5 . -1 

-3 

— 1 ) 

6 . 2 1 

-1 

2 

1/ 

\ 1 

1 

-1/ 

\0 -1 

1/ 


2e 2t -e‘ 


le 2t -i 


3e 2 '-3e' 3e 2 '-3e' 3e'-2e 2 ' 


En cada uno de los Problemas del 8 al 11, determine si la matriz dada es una matriz 
fundamental de soluciones de x = Ax para alguna A. En caso afirmativo, encuentre A. 


8 . 



e“' e' + le-' ' 
-e~‘ e t -2e~ t 
e-' 2{e t + e~ t ) 


9. 


-5 cos 2/ 

-2(cos2/+sen2/) 


— 5sen2/ 
2(cos2/-sen2f) 


3e 

0 


l 

cos 2/ 

sen2/ 




10. e' 

1 /+1 

1 2(/+ 1) 
,1 /+ 2 

/ 2 +r 

4/ 2 

3 . 

V' 

11. 2e' 

,3e' 

2e"' 

2e"' 

e 3 'l 

e 3 ' 

2e\ 


12. Sea <t> J (t) la solucion del problema de valor inicial x = Ax, x(0) = e y . Demuestre 
que e Kt = (<t>\ <t > 2 , . . <t> n ). 

13. Suponga que Y (t) =*X(f)C, donde X(f) y Y(f) son matrices fundamentales de solu- 
ciones de x = Ax, y C es una. matriz constante. Demuestre que detC # 0. 



3.12 • La ecuacion no homogenea; variacion de parametros 


355 


14. Sea X(r) una matriz fundamental de soluciones de (1), y sea C una matriz constan- 
te con detC # 0. Pruebe que Y(0 = X(/)C es tambien una matriz fundamental de 
soluciones de (1). 

15. Sea X(0 una matriz fundamental de soluciones de x = Ax. Demuestre que la solu- 
cion x(t) del problema de valor inicial x = Ax, x(/ 0 ) = x° es x{/) = X(t)X~ l (t 0 )x° . 

16. Sea X(/) una matriz fundamental de soluciones de x = Ax. Pruebe que 
X(t)X~'(t 0 ) = e A( '~' n) . 

17. A continuacion se da una demostracion ingeniosa de la iguaidad eAt + nt _ e \t e b/ 

si AB - BA. 

(a) Demuestre que X(/) = e A/+B/ satisface el problema de valor inicial X = 
(A + B)X, X(0) =1. 

(b) Demuestre que e A/ B = Be A/ si AB = BA. ( Sugerencia : A y B = BA y si 
AB = BA.) Se concluye entonces que (d/dt)e Xt e Bt = (A + B)e A 'e B/ . 

(c) Del Teorema 4 de la Seccion 3.4 se sigue inmediatamente que la solucion X(t) 
del problema de valor inicial X = (A + B)X, X(0) = I, es unica. Concluya, 
por lo tanto, que e Ar + B/ = e A/ e B/ . 


3.12 La ECUACI6N NO HOMOGENEA; VARIACI6N 
DE PARAMETROS 


Considerese ahora la ecuacion no homogenea x = Ax + f(r). Es posible en este caso 
hacer uso de las soluciones conocidas de la ecuacion homogenea 


x = Ax 


(i) 


para encontrar la solucion del problema de valor inicial 

x = Ax + f(/), x(/ 0 ) = x°. (2) 

Sean x l (0> . . . , x n (t ), n soluciones linealmente independientes de la ecuacion homoge- 
nea (1). Dado que la solucion general de (1) es Cjx 1 ^) + ... + c„x"(0, es natural 
entonces buscar soluciones de (2) de la forma 

x(/) = w,(/)x 1 (f) + u 2 (/)x 2 (0+ ... + u n (t)x n (t). (3) 

Esta ecuacion puede escribirse en forma abreviada como x(/) = X(0u(0 donde X(0 = 
(x‘(0> • • •. x n (/)) y 
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Al sustituir esta expresion en la ecuacion diferencial x = Ax + f(0 se obtiene 

X(0«(0 + X(r)u(0 = AX(/)u(/) + f(/). (4) 

La matriz X(/) es una matriz fundamental de soluciones de (1). Por lo tanto, X(r) = 
AX(t) y la Ecuacion (4) se reduce asi a 

X(r)u(0=f(0- (5) 

Recuerdese que las columnas de X(t) son vectores linealmente independientes de 
R n para cualquier tiempo t. Por lo tanto, X _l (t) existe y se cumple 

u(/) = X-'(/)f(0- (6) 

Integrando esta expresion de / 0 a 1 resulta 

u(t) = u(r 0 )+ f X~'(s)f(s)ds 

J ‘o 

= X-'(/ 0 )x°+ f‘x-'(s)f(s)Js. 

J ‘o 

Y como consecuencia 

x(t) = X(t)X-'(t 0 )x° + X(t) [‘x-'(s)f(s)cts. (7) 

y 'o 

Si X(/) es la matriz fundamental de soluciones e At > entonces la ecuacion (7) se sim- 
plifica considerablemente. De hecho, si X(r) = e At , entonces X~ l (s) = e~ As . Por lo 
tanto, 

x(/) = e At e~ Ato x°+ e At f e~ As f(s)ds 
J to 

= e A( '-' o) x°+ f'e M '- s) f(s)ds. (8) 

Ejemplo 1 Resolver el problema de valor inicial 


1 

0 

0) 

0 

f° 

2 

1 

-2 x + 

0 

, x(0)= | 

3 

2 

1 J 

.e'cos2/. 

[l. 


SOLUCION. Se encuentra primero e AI , donde 

10 0 

A= 2 1 -2 . 

.3 2 1. 

Para ello se calcula 

1 -A 0 0 ] 

det(A - AI) = det 2 l -A -2 =(1 -A)(A 2 -2A + 5). 

3 2 1 - A. 
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Asi que los valores caracteristicos de A son 



(i) X = 1. Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 


0 

0 

0]f c i] 

[O' 

(A- I)v= 2 

0 

-2 

V 2 

= 0 

.3 

2 

0. 

Si. 

lo. 


Esto implica que v, = v 3 y v 2 = -3v!/2. Por lo tanto, 

2 

v= -3 

. 2 . 

es un vector caracteristico de A con valor caracteri'stico 1 . En consecuencia, 

f 2 1 

x'(/) = e' -3 
2 . 

es una solucion de la ecuacion homogenea x = Ax. 

(ii) X = 1 + 2/: Se busca un vector v, diferente de cero, tal que 

(-2/ 0 0 ][»■] [O' 

[ A — (1 +2/)l]v= 2 -2 i -2 »2 = 0 • 

I 3 2 — 2/J [©a J 10. 

Esto implica que V) = 0 y v 3 = -iv 2 . Por lo tanto, 

0 

v= 1 

. — i 

es un vector caracteristico de A con valor caracteristico 1 + 2i. Por consiguiente, 

O' 

x(f)= 1 e <1+20 ' 

. - i . 

es una solucion con valores complejos de x = Ax. Ademas se tiene que 

[01 [01 

ed +2 ')' = e'( cos 2/ + Zsen2/) 1 — / 0 

[ to J [lj 

[0] [0] 

— e' cos2 1 1 +sen2r 0 

[oj llj 

0 ] 

cos2/ 0 

.1 J 
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Por lo tanto, 


x 2 (t) = e' 

0 ] 
cos 2/ 

II 

X 

' 0 ' 

sen2r 


sen2t j 

1 ! 

-cos2^ 


son soluciones con valores reales de x = Ax. Las soluciones x 1 , x 2 y x J son linealmente 
independientes, ya que sus valores en t = 0 son en verdad vectores linealmente inde- 
pendientes en R 3 . Por lo tanto, 


x(0= 


2e‘ 
— 3e‘ 
2e' 


0 

e'cos2 t 
e'sen2r 


0 

e'sen2r 
— e'cos2/ 


es una matriz fundamental de soluciones de x = Ax. Al calcular 


se ve que 



' 2 0 

°] 

- 1 

5 0 

0 

x-'( 0 )= 

-3 1 

2 0 

0 


§ 1 
. 1 0 

0 

- 1 . 


e K ' = 


2e' 0 

■3e' e'cos2 t 
2e' e'sen2 / 


0 

e'sen2/ 
e'cos2 t 


0 

1 

0 


0 

0 

-1 


Por consiguiente, 

\(t) = e Al 

+ e 



-| + |cos2f+sen2/ cos2 1 


1 4- |sen2/ — cos 2/ 


- 1 + jCOs25-sen2j 
1 — §sen2j -cos2j 


sen2/ 


0 


0 

-sen2/ 

cos2t 


0 


cos 2s sen 2$ 
— sen2s cos2j 


0 

0 

e'cos 2s 


ds 


0 

• r 

0 

cos 2/— sen2/ 

+ e K ' | 

sen 25 cos 2 s 

cos2/+sen2/ j 

Jo 

cos 2 2.y , 


ds 


= e‘ 

0 

cos2/-sen2/ 

+ e A/ 

0 

(1 -cos4/)/8 


cos2/+sen2/. 


f/2 + (sen4/)/8 
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0 

cos2/-sen2f 
cos2/ +sen2 1 


+ e' 


/sen2/ cos2/ — co$4/ cos2/ ~sen4/sen2f 

2 8 
tcoslt sen4/cos2/ — sen2/cos4/+sen2/ 

2 8 


cos2/-(l + \t)stn2t 
(l + |/)cos2r + |sen2/ 


Como se ve en el Ejemplo 1, el metodo de variacion de parametros es con frecuen- 
cia muy tedioso y dificil. Una manera de evitar muchos de estos calculos es “conjetu- 
rar” una solucibn particular \p(t) de la ecuacion no homogenea y observan entonces 
(Ejercicio 9) que cualquier solucion x(t) de la ecuacion no homogenea debe tener la for- 
ma (j>(t ) + donde <j>{t) es una solucion de la ecuacion homogenea. 

Ejemplo 2 Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial 


SOLUCI6N. Sea 



1 0 

O' 


T 


x = 

2 1 - 

-2 

x + 

0 

e c ‘ 


3 2 

lj 


A 



[1 

0 


O' 

A = 

2 

1 

- 

2 


.3 

2 


1 . 


e«, c*l. 


( 9 ) 


Se “conjetura” una solucion particular \f(t) de la forma \ p(t) = be f '. Sustituyendo 
dicha expresion en (9) se obtiene 


o bien, 


cbe“ = Abe c, + 


(A — cl)b = 


e ", 


b = 


-1 
1 — c 



loj 


r-n 

= 

0 


0. 


i 

2( 

c — 4) 


4 + (l — c) 2 
1 + 3c 
4 + (l — c) 2 


Esto implica que 
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Por lo tanto, cualquier solution x(t) de (9) es de la forma 


' 2 1 


' 0 ’ 


' o ' 

-3 

2. 

+ <=2 

cos 2/ 
,sen2r _ 


— sen2r 
cos 2/ 


e 


ct 


1 c 


l 

2(c-4) 

4 + (1 — c) 2 
1 + 3c 
4 + (1 - c) 2 


ObservaciGn i. Si c = 1 se presentan problemas, ya que el numero 1 es entonces 
valor caracteri'stico de la matriz 


10 O' 

2 1 - 2 . 

.3 2 1. 

Mas en general, la ecuacion diferencial x = Ax + \e ct puede no tener soluciones 
de la forma be cl si c es un valor caracteri'stico de A. En tal caso es necesario conjetu- 
rar una solution particular de la forma 

iH0 = * f '[b o +b 1 /+...+b*_ 1 r‘- 1 ] 
para algun entero apropiado k. (Ejercicios del 10 al 18.) 


Ejercicios 

En cada uno de los Problemas del 1 al 6, use el metodo de variacion de parametros 
para resolver el problema de valor inicial dado. 

■•‘-(4 -2M 4 'T')- x < 0) -(2) 

’• j -(5 ziy*(z,y 

“■(-? Hmo} x< 0> -(S) 
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5. x = 1 0 2 ojx+joje 2 ', x(0)=|ij 

6. x=| 1 1 ijx + |oj«', x(0) = 


7. Considere la ecuacion diferencial escalar de orden n 


d n y d n ~\ 

-jF +a '~dr ZT + ••• 


(*) 


Sea v(/) la solucion de L [j] = 0 que satisface las condiciones iniciales.y(0) = ... = 
yn- 2 >( 0 ) _ o, "(0) = 1. Demuestre que 


y(0= fv(t-s)/(s)ds 
•'o 

es la solucion de (*) que satisface las condiciones iniciales j(0) = . . . = 
y n-I, (0) = 0. Sugerencia: Transforme (*) en un sistema de n ecuaciones de pri- 
mer orden de la forma x = Ax y demuestre que 

«(') 

v'(l) 

„(« -!>(,) 

* J 

es la columna n de e Xt . 

8. Encuentre la solucion del problema de valor inicial 

^ ^ = sec/ tan/, >-(0)=/(0)=>-'(0)==0. 


9. (a) Sea una solucion de la ecuacion no homogenea x = Ax + f(0 y sea <j>(t) 
una solucion de la ecuacion homogenea x = Ax. Demuestre que <t>(t) + i fi(t) 
es una solucion de la ecuacion no homogenea. 

(b) Sean \p { (t) y ^ 2 (0 dos soluciones de la ecuacion no homogenea. Demuestre 
que ^i(/) - \£ 2 (0 es una solucion de la ecuacion homogenea. 

(c) Sea una solucion particular de la ecuacion no homogenea. Pruebe que 
cualquier otra solucion y (t) debe ser de la forma y (t) = </>(/) + \ p(t), donde 
<t>(t) es una solucion de la ecuacion homogenea. 

En cada uno de los Problemas del 10 al 14, use el metodo de la conjetura sensata para 
encontrar una solucion particular de la ecuacion diferencial dada. 

“■*-(3 -iM!)'* "•**(! 

/ 1 3 2\ / sen/ \ /I 2 -3\ / 1\ 

12. x= -1 2 1 x+ 0 13. x- 1 1 2 x+ O f' 
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/-i -i 0 \ /I 

14. x — I 0 -4 - 1 x+ t 

\ 0 5 0/ \e' 


15. Considere la ecuacion diferencial 


x~Ax + ve x ' (*) 

donde v es un vector caracterfstico de A con valor caracterfstico X. Supongase ade- 
mas que A tiene n vectores caracterfsticos v 1 , v 2 , . . v" linealmente indepen- 
dientes con valores caracterfsticos distintos Xj, . . X„, respectivamente. 

(a) Demuestre que (*) no tiene soluciones \p(t) de la forma \p(t) = ae X/ . Sugeren- 

cia: Escriba a = + . . . + a n \ n . 

(b) Demuestre que (*) tiene una solucion \p(t) de la forma 

^(/) = ae X/ + b/e X/ . 

Sugerencia : Demuestre que b es un vector caracterfstico de A con valor carac- 
terfstico X y elfjalo de modo que sea posible resolver la ecuacion diferencial. 

(A-AI)a = b- v. 


En cada uno de los Problemas del 16 al 18, obtenga una solucion particular \p(t) de 
la ecuacion diferencial dada de la forma ^(r) = e X/ (a + b t). 


1 3 

2 

4 \ i 

(2\ 

18. x — I 2 

0 

2 x + 

1 

1 4 

2 

3/ ' 

[21 


V 

/ 1 

- 1 - 1 

\ / i \ 

17. x = i 

3 1 

x+ -1 

/ 

\ -3 

1 -1 

/ \ - 1 / 


16. x = 


11 -1 
2 3-4 |x + 

4 1 -4 


3.13 Resolucion DE SISTEMAS mediante la 
TRANSFORMADA DE LAPLACE 


El metodo de la transformada de Laplace descrito en el Capftulo 2 puede ser usado 
tambien para resolver el problema de valor inicial 

x = Ax + f(/). x(0) = x°. (1) 

Sean 


X, (s) 


8 

t. o 


=e{x(o} = 

* 

x ^ s \ 


1 

8 

< o 
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y 



>, (s) 


f ~ 5t f \ ( t)dt 

J o 

FW- 


= £{f(r)} = 



/As) 


f K e~ s 'fn{t)dt 

J ° 


Tomando la transformada en ambos lados de (1) se obtiene 

£{x(r)} = £{Ax(r) + f(/)} = A£{x(/)} + £{f(/)} 
= AX(*) + F(s), 

y a partir del Lema 3 de la Section 2.9, se tiene que 


£{*(/)} = 


’ep.W}' 


(s)~x>(0) 

.fiWO). 


sX„(s)-x„( 0) 


Por lo tanto, 


o bien 


= sX(s) - x°. 

jXOO-x°=AX(j) + F(j) 


(si — A)X(s) = x° + F(s), 1 = 


1 0 
0 1 


0 0 


( 2 ) 


La Ecuacion (2) es un sistema de n ecuaciones simultaneas para A'j(s), . . X n (s) y 
puede ser resuelta con diversos metodos. (Una manera especial es multipiicar ambos 
lados de (2) por (si - A) -1 .) Una vez que se conocen A'i(s), . . X n (s) es posible en- 
contrar X/(t) y . . x„(t) invirtiendo las transformadas. 


ejemplo 1 Resolver el problema de valor initial 

*-(! x(0) -(?)' (3) 

SOLUCION. A1 tomar transformadas de Laplace en ambos lados de la ecuacion dife- 
rencial se obtiene 
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o bien 


( s)-4X 2 (s) = 2+j iy- 

(j)+(j-i)* 2 (*)-i + 7rj-. 


La solucion de estas ecuaciones es 


X x (s) = 


i 


s-3 s 2 -r 


X 2 (s) = 


Ahora bien, 


s — 3 


2W j-3 ’ (s-l)(s+l)(s-S) 
= £{2e 3 '}, y - I ^ T =e{senhr} = e{^^). 


Por lo tanto, 


*,(/)- 2e 3 ‘+^-f^-. 

Para invertir A^Cs), puede recurrirse a fracciones parciales. Hagase 

s A . B C 

(s- l)(j+ l)(i-3) 5-1 5+1 5-3' 

Esto implica que 

i4(j+l)(j-3) + 5(j-l)(5-3) + C(j-l)(j+l)«j. (4) 

Haciendo s = 1, -1 y 3, respectivamente, en (4) se obtiene A = --,# = -j,C = 
f . Por consiguiente, 

7 ^} 

1 1 , , 11 3 , 

8 4 8 


EJERCICIOS 

Halle la solucion de cada uno de los siguientes problemas de valor inicial. 

*' x ”( -2 2 )*’ x(0) -(?) 

:‘)x, x<o)-(5) 

- 2 M «■>-(?) 

<•*-(! !>♦(-?)•• x '°>-(2) 

’•Hi -t) x+ (l)''- x<0 >-(!) 
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4 Teona 

cualitativa 
de las 
ecuaciones 
diferenciales 


4 A INTRODUCCION 

En este capitulo se analiza la ecuacion diferencial 

x = f(r,x) (1) 

donde 


y 




x = 




f(/,x) 


f\(t,x x ,...,x n ) 

fn{*’ X V-' X n) 


e$ una funcion no lineal de x x , . . . , x n . Desafortunadamente no se conocen metodos 
para resolver la ecuacion (1). Por supuesto, que eso desconcierta mucho. Sin embargo, 
en la mayoria de las aplicaciones no es necesario encontrar explfcitamente las solucio- 
nes de (1). Por ejemplo, denotese por x { (/) y x 2 (t) las poblaciones en el tiempo / de 
dos especies que compiten entre si por el alimento y el espacio vital limitados en su micro- 
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cosmos. Supongase ademas que las tasas de crecimiento de *|(/) y x 2 (t) estan gober- 
nadas por la ecuacion diferencial (1). En tal caso, no interesan los valores de X\ (t) y 
x 2 (t) en todo tiempo t. Mas bien, son de interes las propiedades cualitativas que pre- 
sentan .v,(0 y x 2 (t). Concretamente, se desea contestar las preguntas siguientes: 

1. <,Hay valores £| y £ 2 P ara l° s cuales ambas especies coexisten en un regimen per- 
manente? Es decir, ^existen numeros y £ 2 ta ^ es Q ue x i(0 = £i» *2(0 = £2 son una 
solucion de (1)? Si tales valores existen se les llama puntos de equilibrio de (1). 

2. Supongase que las dos especies coexisten en equilibrio. Repentinamente, se agre- 
gan algunos miembros de la primera especie al microcosmos. ^Permaneceran x, (0 y 
x 2 (t) cerca de los valores de equilibrio para todo tiempo futuro? Es posible tal vez que 
los miembros adicionales de la especie 1 le den a la misma una gran ventaja y pueda 
entonces eliminar a la segunda. 

3. Supongase que X\ y x 2 tienen valores arbitrarios en t = 0. ^Que ocurre cuando 
t tiende a infinito? Triunfara una de las dos especies, o terminara la lucha en un empate? 

Mas generalmente, interesa determinar las siguientes propiedades de las soluciones 
de (1). 

I. ^Existen valores de equilibrio 



para los cuales x(t) = x° es una solucion de (1)? 

2. Sea <£(/) una solucion de (1). Supongase que \p(t) es una segunda solucion con 
\[f( 0) muy cerca de 0(0); es decir, 0 y ( 0) esta muy cerca de 0 y ( 0), siendoy = 1, ...,/?. 
i,Permanecera \p(t) cercano a 0(0 para todo tiempo futuro, o divergera 0(0 de 0(0 
al tender t a infinito? Esta pregunta se conoce como problema de estabilidad. Es el pro- 
blema mas fundamental en la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales y ha ocu- 
pado la atencion de muchos matematicos en los ultimos cien anos. 

3. iQue ocurre con las soluciones x(0 de (1) cuando t tiende a infinito? ^Tienden 
todas las soluciones a valores de equilibrio? Si no tienden a valores de equilibrio, isz 
aproximaran al menos a una solucion periodica? 

El presente capitulo esta dedicado a responder esta s tres preguntas. Es sorprenden- 
te que con frecuencia pueden darse respuestas satisfactorias a tales preguntas a pesar 
de no poder resolver explicitamente la ecuacion (1). De hecho, la primera pregunta pue- 
de responderse de inmediato. Observese x(0 es iguai a cero si x(0 = x°. Por Io tanto, 
x° es un valor de equilibrio de (1) si y solo si 


f(/,x°) = 0. 


( 2 ) 


ejemplo i Encontrar todos los valores de equilibrio del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 


dx i 

"3T “ 


dx l 

dt 


= x] + x 2 . 
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SOLUCION. 



es un valor de equilibrio si y solo si 1 - x\ = 0 y (x°) 3 + x® = 0. Esto implica que 
= 1 y x°! = -1. Por lo tanto, | ~ j j es el unico valor de equilibrio del sistema. 


EJEMPLO 2 Hallar todas las soluciones de equilibrio del sistema 
§ =(x-l)(y-l), ±=( x+ l)(y + 1). 

SOLUCION. 

(£) 

es un valor de equilibrio del sistema si y solo si 

(*o ” 0(^o - 1) = 0 y (x 0 + l)(y 0 + 1) = 0. 

La primera ecuacion se satisface si x 0 , o bien y 0 , es igual a 1, mientras que la segunda 
ecuacion se satisface si x 0 , o bien y 0 , es igual a -1. Por lo tanto, * = 1, y = -1 y 
x = -1, >> = 1 son las soluciones de equilibrio del sistema. 

La cuestion de la estabilidad es de importancia primordial en todas las aplicaciones 
fisicas, ya que nunca pueden medirse las condiciones iniciales con precision. Conside- 
rese, por ejemplo, el caso de una particula cuya masa es 1 kg sujeta a un resorte elastico 
cuya constante de elasticidad es 1 N/m y que se mueve en un medio sin friccion. Ade- 
mas actua una fuerza externa F(t) = cos2r sobre la particula. Denotese por y{t) la 
posicion de la particula en relacion con su posicion de equilibrio. Entonces 
0 d z y/dt 2 ) + y - cos It. Haciendo x x = y, x 2 = y se transforma esta ecuacion de 
segundo orden en un sistema de dos ecuaciones de primer orden. De manera que 

dx x dx 2 

— = x 2 , -^- = -^, + cos2r. (3) 


Las funciones y { (t) = sentyy 2 (t) = cos t son dos soluciones linealmente independien- 
tes de la ecuacion homogeneay" + y = 0. Mas aun, y = — l A cos 2t es una solucion 
particular de la ecuacion no homogenea. Por lo tanto, cualquier solucion 



de (3) es de la forma 

x(/) = c, 



(*) 


En el instante / = 0 se mide la posicion y la velocidad de la particula y se obtiene 
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y( 0 ) = l,y'( 0 ) = 0 . Esto implica que c t = 0 y c 2 = f. Por consiguiente, la posicion 
y la velocidad de la particula para cualquier instante despues estan dadas por la ecuacion 

1/(0/ U(0 / 

Sin embargo, supongase que las mediciones permiten un error de magnitud 10“ 4 . 
^Permaneceran la posicion y la velocidad de la particula cerca de los vaiores predichos 
por ( 5 )? La respuesta a esta pregunta tiene que ser que si, pues de lo contrario la meca- 
nica nevvtoniana no tendria valor practico. Afortunadamente puede demostrarse facil • 
mente, en este caso, que la posicion y la velocidad de la particula permanecen muy cer- 
ca de los vaiores predichos por ( 5 ). Denotense por y(r) y y\t) los vaiores reales dey(/) 
y /(/), respectivamcnte. En verdad se cumple que 

y(‘)~y (0 = (l “ c 2 )cos/ - c,sent 

/(0~^'(0= — c , cos / — (| — c 2 )senf 

donde C\ y c 2 son dos constantes que satisfacen 

— 10~ 4 < c, < 10 -4 , | — 10 -4 < c 2 < j + 10 -4 . 

Estas ecuaciones pueden escribirse en la forma 


|cosr- jCOs2/ 
— |sen/ + |sen2/ 


( 5 ) 


y( 0 -J ? ( 0 =f 4 + (j - c 2 ) | cos(r- 5 ,), tan 5 ,= — 

L J C 2 3 

/(0-^'(0“[c? + (j-c 2 ) 2 ] / cos (f-S 2 ), tan 5 2 = — ^ 


I ~ C 2 
1 


Por lo tanto, y(t) - y{t) e y\t) - y(t) estan acotadas en valor absoluto por 
[c 2 \ + (f “ c i ) 2 ] /l . Esta cantidad es a lo sumo V2 10~ 4 . Por lo tanto, los vaiores rea- 
ies de y (t) y y(t) estan realmente cerca de los vaiores predichos por la ecuacion ( 5 ). 

Como un segundo ejemplo del concepto de estabilidad, considerese el caso de una 
particula de masa m que esta sujeta al extremo de un alambre o cuerda inelastica de 
Iongitud Iongitud l y masa despreciable. La cuerda no se flexiona y el sistema vibra libre- 
mente en un piano vertical. Esta configuracion se llama usualmente pendulo simple. 
La ecuacion de movimiento del pendulo es 


d 2 y g 

1- -7-sen y = 0 

dr I 


donde y es el angulo que la cuerda forma con la vertical AO (Fig. lJ.Si.Vj = y y a 2 = 
dy/dt , se encuentra que 


= x 


2» 


dx \ 

dt 


dx 2 

~di~ 


g 

ysenx,. 


( 6 ) 
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FlGURA 1. 



El sistema de ecuaciones (6) tiene soluciones de equilibrio *i = 0, x 2 = 0 y 
x x = 7r, x 2 = 0. (Si el pendulo es colocado en position vertical, y = 7r, con velocidad 
cero, entonces permanecera en esa position para todo instance posterior.) Las dos solu- 
ciones de equilibrio tienen propiedades muy diferentes. Si se desvia ligeramente el pen- 
dulo de la position de equilibrio X\ = 0, x 2 = 0 impartiendole una pequena velocidad 
o desplazandolo un poco, entonces presentara pequenas oscilaciones alrededor de x x = 
0. Por otro lado, si se perturba ligeramente el pendulo desde su position de equilibrio 
X\ - 7r, x 2 = 0, entonces presentara oscilaciones muy amplias alrededor de x x = 0, o 
bien girara sin interruption. Asf pues, la mas pequena perturbation provoca en el pen- 
dulo una desviacion notable desde su position de equilibrio x x = 7r, x 2 = 0. Intuitiva- 
mente se dirfa que el valor de equilibrio x x - 0, x 2 - 0 de (6) es estable, mientras que 
el valor de equilibrio x { = 7r, x 2 = 0 de (6) es inestable. Este concepto se precisara en 
la Section 4.2. 

Por lo regular es muy dificil resolver el problema de la estabilidad ya que no se 
puede resolver (1) en forma explicita. El unico caso posible de analizar es cuando f(f, x) 
no depende explicitamente de /; es decir, cuando f es funcion solamente de x. Las ecua- 
ciones diferenciales que tienen dicha propiedad se denominan autonomas . Aun en el 
caso de ecuaciones diferenciales autonomas hay, en general, solo dos casos en los que 
puede resolverse completamente el problema de la estabilidad. El primero es cuando 
f(x) = Ax y se tratara en la siguiente section. El segundo es cuando se tiene interes 
solo en la estabilidad de la solution de equilibrio de x = f(x). Este caso se tratara en 
la Section 4.3. 

La cuestion 3 es muy importante en muchas aplicaciones, ya que una respuesta a 
la misma es una prediction acerca del comportamiento a largo plazo del sistema en estu- 
dio. En los casos que es posible, se da respuesta a esta cuestion en las Secciones 4.6 
a 4.8, y se aplican los resultados a casos concretos muy importances en las Secciones 
4.9 a 4.12. 


ejercicios 

En cada uno de los Problemas del 1 al 8, determine todos los valores de equilibrio de 
los sistemas de ecuaciones diferenciales dados. 

^~ = x-x 1 -2xy 2. ^ = — pxy + ji 

^=2y-2y 2 -3xy ^=Pxy-yy 
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3. -j- — ax — bxy 

dy , , 

-£ = -cy + dxy 
dl . 2.2 

-dr l + x +y 


4 . 


dx 

Tt=- x ~ xy 

dy 

- = -y-yx 

^jr = 1 - Z + X 

dl 


2 


2 

2 


5. 


dy 

— x sin7ry 


6 . 


dx 

Hi ~ cos y 


dy 

dl 


= smjc — 


1 


*r dx I x 

7 . ^ = 

dy 

-^=x 2 +y(e*~ 1) 
=x + sin^ 


a dx 2 

8 * 


dt 


uk 2 
— = X —y 


- 7 - 

dt 


9. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales 

=ax + by , ^=cx + dy. (*) 

(i) Demuestre que a: = 0, y = 0 es el unico punto de equilibrio de (*) si ad - be* 

0. 

(ii) Demuestre que (*) tiene una recta de puntos de equilibrio si ad - be = 0. 

10. Sean x = x(t), y - y(t) soluciones del problema de valor inicial 


Tt = ~ x ~ y ' Tt =lx ~ y ' *(°)=>(°) = 1 - 

Suponga que se comete un error de magnitud 10" 4 al medir *(0) y 7(0). ^Cual es 
el maximo error que se comete al calcular x(t ), y(t) para 0 < t < 00 ? 

11. (a) Verifique que 

x=( 0 \e~ t 
\ 0 / 

es la solucion del problema de valor inicial 

/ 1 1 / 2 \ / 1 \ 

x-l 2 1 — 1 lx— I 2 \e x(0)= 0 • 

\ —3 2 4/ \— 3/ VO/ 


(b) Sea x = 1 p(t) la solucion de la anterior ecuacion diferencial que satisface la 
condicion inicial 

x(0) = xV(0 |. 

Vo/ 

Demuestre que todas las componentes de \p(t) tienden a infinito, en valor abso- 
luto, cuando t 
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4.2 Estabilidad de sistemas lineales 


En esta seccion se estudia el problema de estabilidad para soluciones de ecuaciones dife- 
renciales autonomas. Sea x = 0(0 una solucion de la ecuacion diferencial 

x = f(x). (1) 

Interesa determinar si 0(0 es estable o inestable. Es decir, si cualquier solucion 0(0 
de (1) que empieza suficientemente cerca de 0(0 en / = 0 permanece cercana a 0(0 
para todo instante posterior t > 0. Se iniciara con la siguiente definicion formal de esta- 
bilidad. 

definicion. La solucion x = 0(0 de (1) es estable si cualquier solucion 
0(0 de (1) que empieza suficientemente cerca de 0(0 en / = 0 permanece cer- 
cana de 0(0 para todo instante posterior t. La solucion 0(0 es inestable si hay 
al menos una solucion 0(0 de (1) que empiece cerca de 0(0 en t = 0, pero no 
permanezca cerca de 0(0 para todo instante despues. Dicho con mas precision, 
la solucion 0(0 es estable si para toda e > 0 existe 5 = 5(e) tal que 

si I'M 0 )- <*>,(0)1 < 5(e). 

para toda solucion 0(0 de (1). 

El problema de la estabilidad puede resolverse por completo para todas las solucio- 
nes de la ecuacion diferencial lineal 

x = Ax. (2) 

Esto no es sorprendente, por supuesto, ya que puede resolverse la ecuacion (2) exac- 
tamente. Se tiene el siguiente teorema de importancia. 

TEOREMA 1. (a) Toda solucion x = 0(0 de (2) es estable si todos los valo- 
res caracteristicos de A tienen parte real negativa . 

(b) Toda solucion x =0(0 de (2) es inestable si al menos un valor caracteristi- 
co de A tiene parte real positiva. 

(c) Supongase que todos los valores caracteristicos de A tienen parte real < 0 
y Xj = i<j { , . . . , X/ = ioi tienen parte real igual a cero . Supongase ademds que 
\j = ioj tiene multiplicidad kj. Eso significa que el polinomio caracteristico de 
A se puede factorizar como 

^(\) = (X-/a,) fc '...(X-/a / )\(X) 

donde todas las raices de q{\) tienen parte real negativa . Entonces toda solu- 
cion x = 0(0 de (1) es estable si A tiene kj vectores caracteristicos , linealmen- 
te independientes para cada valor caracteristico \ = ioj. De otro modo , todas 
las soluciones 0(0 son inestables . 

El primer paso para demostrar el Teorema 1 es mostrar que toda solucion 0(0 es 
estable si la solucion de equilibrio x(0 55 0 lo es, y que toda solucion 0(0 es inestable 
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si x(0 s 0 es tambien inestable. Para elio, sea \ p(t) cualquier solucion de (2). Observese 
que z(0 = 0(0 - 0(0 es nuevamente una solucion de (2). Por lo tanto, si la solucion 
de equilibrio x(0 = 0 es estable, entonces z(0 = 0(0 “ 0(0 sera pequena si z(0) = 
0(0) ~ 0(0) es suficientemente pequena. De modo que toda solucion 0(0 de (2) es esta- 
ble. Por otro lado, supongase que x(0 = 0 es inestable. Entonces existe una solucion 
x = h(0 que es inicialmente muy pequena pero se vuelve muy grande cuando t tiende 
a infinito. La funcion 0(0 = 0(0 + h(0 es claramente una solucion de (2). Mas aun, 
0(0 esta inicialmente muy cerca de 0(0 pero diverge de 0(0 cuando t se incrementa. 
Por lo tanto, toda solucion x = 0(0 de (2) es inestable. 

El siguiente paso en la demostracion del Teorema 1 es reducir el problema de hacer 
ver que son pequenas n cantidades 0,(0, j = 1, al problema mucho mas senci- 

llo de mostrar unicamente que una cantidad es pequena. Tal cosa se logra introducien- 
do el concepto de magnitud (o longitud) de un vector. 

DEFINICION. Sea 


r*i 


x — 


un vector con n componentes. Los numeros x ]f . . ., x n pueden ser reales o 
complejos. Se define la magnitud de x, y se denota por ||x|| como 


Por ejemplo, si 


||x||smax{|x,|,|x 2 | ( ...,|xj}. 


X = 


1 

2 , 


1-3 


entonces || x || = 3 y si 


x = 


1 + 2 / 

2 

-1 


entonces ||x|| = 05. 

El concepto de magnitud de un vector corresponde al concepto de magni- 
tud (o longitud) de un numero. Observese que || x || >0 para cualquier vector 
x y || x || = 0 solamente si x = 0. Observese tambien que 


||Xx|| = max{|Xx,|,...,|Ax rt |} =|A|max{|x,| |x„|} = |X|||x||. 

Observese por ultimo que 

l|x + y||=max{|x,+>- 1 | ) ...,|x n .+>'„|} <max{|xi| + |>',|,...,|x n | + |>'J} 
<max{|x l |,...,|x„|}+max{|>' I |,...,|>', I |} = ||x|| + ||y||. 

Asi pues, la definition realmente coincide con el concepto de magnitud (o lon- 
gitud). 
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En la Seccion 4.7 se da una demostracion geometrica sencilla del Teorema 1 para 
el caso n - 2. La siguiente demostracion es vaiida para cualesquiera n> 

DEMOSTRACldN DEL TEOREMA 1. (a) Toda solucion x = \p(t) de x = Ax es de la 
forma \ p(t) = e Xl \l/(Q). Sea <t>jj(t) el elemento ij de la matriz e Al y y sean t/^, . . . , \p° n las 
componentes de \p(0). Entonces la componente / de \p(t) es 

7 “ l 

Supongase que todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa. Sea 
-«} la mayor de las partes reales de los valores caracteristicos de A. Es posible mos- 
trar facilmente (Ejercicio 17) que para cualquier numero -a, con -ai < -a < 0, 
puede encontrarse un numero K tal que | </>,,(/) | ^ Ke~°“, / > 0. De modo que 

\mo\< i 

7-1 7-1 

para un par de constantes positivas K y a. Ahora bien, \\pj\ < || \f (0) || . Por lo tanto, 

||^(/)|| = max{|^ 1 (/)U...,|^(0!} < 

Sea e < 0 dada. Elijase 6(e) = e/nK. Entonces, ||^(r)|| < e si ||^(0)|| < 6(e) 
y t > 0, ya que 


||^(/)|| < nKe^ at U(0)\\ < nKe/nK= e. 

Por lo tanto, la solucion de equilibrio x (/) = 0 es estable. 

(b) Sea X un valor caracteristico de A con parte real positiva y sea v un vector carac- 
teristico de A con valor caracteristico X. Entonces \p(t) = ce Xt v es una solucion de x = 
Ax para cualquier constante c. Si X es real, entonces v tambien lo es y ||^(0ll = 
|c|e X/ ||v|| . Claramente \\\p(t)\\ tiende a infinito cuando t tiende a infinito, para cual- 
quier eleccion de c # 0, sin importar cuan pequena sea. Por lo tanto, x(/) =0 es inesta- 
ble. Si X = a + i0 es complejo, entonces v = v 1 + /v 2 tambien lo es. En tal caso 

e (a + ip)t( y \ + =se at ( C 0 Si g/ + isenpt)(y l + /v 2 ) 

= e a/ [ (v 1 cos fit — ^sen fit) + / (v 1 sen/?/ + v 2 cos fit) ] 

es una solucion con valores complejos de (2). Por lo tanto, 

^ 1 ( /) = ce ar (v 1 cos fit - v 2 sen fit) 

es una solucion con valores reales de (2), para cualquier eleccion de la constante c. Se 
tiene que || 0 1 (0 1| no esta acotado cuando t tiende a infinito si c y alguno de los vecto- 
res v 1 o v 2 es diferente de cero. Asi pues, x(/) = 0 es inestable. 

(c) Si A tiene kj vectores caracteristicos linealmente independientes para cada valor 
caracteristico X y = ioj de multiplicidad k jy entonces puede encontrarse una constante 
AT tal que |(e A %| ^ A* (Ejercicio 18). En tal caso ||^(/)|| ^ nK\\\{/(0)\\ para toda solu- 
cion \f/(tyde (2). De la demostracion de (a) se sigue entonces inmediatamente que x(/) = 
0 es estable. 
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Por otro lado, si A tiene menos de kj vectores caracteristicos linealmente indepen- 
dientes con valor caracteristico \j = ioj, entonces x = Ax tiene soluciones de la 
forma 

$ ( /) = ce ia >‘ [ v + 1 ( A - iOyI)v ] 

donde (A - ioj\)\ # 0. Si Oj = 0, entonces i HO = c ( v + fAv) toma valores reales. 
Mas aun, ||^(f)|| no esta acotada cuando t tiende a infinito, para cualquier eleccion 
de c # 0. En forma similar, tanto la parte real como la imaginaria de \p(t) no estan aco- 
tadas en magnitud para i/'fO) ^ 0 arbitrariamente pequefto, si Oj £ 0. Por lo tanto, la 
solucion de equilibrio x(/) = 0 es inestable. 

Si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa, entonces toda 
solucion x(r) de x = Ax tiende a cero cuando t tiende a infinito. Esto se sigue inmedia- 
tamente de la estimation || x (r) || < Ke~°“ || x(0) || , la cual se obtuvo en la demostracion 
de la parte (a) del Teorema 1 . Asi pues, no solo es estable la solucion de equilibrio x(/) - 
0, sino que toda solucion i(t) de (2) tiende a ella cuando t tiende a infinito. Este tipo 
de estabilidad tan fuerte se conoce como estabilidad asintotica. 

DEFINICION. Una solucion x = <t>(t) de (1) es asintoticamente estable si es 
estable y si toda solucion \l/(t) que empieza suficientemente cerca de 4>(t) tiende 
a 4>(t) cuando t tiende a infinito. En particular, una solucion de equilibrio \(t) = 
x° de (1) es asintoticamente estable si toda solucion x = de (1) que empieza 
suficientemente cerca de x° en el instante / = 0 no solo permanece cercana a 
x° para todo instante posterior, sino que tiende a x° cuando t tiende a infinito. 

OBSERVACI6N. La estabilidad asintotica de cualquier solucion x = <A(0 de (2) es cla- 
ramente equivalente a la estabilidad asintotica de la solucion de equilibrio \(t) = 0. 

EJEMPLO 1 Determinar si cada una de las soluciones x(/) de la ecuacion diferencial 

-1 0 O' 

x — -2-1 2 x 

-3 -2 -1. 

es estable, asintoticamente estable o inestable. 

Solucion. El polinomio caracteristico de la matriz 

-1 0 O' 

A= -2 -1 2 

.-3 -2 -1. 

CS — 1 —A 0 O' 

p (X) = (det A — \I) = det -2 -1-A 2 

1 -3 -2 -1-A. 

= — (1 +A) 3 — 4(1 +A)= -(1 +A)(A 2 + 2A + 5). 

Por lo tanto, A = -lyX = -l±2/ son los valores caracteristicos de A. Dado 
que los tres valores caracteristicos tienen parte real negativa, se concluye que toda solu- 
cion de la ecuacion diferencial x = Ax es asintoticamente estable. 
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EJEMPLO 2 Demostrar que toda solucion de la ecuacion diferencial 

*-(i 

es inestable 

SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz 

Hi J) 


es 


p (X) = det(A - XI) = det( 1 ~ X j J = ( 1 - X) 2 - 25. 


Por lo tanto, X = 6 y X = -4 son los valores caracteristicos de A. Dado que un 
valor caracteristico de A espositivo, seconcluye que toda solucion x = 0(0 dex = Ax 
es inestable. 


EJEMPLO 3 Demostrar que toda solucion de la ecuacion diferencial 



-3 

0 




es estable pero no asintoticamente estable. 
SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz 



es 

/>(X) = det(A-XI) = det(~* ~3)=X 2 + 6. 


Asi pues, los valores caracteristicos de A son X = ±V6 /. Por lo tanto, por la parte 
(c) del Teorema 1, se tiene que toda solucion x = <j>(t) dex = Ax es estable. Sin embar- 
go, ninguna solucion es asintoticamente estable. Esto se sigue inmediatamente del hecho 
de que la solucion general de x = Ax es 


x(r) 




- V6 senV6 t 
2 cos V6 t 


+ c 


( V6 cosV6 

2senV^6 




:)• 


Por lo tanto, toda solucion x(0 es periodica, con periodo 27 t/>/ 6, y ninguna solu- 
cion x(/) (excepto x(/) = 0 ) tiende a 0 cuando t tiende a infinito. 


EJEMPLO 4 Demostrar que toda solucion de la ecuacion diferencial 


es inestable 
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SOLUCION. El polinomio caracteri'stico de la matriz 

'2-3 0’ 

A = 0 -6 -2 

.-6 0 -3. 

cs 

'2-X -3 0 1 

p (X) = det( A — XI) = det 0 -6-X -2 = -X 2 (X + 7). 

. -6 0 — 3 — X. 

Por lo tanto, los valores caracteristicos de A son X = -7 y X = 0. Cualquier vec- 
tor caracterlstico v de A con valor caracteri'stico 0 debe satisfacer la ecuacion 

' 2 -3 0lf»il [O' 

Av= 0 -6 -2 = 0 ■ 

.-6 0 — 3 J [ ^ 3 J [0. 

Lo anterior implica que = 3u 2 /2 y t> 3 = -3v 2 , de modo que cualquier vector 
caracteri'stico v de A con valor caracteri'stico 0 debe ser de la forma 

3' 

v = c 2 • 

.- 6 . 

Por consiguiente, toda solucion x = <l>(t) de x = Ax es inestable, ya que X = 0 
es un valor caracteri'stico de multiplicidad 2, y A tiene solamente un vector caracteristi- 
co linealmente independiente con valor caracteri'stico 0. 


EJERCICIOS 

Determine la estabilidad o inestabilidad de todas las soluciones de los siguientes siste- 
mas de ecuaciones diferenciales. 


18 (-2 -J) x 1 x ( 2 l) X 

’■H-l 1 ) x L 4 )« 


(-1 

1 

_6 \ 

3 

2 

4 \ 

5. x= 10 

-4 

12 x 

6. x= 2 

0 

2 

l 2 

-1 

1/ 

\4 

2 

3/ 


/ 0 

2 

n 

(-2 

1 


7. x— I -1 

-3 

-1 X 

8. x= -3 

2 

3 

l 1 

1 

-1/ 

l 1 

-1 

-2/ 


9. x — 

0 2 

— 2 0 

0 0 

0 O' 
0 0 
0 2 

x 10. x= 

' 0 2 
-2 0 

0 0 

1 0 

0 1 

0 2 


0 0 

— 2 0 


0 0 

-2 0 
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11. Determine si las soluciones x(t) = 0 y x(t) = 1 de la ecuacion escalar x = x(\ - x) 
son estables o inestables. 

12. Determine si las soluciones x(t) = 0y x(0 = 1 de la ecuacion escalar x = ~x(l - x) 
son estables o inestables. 

13. Considere la ecuacion diferencial x = x 2 . Demuestre que todas las soluciones x(t) 
con a:( 0) > 0 son inestables, mientras que todas las soluciones x{t) con x(0) < 0 
son asintoticamente estables. 

14. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales 

* 2 = -i[^ + ( jc 1 +4jc I) ,/2 ]-<1- (*) 

(a) Demuestre que 

( ) = ( cseriet + d) \ 

\ -*2 ( 0 / \C 2 COs(c/+t/)j 

es una solution de (*) para cualquier election de constantes c y d. 

(b) Suponga que una solution x(r) de (*) esta determinada de manera unica una 
vez que se prescriben x, (0) y x 2 (0). Pruebe que (a) representa la solution gene- 
ral de (*). 

(c) Demuestre que la solution x = 0 de (*) es estable pero no asintoticamente 
estable. 

(d) Demuestre que toda solution x(f) # 0 de (*) es inestable. 

15. Pruebe que la estabilidad de cualquier solution x(r) de la ecuacion no homogenea 
x = Ax + f(t) es equivalente a la estabilidad de la solution de equilibrio x = 0 
de la ecuacion homogenea x = Ax. 

16. Determine la estabilidad o inestabilidad de todas las soluciones x(/) de la ecuacion 
diferencial 



17. (a) Sea /(/) = t a e~ b ', para constantes positivas a y b, y sea c un numero positivo 

menor que b. Demuestre que es posible encontrar una constante positiva K 
tal que |/(0| — Ke~ cl , 0 < t < °°. Sugerencia: Demuestre que f{t)/e~ c! tien- 
de a cero cuando t tiende a infinito. 

(b) Suponga que todos los valores caracterlsticos de A tienen parte real negativa. 
Pruebe que pueden encontrarse constantes positivas K y a tales que 
|(e A ')y| < Ke~ a ‘ para 1 < i,j < n. Indication: Cada una de las componen- 
tes de e A ' es una combination lineal finita de funciones de la forma q(t)e Xl , 
donde q ( t ) es un polinomio en / (de grado < n - 1 ) y X es un valor caracterlsti- 
co de A. 

18. (a) Sea x(0 = e ia '\, a real, una solution con valores complejos de x = Ax. 

Demuestre que tanto la parte real como la parte imaginaria de x(/) son solu- 
ciones acotadas de x = Ax. 

(b) Suponga que todos los valores caracterlsticos de A tienen parte real <0 y que 
X, = ia { , . . ., X/ = io/ tienen parte real igual a cero. Suponga que X y = ioj 
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tiene multiplicidad kj y que A tiene k } vectores caracterfsticos linealmente inde- 
pendientes, para cada valor caracteristico \j, j = 1 , ...,/. Demuestre que es 
posible encontrar una constante K tal que |(e A %| ^ K. 


19. Sea 


y definase ||x||[ = |jcj| + ... + \x„\ . Pruebe que 

(i) || x || , < 0 y || x || , = 0 solo si x = 0 

(ii) || Xx || ) = |\| || x || | 

(iii) || x + y||, < || x || , + || y || i . 


20. Sea 


v. j 

y definase ||x|| 2 = [l-fil 2 + ... + |x„| 2 ] //2 . Demuestre que 

(i) || x || 2 < 0 y || x || 2 = 0 solo si x = 0 

(ii) || Xx || 2 = | X 1 1| x || 2 

(iii) ||x + y|| 2 < II x || 2 + ||y|| 2 . 

21. Muestre que existen constantes M y N tales que 

A/||x||i<||x|b<Af||x|| 1 . 


4.3 Estabiudad de las soluciones de equilibrio 

En la Seccion 4.2 se analizo la sencilla ecuacion x = Ax. La siguiente ecuacion en nivel 
de sencillez es 

x = Ax + g(x) (1) 

donde 

^i(x) 
g(x)= : 

. ^( x ) 

es muy pequeno comparando con x. Concretamente se supone que 

g|(x) g„(x) 

max{|x,|,...,|x„|} max{|x,|,...,|x n |} 

son funciones continuas de x { , que se anulan para x { = ... = x n = 0. Tal 
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cosa siempre ocurre si cada una de las componentes de g(x) es un polinomio en x { , . . . , 
x n que empieza con terminos de orden 2 o superior. Por ejemplo, si 



entonces tanto x { x\/ma.x{\x\\, \x 2 \} y x { x 1 /mAx{\x [ | , |x 2 |} son funciones continuas 
de X\ = x 2 que se anulan para x x = x 2 = 0. 

Si g(0) = 0 entonces x(f) = 0 es una solucion de equilibrio de (1). Seria deseable 
determinar si es estable o inestable. A primera vista parecerfa imposible el hacerlo, ya 
que no puede resolverse exph'citamente la ecuacion (1). Sin embargo, si x es muy peque- 
na, entonces g(x) es muy pequena comparada con Ax. Por consiguiente, parece plausi- 
ble que la estabilidad de la solucion de equilibrio x(/) s 0 de (1) deberfa estar determi- 
nada por la estabilidad de la ecuacion “aproximada” x = Ax. En el siguiente teorema 
se muestra que tal cosa es casi cierta. 


TEOREMA 2. Supongase que la funcion con valores vectoriales 
g( x )/ll x ll — g( x )/max{|^i| \x„\) 

es una funcion continua de X \ , . . . , x n que se anula para x = 0. Entonces 

(a) La solucion de equilibrio x{t) = 0 de{\) es asintoticamente estable si la solu- 
cion de equilibrio x(t) s 0 de la ecuacion “ linealizada ” x = Ax es asintotica- 
mente estable. De manera equivalente , la solucion x(t) = 0 de (1) es asintotica- 
mente estable si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa. 

(b) La solucion de equilibrio x{t) s 0 de (1) es inestable si al menos un valor 
caracteristico de A tiene parte real positiva. 

(c) La estabilidad de la solucion de equilibrio x(t) = 0 de (1) no se puede deter- 
minar a partir de la estabilidad de la solucion de equilibrio x(t) = 0 de x = 
Ax si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real < 0 pero al menos 
un valor caracteristico de A tiene parte real igual a cero. 


DEMOSTRACION. (a) La parte clave en las demostraciones de estabilidad es, muchas 
veces, el uso de la formula de variacion de parametros de la Seccion 3.12. Dicha formu- 
la implica que toda solucion x(0 de (1) puede escribirse en la forma 

x(/) = e A 'x(0)+ f e A(/ ~ s) g (x(s))ds. (2) 

•'o 

Se desea mostrar que ||x(/)|| tiende a cero cuando t tiende a infinito. Para ello, 
recuerdese que si todos los valores caracteristicos o eigenvalores de A tienen parte real 
negativa, entonces es posible encontrar constantes K y a tales que (Ejercicio 17 de la 
Seccion 4.2). 

||e A 'x(0)||<tfe-‘'||x(0)|| 

y 

||e A( '-'>g(x(5))|| < te- a( '-'>||g(x( J ))||. 
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Mas aun, es posible encontrar una constante positiva a tal que 

IIS(x)||<^||x|| if ||xj| < cr. 

Esto se sigue inmediatamente de la suposicion de que g(x)/||x|| es continua y se 
anula en x = 0. Por consiguiente, la ecuacion (2) implica que 

IWOII < lk A 'x(0)||+ /' , ||e A<, ' J) g(x(5))||^ 

J o 

</re-“'||x(0)|| + |jr , e-“('-*>||x(5)||^ 

mientras ||x(s)|| < a, 0 < 5 < t. A1 multiplicar por e al ambos lados de la desigual- 
dad se obtiene 

e“'||x(r)|| < AT||x(0)|[ + | £e*'||x(5)|| ds. (3) 

La desigualdad (3) puede simplificarse haciendo z(t) = e a ' ||x(r)|| , 
z(/)<*i|x(0)ii + |jf'z(*)*. 

Pareceria propio derivar con respecto a t ambos lados de (4). Sin 
posible, en general, derivar ambos lados de una desigualdad sin alterar 
dificultad puede evitarse con el siguiente artificio. Hagase 

u (0=§f o ' z ( s ) d s- 

Entonces 

dU(t) a a a 

-^ = fz(0<f*||x(0)ll + ft/(0 

o bien 

^ -§[/(, )<f ||*(0)||. 

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por el factor de integracion e~ at/ 2 se 
obtiene 

o bien 

^e-“'/ 2 [(/(0 + *||x(0)||]<0. 

Por consiguiente, 

e- a, / 2 [U(t) + K\\x(0)\\]<U(0) + K\\x(0)\\ = K\\x(0)l 

de modo que U(t) < —AT || x(0) || + A'||x(0)||e°'' /2 . Regresando ahora a la desigualdad 
(4) se ve que 

iix(OI| = e-“'z(r)<e- a '[/n|x(0)||+t/(r)] 

< /q|x(0)||e-°'/ 2 


ya que entonces 

( 4 ) 

embargo, no es 
su sentido. Esta 


( 5 ) 
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mientras ||x(s)|| < <r, 0 < 5 < t. Ahora bien, si ||x(0)|| < a/K, entonces la desigual- 
dad (5) garantiza que ||x(/)|| < a para todo instante posterior t . Por io tanto, la desi- 
gualdad (5) es cierta para toda t > 0 si ||x(0)|| < o/K. Por ultimo, observese que de 
(5) se deduce que ||x(/)|| < AT || x (0) || y || x(t) || tiende a cero cuando t tiende a infinito. 
Por lo tanto, la solucion de equilibrio x(r) = 0 de (1) es asintoticamente estable. 

(b) La demostracion de (b) es demasiado dificil para presentarla aquf. 

(c) Se daran dos ecuaciones diferenciates de la forma (1) para las cuales el termino no 
lineal g(x) determina la estabiiidad de la solucion de equilibrio \{t) = 0. Considerese 
primero el sistema de ecuaciones diferenciales 


dx x 

nr 


= x 2 — x 


(xt + xl), 


La ecuacion linealizada es 


dx 2 

nr 


= -x x -x 2 (x] + xl). 


±l x \\ = ( 0 

dt\x 2 ) l-l 



y los valores caracteristicos de la matriz 


( 



i 

0 


) 


( 6 ) 


son ±i. Para analizar el comportamiento del sistema no lineal (6) se multiplica la prime- 
ra ecuacion por x x , la segunda ecuacion por x 2 y se suman; eso da como resultado 

--W+4)’. 

Pero 


Por lo tanto, 


Esto implica que 


dx { 

nr 


JL. X d* 2 = ^ ^ ( x 2 1 x 2\ 

2 dt 2 dt^ X 2 >- 


J t (x] + x\)= - 2{x] + x\f. 


*?(') + *2 (') = 


c 

1+2 ct' 


donde 


c = x 2 ( 0) + x 2 (0). 


Asf pues, A'? (/) + xj(0 tiende a cero cuando t tiende a infinito para cualesquiera 
soluciones x x (r), x 2 (0 de (6). Mas aun, el valor de xj + x\ en cualquier tiempo t es 
siempre menor que su valor en t = 0. Se concluye, por lo tanto, que x x (t) = 0, x 2 {t) = 
0 es asintoticamente estable. 

Por otra parte, considerese el sistema de ecuaciones 


d^ 

dt 


X 2 + X \(X 2 [ + x l). 


dx 2 

nr 


x x -x 2 (x 2 + x 2 ). 


( 7 ) 
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En este caso la linealizacion es tambien 



1 

0 


) X . 


Sin embargo, en este caso, (d/dt)(x ] + x\) = 2(x\ + x\) 2 . Esto implica que 

*?(') + *!(')” !_ C 2cr ’ c = xj (0) + (0)- 

Notese que cualquier solucion x^/), x 2 (t) de (7) con xf(0) + x 2 (0) ^ 0 tiende a infi- 
nito en algun instante dado. Se concluye, por lo tanto, que la solucion de equilibrio 
x, (0 s 0, x 2 (0 = 0 es inestable. 


Ejemplo i Considerese el sistema de ecuaciones diferenciales 

dx x 


dt 

dx 2 

nr 

dx 3 

dt 


= — 2xj + x 2 4- 3x 3 + 9x 2 
= -6x 2 — 5x 3 + 7x| 


— x 2 + x^ 4* x 2 . 


Determinar, en lo posible, si la solucion de equilibrio x^O = 0, x 2 (t) = 0, x 3 (0 = 0 es 
estable o inestable. 

SOLUCION. Expresese el sistema en la forma x = Ax + g(x) donde 


x = 

■*r 

X 2 

, A = 

' -2 

0 

1 

-6 

3' 

-5 

II 

/- — s 

'WD 

9xl 

lx] 


X >. 


0 

0 

-1 


x\ + x\ 


La funcion g(x) satisface las hipotesis del Teorema 2 y ios valores caracteristicos 
de A son -2, -6 y -1. Por lo tanto, la solucion de equilibrio x(0 2 0 es asintoticamente 
estable. 


El Teorema 2 sirve para determinar la estabilidad de las soluciones de equilibrio 
de ecuaciones diferenciales autonomas arbitrarias. Sea x° un valor de equilibrio de la 
ecuacion diferencial 

x = f(x) (8) 

y hagase z (t) = x(t) - x°. Entonces 

z = x = f(x° + z). (9) 

Por supuesto que, z(0 = 0 es una solucion de equilibrio de (9) y la estabilidad de 
x(t) = x° es equivalente a la estabilidad de z(t) = 0. 

Como siguiente paso se mostrara que f(x° + z) = Az + g(z), donde g(z) es peque- 
na comparada con z. 


Lema 1. Supongase que f(x) tiene dos derivadas parciales continuas con res- 
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pecto a cada una de sus variables X\ 9 . . . , x n . Entonces f(x° + z) puede escri- 
birse en la forma 

f(x° + z) = f(x°) + Az + g(z) (10) 

donde g(z)/max{|zi | , ...» |zj} es una funcion continua de z que se anula 
para z = 0. 


DEMOSTRACION #1 . La ecuacion (10) es consecuencia inmediata del Teorema de Tay- 
lor, el cual establece que cada una de las componentes fj(x° + z) de f(x° + z) puede 
escribirse en la forma 


f J (\° + z)=f J (x°) + 




3x, 


z,+ 


4- • 


dx„ 


Zn+gji*) 


donde gj (z)/max{ | Z\ | , . . . , | z n | } es una funcion continua de z que se anula para z = 0. 
Por lo tanto, 

f(x° + z) = f(x°) + Az + g(z) 

donde 


a/,(x°) 

a/,(x°) 

3x 1 

ax„ 

a/„(x°) 

a/ n (x°) 

3xj 

dx n 


DEMOSTRACION #2. Si cada una de las componentes de f(x) es un polinomio (posi- 
blemente infinito) en X\ , . . . , x n , entonces cada una de las componentes de f(x° 4 z) 
es un polinomio en Z\ 9 . . a n . De modo que 

f J (x o +z) = a J0 + a Jl z l + ... +a jn z n +gj(z) (11) 


donde gj( z) es un polinomio en Z\, • • z n que empieza con terminos de orden dos. 
Haciendo z = 0 en (11) se obtiene /}(x°) - a j0 . Por lo tanto, 


f (x° + z) = f(x°) + Az 4* g(z), 



a \ n) 


y cada una de las componentes de g(z) es un polinomio en Z\ , . . . , z n , que empieza 
con terminos de orden dos. □ 


El Teorema 2 y el Lema 1 proporcionan el siguiente metodo para determinar si una 
solucion de equilibrio x(/) = x° de x = f(x) es estable o inestable: 

1. Expresar z = x — x°. 

2. Escrfbase f(x° 4 z) en la forma Az 4- g(z), donde g(z) es un polinomio en Z \ , ...» 
z n con valores vectoriales, que empieza con terminos de orden dos o mayor. 
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3. Calcular los valores caracteri'sticos de A. Si todos Ios eigenvalores de A tienen parte 
real negativa, entonces x(t) = x° es asintoticamente estable. Si algun valor caracte- 
ristico de A tiene parte real positiva, entonces x(/) = x° es inestable. 


EJEMPLO 2 Encontrar todas las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones 
diferenciales 


dx 

~dt 


l -xy> 


<fy_ 

dt 


— x —y 


( 12 ) 


y determinar (si fuera posible) su estabilidad o su inestabilidad. 

Soluci6n. Las ecuaciones \-xy = 0yx-y l = 0 implican que jc = 1, y = 1, 
o bien * = -1, y = -1. Por lo tanto, x(t) = 1, y(t) = 1 y x(t) = -1, y(t) = -1 son 
las unicas soluciones de equilibrio de (12). 

(i) *(/) = 1, y(t) = 1: Hagase u = x-\ y v-y-\, Entonces 


^ ~^ = \-{\ + u)(\ + v)=-u-v-uv 

= ^=(l + tt)-(l + u) 3 = K-3«-3u 2 -t> 3 . 
Este sistema se puede escribir en la forma 



La matriz 

h 1 :J) 

tiene solamente un valor caracteristico X = -2, ya que 


det ( \ X _ 3 l A ) = ( l+ ^)(3 + A) + l=(A + 2) 2 . 


Por lo tanto, la solution de equilibrio x(t) = l,y(t) s 1 de (12) es asintoticamente 
estable. 

(ii) x(t) = -1, y(t) = -1: Hagase w = x + 1, v = y + 1. Entonces, 


~[{ := ^ = l -( u - { )( v - x ) = u + v- uv 

= 0 “ \)-(v-l? = u-3v+3v>-c\ 


Este sistema puede expresarse en la forma 


d_ 

dt 



1 

-3 



)• 


Los valores caracteri'sticos de la matriz 
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son Xj = -1 - y/S 9 cuya parte real es negativa, y X 2 = ~1 + V5, cuya parte real es 
positiva. Por lo que la solucion de equilibrio x(t) = -1, y(t) = -1 de (12) es inestable. 


EJEMPLO 3 Encontrar todas las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones 
diferenciales 


-^-=sen(x+>')> 



(13) 


y determinar si son estables o inestabies. 

SOLUCION. Los puntos de equilibrio de (13) estan determinados por las dos ecuacio- 
nes sen(x + y) = 0 y e x - 1 =0. Esta segunda ecuacion implica que * = 0 y la pri- 
mera ecuacion implica entonces que x + y = n n, n un entero. Por consiguiente, x(0 = 
0, j y(t) s /nr, n = 0, ±1, ±2, . . son las soluciones de equilibrio de (13). Haciendo 
u = x, v = y — /? 7r, se obtiene 

du / , , \ dv u t 

— =sen(u + u + rm), — = e — 1. 


Ahora bien, sen(w + v 4- nir) = cos nir sen(u + v) = (-l)' z sen(w 4- v). Por lo 
tanto, 


du 

dt 


= (- l)' , sen(w+ v). 


Observese ademas que 


(u + vf 

sen(u + u) = w + f- . 


Por consiguiente, 


dv 

dt 


= e u -\. 




/ ^ ( w+u ) 3 , 
( u + v ) jj + 


= j + 


— = W 4“ 
dt 2! 


Es posible entonces expresar el sistema en la forma 

(”1) terminos de orden 2 o 

dt' v ' \ i 0 r v superior, en u y en v 

Los valores caracteristicos de la matriz 

((- 0 " (- 0 *| 

son 

, (-I) n -Vl+4(-l 7 , (-l)"+Vl+4(-l)" 

A, = 2 ’ 2 2 ’ 


Cuando n es par, X, = (1 - VI)/ 2 es negativa, y X 2 = (1 + VI)/ 2 es positiva. Por con- 
siguiente, x(0 s 0, y(t) s ni es inestable si n es par. Si n es impar, tanto X, = 
(-1 - VI 0/2 como X 2 = (“1 + VI 0/2 tienen parte real negativa. Por lo tanto, la 
solucion de equilibrio x(t) = 0, >(0 = nir es asintoticamente estable si n.e s impar. 
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EJERCICIOS 


Halle todas las soluciones de equilibrio de cada uno de los siguientes sistemas de ecua- 
ciones y determine, en lo posible, si son estables o inestables. 


1. x ~ x — x 3 — xy 2 
y — 2y — y 5 — yx 4 

4. x — 6x — 6x 2 — 2 xy 
y = 4y - 4y z — 2xy 


x = x 2 +y 2 - 1 
y = x 2 —y 2 


5. x = tan (x+ 7 ) 
y~x + x 3 


3. x — x 2 -\-y 2 - 1 

6. x~e y — x 
y = e x +y 


Verifique que el origen es un punto de equilibrio de cada uno de los siguientes sistemas 
de ecuaciones y determine, en lo posible, si es estable o inestable. 


7. x=y + 3x 2 
y = x-3y 2 


8. x —y -I- cos^v — 1 
y = —sen* 4* x 3 


9. x= e x+y — 1 
y =sen(x +>>) 


10. * = ln(l + x+y 2 ) 
y = — y 4- x 3 

12. * = 8x-3.y4-^-l 
y =sen* 2 -ln(l - * -y) 


11. * = cosy —sen* — 1 
y = x-y-y 2 

13. ;c= -x-y-(x 2 +y 2 )^ 2 
y = x-y + (x 2 +y 2 ) 2/2 


y =y + z — x 2 
z = z — x+y 2 

16. * = ln(l — z) 
>5 = ln(l — jc) 
i = ln(l —y) 


15. x = e x+y+: — 1 


y =sen(* +y 4-z) 
i = x-y-z 2 


17. x — x — cosy — z 4- 1 

y — y COS Z — X 4- 1 
i = z — cos*— y 4- 1 


18. (a) Encuentre todas las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferen- 
ciales 


dx 

dt 


~gZ— hXy 


dy _ c , 

dt a + bx kp’ 


dz 

dt 


= ey —fz. 


(este sistema es un modelo para el control de sintesis de proteinas.) 

(b) Determine la estabilidad o inestabilidad de dichas soluciones si alguno de los 
valores g, e, o c es igual a cero. 


4.4 El PLANO FASE 


En esta seccion se inicia el estudio de la teoria “geometrica” de ecuaciones diferencia- 
les. Para simplificar, se supondra en la mayorfa de los casos que n = 2. El objetivo 
es obtener una descripcion tan completa como sea posible de todas las soluciones del 
sistema de ecuaciones diferenciales 


dt 






(i) 
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Con este objeto, observese que toda solution x = x(t), y = y(t) de (1) define una 
curva en el espacio tridimensional t , x, y. Es decir, el conjunto de todos los puntos 
(t, x(t), y( 0) describe una curva en el espacio tridimensional t , x, y. Por ejemplo, la 
solution .v - cos t, y = sen t del sistema de ecuaciones 

dx 

_ = _^ _=* 

describe una helice (Fig. 1) en el espacio (t, x, y). 

La teoria geometrica de las ecuaciones diferenciales empieza con la importante obser- 
vation de que toda solution x = x(r), y = y(t), t 0 </</,, de (1), tambien define 
una curva en el piano xy. De hecho, conforme t aumenta de t 0 a t { , el conjunto de pun- 
tos (x(0, y{t)) describe una curva C en el piano xy. Dicha curva se conoce como orbita 
o trayectoria de la solution x = x(t) y y = y(t). El piano xy se denomina piano fase 
de las soluciones de (1). De manera equivalente, la orbita de x(0, y(t) puede considerar- 
se la trayectoria que describe la solution en el piano xy. 



Figura ^ . Grafica de la solution x = cos t, y = sen t. 

Ejemplo i Es posible verificar facilmente que x = cos t, y = sen t es una solucion 
del sistema de ecuaciones diferenciales x = -y, y - x. Conforme t aumenta de 0 a 2ir, 
el conjunto de puntos (cos t, sen t) describe la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 en 
el piano xy. Por lo tanto, dicha curva x 2 + y 2 = 1 es la orbita de la solucion x = cos t, 
y = sen t, 0 < / < 2x. Conforme t aumenta de 0 a infinito, el conjunto de puntos 
(cos t , sen t ) describe la misma circunferencia un numero infinito de veces. 

Ejemplo 2 Puede verificarse facilmente que x = e 1 cos t,y ~ e ( scnt, < t < 
00 , es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales dx/dt = -x - y, dy/dt = 
x - y. Conforme ( v a de — 00 a el conjunto de puntos (e -/ cos t f e~ l sen t) describe 
una espiral en el piano xy. Por lo tanto, la orbita de la solucion x = e~* cost, y = 
e _/ sen t es la espiral que se muestra en la Figura 2. 

Ejemplo 3 Es posible verificar facilmente que x — 3/ + 2, y = 5/ + 7, — 00 < 
t < es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales dx/dt = 3, dy/dt = 5. 
Conforme t va de a el conjunto de puntos (3/ + 2, 5/ + 7) describe una recta 
que pasa por el punto (2, 7) con pendiente f . Por lo tanto, la orbita de la solucion 
* = 3t + 2, y = 5t + 7 es la recta y = f (x — 2) + 7, -<» < x < 
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FlGURA 2. Orbita de x = e 1 cos /, y - e 1 sen /. 


EJEMPLO 4 Puede verificarse facilmente que x = 3t 2 + 2, y = 5/ 2 + 7, 
0 < t < oo es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales 

Yt = 6[ (y ~ 7 >/5 ] ' /2 . % = 10[ (x - 2)/3 ] 1/2 . 

Todos los puntos (3 1 2 + 2, 5t 2 2 + 7) se encuentran sobre la recta de pendiente \ 
que pasa por (2, 7). Sin embargo, x siempre es mayor que o igual a 2, y y siempre es 

mayor que o igual a 7. Por lo tanto, la orbita de la solucion x = 3t 2 + 2, y = 5 r + 

7, 0 < t < oo, es la recta y - f (x - 2) + 7, 2 < x < oo. 

EJEMPLO 5 Puede verificarse facilmente quex = + 2 , 7 = 5t 2 + 7, -» < / < 

00 , es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales 




l(*-2) 2 -4, 


<ty 10, -s 


La orbita de dicha solucion es el conjunto de todos los puntos (x, y) = 
(3 1 + 2, St 2 4- 7). Introduciendo t = | (x ~ 2) se ve que^ = f (x - 2) 2 + 7. Porlo 
tanto, la orbita de la solucion x = 3/4- 2, >> = 5/ 2 4- 7 es la parabola y = 
f(*-2) 2 + 7, |at| < oo. 


Una de las ventajas de considerar la orbita de la solucion y no la solucion misma 
es que, con frecuencia, es posible obtener la orbita de una solucion sin conocimiento 
previo de la solucion. Sea x = x(/), y = y(t) una solucion de (1). Si x'(t) es diferente 
de cero en / = /, , entonces se puede resolver con / = t(x) en una vecindad o entorno 
del punto x x = x(/i) (Ejercicio 4). Asi pues, para / cerca de t { , la orbita de la solucion 
x(0, y(0 es la curva y = y(/(x)). Observese ademas que 

dy_ (ty_ d[ dyj_d}_ gjxj) 
dx dt dx dx/dt f(x,y) 
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Asi pues, las orbitas de las soluciones x = x{t), y = y(t) de (1) son las curvas solu- 
ciones de la ecuacion escalar de primer orden 

= gi±y) (2) 

dx ' 

De modo que no es necesario encontrar una solucion x(t), y(t) de (1) para calcular 
su orbita, s61o se necesita resolver la ecuacion diferencial escalar de primer orden (2). 

OBSERVACldN. A partir de este momento se usara la frase “las orbitas de (1)” para 
denotar la totalidad de orbitas de las soluciones de (1). 


EJEMPLO 6 Las orbitas del sistema de ecuaciones diferenciales 


dx 

dt 


=y\ 


<fy_ 

dt 


= X 


2 


(3) 


son las curvas soluciones de la ecuacion escalar dy/dx = x 2 /y 2 . Esta ecuacion es de 
variables separables, y puede verse facilmente que todas las soluciones son de la forma 
= (* 3 - c) v \ c constante. Asi que las orbitas de (3) son el conjunto de todas las 
curvas y = (x 3 - c) A . 


EJEMPLO 7 Las orbitas del sistema de ecuaciones diferenciales 

^=y{\+x 2 +y 2 ), ^• = -2x(l + ;c 2 +>' 2 ) (4) 

son las curvas soluciones de la ecuacion escalar 

dy 2x([ + x 2 +y 2 ) _ 2 x 

dx y(\+x' i +y 2 ) y ' 

Esta ecuacion es separable y todas las soluciones son de la forma \y 2 + x 2 = c 2 . Por 
lo tanto, las orbitas de (4) son la familia de elipses 5 y 2 + x 2 = c 2 . 


ADVERTENCIA. Una curva solucion de (2) es una orbita de (1) solo si dx/dt y dy/dt 
son distintas de cero simultaneamente a lo largo de la solucion. Si una curva solucion 
de (2) pasa por un punto de equilibrio de (1), entonces la curva solucion completa no 
es una orbita. Se trata mas bien de la union de varias orbitas distintas. Por ejemplo, 
considerese el sistema de ecuaciones diferenciales 

±--y(l-x‘-y‘). (5) 

Las curvas soluciones de la ecuacidn escalar 

dy/dt ^ 

dx dx/dt y 

son la familia de circunferencias concentricas x 2 + y 2 = c 2 . Observese, sin embargo, 
que todo punto de la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 es un punto de equilibrio 
de (5). De modo que las orbitas de este sistema son las circunferencias x 2 + y 2 = c 2 , 
para c # 1 , y todos los puntos de la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 . De manera 
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similar, las orbitas de (3) son las curvas y = (x 3 - c) v \ c ^ 0; las semirrectas y = x, 
x > 0, asf como y = x, x < 0, y el punto (0, 0). 

En general, no es posible resolver exph'citamente la Ecuacion (2). Por consiguiente, 
tampoco lo es, en general, encontrar las orbitas de (1). Sin embargo, si es posible obte- 
ner una description precisa de las orbitas de (1). Tal cosa se puede debido a que el siste- 
ma de ecuaciones diferenciales (1) determina un campo de direcciones en el piano xy. 
Es decir, el sistema de ecuaciones diferenciales (1) indica cuan rapido se mueve una solu- 
tion a lo largo de su orbita, y en que direccion se mueve. Dicho con mas precision, 
sea x = *(/), y = y{t) una solucion de (1). Conforme t aumenta, el punto (*(/), y(t)) 
se mueve a lo largo de la orbita de dicha solucion. Su velocidad en la direccion x es 
dx/dt ; y en y es dy/dt y la magnitud de su velocidad es [{dx(t)/dt ) 2 + (dy(t)/dt) 2 ]' /: . 
Pero dx(t)/dt = /(x(r), y(0) y dy(t)/dt = g(x(t, y(t)). Por lo tanto, en cada punto 
(x, y) del piano fase de (1) se conoce (i) la tangente a la orbita en ( at , y) (la recta que 
pasa por (x, y) con numeros directores f(x , y) y g(x, y) f respectivamente, y (ii) la mag- 
nitud de la velocidad (o rapidez) [ f 2 (x , y) 2 g 2 (x, y)] \ con la que la solucion recorre 
su orbita. Como se vera en las secciones de la 4.8 a la 13, esta informacion frecuente- 
mente puede servir para obtener propiedades importantes de las orbitas de (1). 

La nocion de orbita puede extenderse facilmente al caso n > 2. Sea x = x(r) una 
solucion de la ecuacion diferencial vectorial 



■*. - 


/ 1 (-**.- 


x = f(x), X = 

- x * . 

II 

H 

/ 



en el intervalo t 0 < t < Conforme t aumenta de t 0 a t x , el conjunto de puntos 
(*! (0, . . • , x n (0) describe una curva C en espacio de dimension n x { , x 2 , . . . , . Esta 

curva es la orbita de la solucion x = x(r), para t 0 < t < t , , y el espacio de dimension 
n, x {y . . ., x n , es el piano fase de las soluciones de (6). 


ejercicios 

En cada uno de los Problemas 1 a 3, verifique que x(r), y(0 es una solucion del sistema 

de ecuaciones dado. Encuentre tambien su orbita. 

1. x=l, ^ = 2(1— x)sen( 1 — x) 2 2. x — e~ x y y = e e *~ ] 

x(/)=l-f/, >'(/) = cost 2 x(/) = ln(l + /), y( t) = e* 

3. x=l+x 2 , y =(1 + x 2 )sec 2 x 
x(r) = tan/, 7 (/) = tan(tan/) 

4. Suponga que x'(^) ^ 0. Demuestre que es posible resolver la ecuacion x = x(t) 

para t = t{x) en la vecindad del punto X\ = Sugerencia : Si x'(/i) 0, enton- 

ces x(t) es una funcion monotona creciente o monotona decreciente de t en la vecin- 
dad de t = /j . 

Encuentre las orbitas de cada uno de los siguientes sistemas. 
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5. x=y, 
y=-x 

7. x=y(\ + x+y ), 

7 = — x(l + x+y) 

9. ;c— jtye” 3x , 
y= - 2xy 2 

11. x — ax — bxy , 
y = cjc — dxy 
(a, fr, c, d positivas) 

13. x = 2x^, 

u= v ^ ^ 


6. -x=y(l + x 2 +y 2 ), 
y = — x(l + x 2 +y 2 ) 

8. x—y + x^y, 

y = 3x + xy 2 

10. x = 4y, 
y = x + xy 2 

12. ;c = x 2 + cosy, 
y=-2xy 

14. x=y+senx, 
y — x — y cos x 


4.5 Teorias matematicas de la guerra 


4 . 5.1 La teorfa del conflicto de L.F. Richardson 

En esta section se eiaborara un modelo matematico que describe ia relation entre dos 
paises, cada uno de ellos decidido a defenderse contra un posible ataque del otro. Ambos 
consideran como real la posibilidad de que ocurra un ataque entre si, y por ello basan 
su temor en la predisposition del otro en gastar en armamento. El modelo se basa en 
el trabajo de Lewis Fry Richardson. No se trata de hacer afirmaciones con base cientifi- 
ca en relation con la politica exterior, o predecir en que fecha se iniciara el siguiente 
gran conflicto belico. Tal cosa es, por supuesto, imposible. Se trata de una description 
de lo que 1a gente haria si no dejara de pensar. Como Richardson mismo asevera: “<,Por 
que tantas naciones, aunque no lo deseen, aumentan constantemente sus armamentos 
como si estuvieran movidas mecanicamente a hacerlo? Porque, segun opino, siguen sus 
tradiciones rigidas y sus instintos mecanicos y porque aun no han hecho un esfuerzo 
intelectual y moral suficientemente intenso para controlar la situation. El proceso que 
se describe en seguida con las ecuaciones no debe entenderse como inevitable. Es lo que 
ocurriria si se permitiera al instinto y la tradition actuar sin control. 

Denotese por x = x(t) al potential belico, o armamento, del primer pais, al cual 
se llamara Acalandia (o “Tierra de aca”), y sea_y(0 al potential belico del segundo 
pais, el cual se denominara Allalandia (o “Tierra de alia”). La rapidez de variation 
de x(0 depende obviamente de la predisposition belica y(t) de Allalandia y del temor 
que Acalandia siente hacia aquel pais. En un modelo sencillo se representaran estos ter- 
minos por ky y g , respectivamente, donde k y g son constantes positivas. Ambos termi- 
nos provocan un incremento en x. Por otro lado, los costos del armamento tienen un 
efecto restrictive sobre dx/dt, Dicho efecto se representara por -ax, donde a es una 
constante positiva. Un analisis similar se cumple para dy/dt . Por consiguiente, x = x(t ), 
y = y(t) es una solution del sistema lineal de ecuaciones diferenciales 

dy 

J r= t X -f$y + h . 
dt ^ 


-=ky-ax + g, 


( 1 ) 
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OBSERVACION 1 . Ei modelo (1) no se limita a dos naciones; tambien puede repre- 
sentar la relacion entre dos alianzas de naciones. Por ejemplo, Allalandia y Acalandia 
pueden representar, respectivamente, la alianza de Francia con Rusia, y de Alemania 
con Austria-Hungria durante los anos que precedieron a la Primera Guerra Mundial. 

A traves de la historia ha habido constantes discusiones acerca de las causas de la 
guerra. Hace mas de dos mil anos Tucidides afirmo que el armamento provoca guerras. 
En su resena sobre la guerra del Peloponeso escribe: “Creo que la causa ateniense, lo 
que alarmo a los espartanos o lacedemonios obligandolos a ir a la guerra”. Sir Edward 
Grey, el secretario del exterior del gobierno ingles durante la Primera Guerra Mundial, 
es de la misma opinion. Escribe: “El incremento en el armamento, el cual supuesta- 
mente deberia producir en cada nation consciencia de fortaleza y sensacion de seguri- 
dad, no ocasiona tales efectos. Por lo contrario, genera una consciencia de la fortaleza 
del otro pais y una sensacion de miedo. El gran acopio de armas en Europa y el senti- 
miento de inseguridad y miedo causado por el, fue lo que hizo inevitable el conflicto. 
Esa es la realidad del origen de la Gran Guerra”. 

Por otro lado, L.S. Amery, un miembro del parlamento britanico durante la deca- 
da de 1930, no comparte tal parecer. Cuando la opinion de Sir Edward Grey fue citada 
en la Camara de los Comunes, Amery replied: “Con el debido respeto que se merece 
la memoria de un eminente estadista, considero que tales afirmaciones son completa- 
mente equivocadas. El armamento no fue sino el sintoma de la pugna de ambiciones 
e ideales de aquellas fuerzas nacionalistas que dieron origen a la conflagracion. La gue- 
rra se desencadeno debido a que Serbia, Italia y Rumania deseaban desesperadamente 
incorporar a su territorio regiones que pertenecian en aquel entonces al Imperio Aus- 
trohungaro y las cuales no estaba este dispuesto a ceder sin luchar. Francia estaba pre- 
parada, en caso de que se presentara la ocasion, para tratar de recuperar la region de 
Alsacia-Lorena. Fue en estos hechos, en el insoluble conflicto de ambiciones, y no en 
el armamento mismo, donde residfan las causas de la guerra.” 

El sistema de ecuaciones (1) tiene en cuenta ambas teorias de conflicto. Tucidides 
y Sir Edward Grey tomarian g y h pequenas comparadas con k y /, mientras que Mr. 
Amery tomaria k y / pequenas en comparacion con g y h. 

El sistema (1) tiene varias implicaciones importantes. Supongase que tanto g como 
h son iguales a cero. Entonces x(/) = 0, y(t) = 0 es una solucion de equilibrio de (1). 
Es decir, si x, y, g y h son iguales a cero simultaneamente, entonces x(t) y y(t) permane- 
ceran tambien iguales a cero. Esta situacion ideal constituye una paz permanente al esta- 
blecer el desarme y favorecer la calma y la satisfaction. Ha existido desde 1817 en la 
frontera entre Canada y los Estados Unidos, y desde 1905 en la frontera entre Noruega 
y Suecia. 

Las ecuaciones implican, ademas, que un desarme mutuo sin confianza reciproca 
no es permanente. Supongase que x y y se anulan simultaneamente en algun tiempo 
/ = t 0 . En ese momento dx/dt = g y dy/dt = h. Asi pues, xy y no seran iguales a 
cero si g y h son positivas. En vez de ello, ambos paises volveran al camino de las armas. 

La condition de desarme unilateral corresponde a hacer = 0 en un cierto tiempo. 
En tal momento, dy/dt = lx + h. Eso implica que y no permanecera nula si alguno 
de los valores xo/ies positivo. Asi pues, el desarme unilateral nunca es permanente. 
Esto coincide con el hecho historico de que Alemania, cuyo ejercito fue reducido a 100000 
efectivos por el Tratado de Versalles, un nivel muy por abajo de varios de sus vecinos, 
favorecio en su rearme durante los anos 1933-1936. 
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Una carrera armamentista se presenta cuando los terminos de “defensa” predomi- 
nan en (1). En tal caso 


dx = 
dt 

Toda solucion de (2) es de la forma 



( 2 ) 


Por lo tanto, x (/) y y(t) tienden a infinito si A es positiva. Este hecho puede ser inter- 
pretado como “guerra”. 

Ahora bien, el sistema de ecuaciones (1) no es totalmente correcto, ya que no toma 
en cuenta la cooperacion ni el intercambio comercial entre Allalandia y Acalandia. Como 
se puede ver actualmente, la cooperacion entre paises tiende a disminuir los temores 
y sospechas. El modelo puede corregirse cambiando el significado de x(t) y y(t). Consi- 
derense las variables *(0 y y{t) como “amenazas” menos “cooperacion”. Concreta- 
mente, hagase jc = U - U 0 y y = K- F 0 , donde U es el presupuesto de defensa de 
Acalandia, V es el presupuesto de defensa de Allalandia, U 0 es la cantidad de bienes 
que Acalandia exporta a Allalandia, y V 0 es la cantidad de bienes que Allalandia expor- 
ta a Acalandia. Notese que la cooperacion incita a la cooperacion reciproca, del mismo 
modo que el armamentismo provoca mas armamentismo. Ademas, los paises tienden 
a reducir su cooperacion en la medida que conlleva gastos. Asi que el sistema de ecua- 
ciones (1) describe aun el caso mas general de relaciones. 

El sistema (1) tiene una sola solucion de equilibrio 

kh + fig lg + ah 

x - x °-^ki- y ~ y °~w r ki < 3 > 

si a; 6 - kl ¥= 0. Lo que interesa ahora es determinar si la solucion de equilibrio es esta- 
ble o inestable. Para ello, escribase (1) en la forma \v = Aw + f, donde 



La solucion de equilibrio es 



siendo Aw 0 + f = 0. Tomando z = w - w 0 se obtiene 

z = w = Aw + f = A(z + w 0 ) 4- f = Az + Aw 0 + f = Az. 

Claramente, la solucion de equilibrio w(/) = w 0 de w = Aw + f es estable si y 
solo si z = 0 es una solucion estable de z = Az. Para determinar la estabilidad de z = 
0 se calcula 
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Las rai'ces de p(\) son 


-(« + /3 ) ± [(a + /3) 2 -4(a/3 -/;/)] 


1/2 


— (a + /?)±£(a-/3) 2 + 4/c/j 


i/2 


Notese que las dos rai'ces son reales y diferentes de cero. Mas aun, ambas son nega- 
tivas si a/3 - kl > 0, y una raiz es positiva si a(3 - kl < 0. Asi pues, z(t) = 0 y, por 
consiguiente, la solution de equilibrio x(r) == x 0 , y(t) = y 0 , es estable si a(3 - kl > 0, 
e inestable si a/3 - kl < 0. 

Ahora se abordara el dificil problema de estimar los coeficientes a, /3, k, l, g, h, 
Obviamente, no hay manera de medir g y h. Sin embargo, es posible obtener estimacio- 
nes razonables para a, /?, k y /. Observese que las unidades para estos coeficientes son 
reciprocas de tiempo. Los fisicos e ingenieros llamarfan a a -1 y /3' 1 tiempos de relaja- 
cion, ya que si y y g fueron identicamente nulas, entonces x(t) = e~ aU ~ l °^x(t 0 ). Esto 
implica que x(t 0 + a -1 ) = x(t 0 )/e. Por lo tanto, a -1 es el tiempo requerido para que 
el armamento de Acalandia se reduzca en la proportion 2.718 si el pais no tiene descon- 
fianza y ningun otro pais posee armamento. Richardson estima que a -1 es el tiempo 
que dura en funciones el parlamento de Acalandia. A si que, para Gran Bretana a = 
0.2, ya que el tiempo de duration del Parlamento Britanico es de cinco anos. 

Para estimar k y /, considerese un caso hipotetico en el cual g = 0 y y = y { , de 
modo que dx/dt = ky x - ax . Cuando x = 0, l/k = y x /{dx/dt). Asi que \/k es el 
tiempo requerido para que Acalandia alcance a Allalandia, suponiendo (i) que el arma- 
mento de Allalandia permanece constante, (ii) no hay desconfianza, y (iii) el costo del 
armamento no frena a Acalandia. Considerese ahora el rearme aleman durante los anos 
1933-1936. Alemania inicio su nueva epoca practicamente sin armamento y alcanzo a 
sus vecinos en casi tres anos. Suponiendo que el efecto de frenado de a se compenso 
aproximadamente con la gran desconfianza alemana, se toma k = 0.3 (ano) _i para Ale- 
mania. Observese, ademas, que obviamente k es proporcional al desarrollo industrial 
de un pais. De modo que para un pais con la mitad de la capacidad industrial de Ale- 
mania se tiene k = 0. 15, y para otro con el triple de capacidad industrial germana, k = 
0.9. 

Ahora se comparara el modelo con la carrera armamentista en Europa en los afios 
de 1909 a 1914. Francia estaba aliada con Rusia, y Alemania con Austria-Hungria. Ni 
Italia ni Gran Bretana se aliaron definitivamente con alguno de los bandos. Asi pues, 
Acalandia representara la alianza de Francia con Rusia, y Allalandia, la alianza de Ale- 
mania con Austria-Hungria. Dado que ambas alianzas eran aproximadamente de igual 
tamano, se toma k = /, y dado que cada una de las uniones tenia aproximadamente 
el triple de tamano que Alemania, se toma entonces k = / = 0.9. Se supone ademas 
que a = /? = 0.2. Entonces, 

^ = -<xx + ky + g, ^ = kx-ay + h . ( 4 ) 


La ecuacion (4) tiene solo un punto de equilbrio 

kh + ag __ kg 4* ah 

x o 2 / 2 * o 2 / 2 ’ 

or— k l cr-Ar 
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Dicha solucion es inestable ya que 

aj3 ~ kl — a 2 — k 2 = 0.04 — 0.8 1 = — 0.77. 

Esto coincide, por supuesto, con el hecho historico de que las dos alianzas llegaron a 
la guerra entre si. 

Ahora bien, el modelo que se construyo es una aproximacion burda, ya que se supuso 
que las desconfianzas g y h permanecen constantes en el tiempo. Tal cosa es obviamen- 
te falsa. Las desconfianzas g y h no son siquiera funciones continuas en el tiempo, pues 
experimentan instantaneamente saltos de gran magnitud. (Sin embargo, es aceptable 
suponer que g y h son relativamente constantes en largos lapsos.) A pesar de todo, el 
sistema de ecuaciones (4) aun proporciona una descripcion muy precisa de la carrera 
armamentista que precedio a la Primera Guerra Mundial. Para demostrarlo, sumense 
las dos ecuaciones de (4), de lo que resulta 

j ( {x+y) = (k-a)(x+y) + g + h . (5) 

Recuerdese que x = U - U 0 y y = K- K 0 , donde U y V son los presupuestos de 
defensa de una y otra alianza, y U 0 y V 0 son las cantidades de bienes que se exportan 
desde cada una de las alianzas hacia la otra. Por Io tanto, 


iL (V+V)-(k-a) 


U+ V- 


u n +v n - 


g+h 


1 


k — a k — adt 


T,( U o+ V o) 


( 6 ) 


En la Tabla 1 se muestran los presupuestos de defensa de las dos coaliciones. 


TABLA 1 . Presupuestos de defensa expresados en millones de libras esterlinas 



1909 

1910 

1911 

1912 

1913 

Francia 

48.6 

50.9 

57.1 

63.2 

74.7 

Rusia 

66.7 

68.5 

70.7 

81.8 

92.0 

Alemania 

63.1 

62.0 

62.5 

68.2 

95.4 

Austria-Hungria 

20.8 

23.4 

24.6 

25.5 

26.9 

Total U + V 

199.2 

204.8 

214.9 

238.7 

289.0 

A (£/ + K) 

5.6 10.1 23.8 50.3 

V en la misma fecha 

202.0 209.8 226.8 263.8 


En la Figura 1 se presenta el incremento anual (J + V en funcion del promedio 
de U + Ken los dos anos que se sirvieron para formar el incremento. Notese cuan cer- 
ca estan de la linea recta los cuatro puntos, denotados por o; 

A((/+ K) = 0.73(f/+ V— 194). (7) 

Asi pues, la politica exterior realmente tiene una predecibilidad de maquina. Las ecua- 
ciones (6) y (7) implican que 


g + h = (k-a)(U 0 + K 0 )-A(<7 0 + K 0 )— 194 
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FlGURA 1 . Grafica de A((J + V) en funcion de U + V. 

y k - a = 0.73. Esto muestra una coincidencia excelente con las estimaciones de Richard- 
son de 0.9 para k y 0.2 para a. Observese, por ultimo, que de (7) se obtiene que el total 
de los presupuestos de defensa de las dos alianzas aumentara si U + V es mayor que 
194 millones (de libras), y de lo contrario disminuira. En realidad, los gastos de defensa 
de las dos alianzas ascendian a 199. millones en 1909, mientras que el intercambio comer- 
cial entre las dos alianzas ascendia solamente a 171.8 millones. Fue asi como que se 
inicio una carrera armamentista que mas tarde condujo a la Gran Guerra. 

BlBLIOGRAFIA 

Richardson, L.F., “Generalized foreign politics”, The British Journal of Psychology , 
suplemento monografico, No. 23, 1939. 


ejercicios 

1. Suponga que lo que impulsa a un gobierno a su arme no es la magnitud del arma- 
mento de otro pais, sino la clase entre el propio y el de otra nation. Entonces 

=* k(y — x) — ax + g y = / (x -y) -py + h. 

Demuestre que toda solucion de este sistema de ecuaciones es estable si kf \ < 
(aj + k x )(f$ { + / t ), e inestable si kf { > + XriXfr + l x ). 

2. Considere el caso de tres paises, cada uno de los cuales tiene el mismo coeficiente 
de defensa k y el mismo coeficiente de restriccion a. Entonces 

= -otx + ky + kz + gi 
dy 

—jj *» kx - ay 4* kz 4* g 2 

dz 
dt 


kx + ky - az + g 3 . 
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Haciendo 



se encuentra que u = Au + g. 

(a) Demuestre que p(\) s det(A - XI) = -(a 4- X) 3 + 3k 2 (a + X) + 2A: 3 . 

(b) Demuestre que p(\) = OsiX = -a - k. Use esta informacion para encon- 
trar las dos raices restantes de p(X). 

(c) Pruebe que toda solucion u(0 es estable si 2k < a, e inestable si 2k > a. 

3. Suponga, en el Problema 2, que el pais z es pacifista, mientras que xy y son paises 
belicosos. Entonces 

= -<xx + ky + kz + g x 

=kx-ay + kz + g 2 (*) 

^ =0-x + 0 y-o 2 + g y 

Demuestre que toda solucion x (/), y(t), z{t) de (*) es estable si k < a, e inestable 
si k >ta. 

4.5.2 Modelos de combate de Lanchester y 
la batalla de Iwo Jima 

Durante la Primera Guerra Mundial, F.W. Lanchester [4] senalo la importancia de la 
concentration de tropas en el combate moderno. Construyo modelos matematicos de 
los cuales esperaba que pudieran obtenerse los resultados de una accion de combate. 
En la presente seccion se deduciran dos de esos modelos, el de una fuerza de guerra 
“convencional” contra otra fuerza tambien “convencional”, y el de una fuerza de este 
ultimo tipo contra una fuerza de guerrilla. A continuacion se resolveran los modelos 
o ecuaciones y se deducira la “ley de Lanchester de los cuadrados”, la cual establece 
que la “intensidad” de un combate es proporcional al cuadrado del numero de comba- 
tientes que participan en la lucha. Por ultimo, se ajustara uno de estos modelos con 
sorprendente precision a la batalla de Iwo Jima que ocurrio en el Pacifico durante la 
Segunda Guerra Mundial. 

(a) Construction de los modelos 

Supongase que una “fuerza x” y una “fuerza y” se enfrentan en combate. Para simpli- 
ficar, se define el poderio de cada una el numero de sus combatientes. (Vease en Howes 
y Thrall [3], otra definicion de poderio belico de combate.) Siendo asi, denotese por 
x(t) y y(t) al numero de combatientes de la fuerza x y de la fuerza y, respectivamente, 
donde t se mide en dias a partir del inicio de la contienda. Claramente, la rapidez de 
variacion de cada una de estas cantidades es igual a la tasa de refuerzo menos la tasa 
de perdidas operacionales menos la tasa de perdidas en combate. 

Tasa de perdidas operacionales. Esta intensidad de variacion de una fuerza de comba- 
te es su tasa de perdidas debida a contratiempos que no ocurren en el combate, es decir, 
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por desertion, enfermedad, etcetera. Lanchester propuso que la tasa de perdidas ope- 
racionales de una fuerza de combate es proporcional a su poderfo. Sin embargo, tal 
cosa no parece ser realista. Por ejemplo, la tasa de deserciones en una fuerza de comba- 
te depende de factores psicologicos y de otra clase que son dificiles de describir, sin 
mencionar su cuantificacion. Aqui se tomara el camino facil considerando solo aque- 
llos encuentros en los que las tasas de perdidas operacionales sean despreciables. 

Tasas de perdidas en combate. Supongase que la fuerza a es una fuerza “conventio- 
nal” que opera, comparativamente hablando, en campo abierto, y que todo efectivo 
de la misma esta “ a la distancia de muerte” desde el enemigo y. Supongase tambien 
que tan pronto como la fuerza “conventional” sufre una perdida, el fuego se concen- 
tra alrededor de los combatientes restantes. En estas condiciones “ideales”, la tasa de 
perdidas en combate de una fuerza “conventional” A' es igual a ay(t) para alguna cons- 
tante positiva a. Esta constante se conoce como coeficiente de efectividad en combate 
de la fuerza y. 

La situation es muy diferente si a es una fuerza de guerrilla, la cual es invisible 
a sus oponentes ( y ) y ocupa una region R. La fuerza y hace fuego hacia la region R 
pero no puede saber si causa bajas a sus oponentes. Es claro que la tasa de perdidas 
en combate para una fuerza de guerrilla a debe ser proporcional a x(t) y ya que cuanto 
mayor sea x (/), tanto mayor sera la probabilidad de que un disparo del oponente sea 
certero. Por otro lado, la tasa de perdidas en combate para a tambien es proporcional 
a y(t) y pues cuanto mayor sea y f tanto mayor sera el numero de aciertos sobre a. Asi 
pues, la tasa de perdidas en combate para una fuerza de guerrilla a es igual a cx(t)y(t), 
donde la constante c se conoce como coeficiente de efectividad en combate del oponen- 
te y. 

Tasa de refuerzo. La tasa de refuerzo de una fuerza de combate es la tasa segun la cual 
se incorporan nuevos efectivos (o son retirados otros) del campo de batalla. Las tasas 
de refuerzo de las fuerzas a y y se denotaran por /(0 y gt, respectivamente. 

Segun los supuestos enlistados arriba, es posible ahora escribir los dos siguientes 
modelos lanchesterianos de combate para fuerza conventional-guerrilla. 


Combate “conventional” 


dx 

dt 

dy_ 

dt 


-ay+f(t) 
— bx + g(t) 


(la) 


Combate “convencionaF’-guerrilla: 
(x = guerrilla) 


% = -cxy+f( t) 
± = -dx + g(t) 


(lb) 


El sistema de ecuaciones (la) es un sistema lineal y puede resoiverse explicitamente 
una vez que se conocen a y b t f(t) y g(t). Por otro lado, el sistema de ecuaciones (lb) 
es no lineal y su resolution es mucho mas dificil. (De hecho, es posible obtenerla sola- 
mente con la ayuda de una computadora digital.) 

Es muy instructivo considerar el caso especial en que las tasas de refuerzo son igua- 
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ies a cero. Tal situation se presenta cuando dos fuerzas estan “aisladas”. En ese caso, 
ias ecuaciones (la) y (lb) se reducen a los sistemas mas sencillos 


dx 

dt 


-ay, 



(2a) 


dx 

dt 


“ - cxy , 


dy , 

— - = — dx. 
dt 


(2b) 


Combate “ conventional >y : Ley de los cuadrados. Las orbitas del sistema (2a) son las 
curvas solution de la ecuacion 


o bien 


dy , 


dy _ bx_ 
dx ay 

Al integrar esta ecuacion se obtiene 

ay 2 - bx 2 = ay\ - bxl - K. 


( 3 ) 


Las curvas (3) definen una familia de hiperbolas en el piano xy. En la Figura 1 se 
muestran sus graficas. Las flechas sobre las curvas indican el sentido o direction de 
cambio de los poderios conforme pasa el tiempo. 

Se adoptara el criterio de que una fuerza gana la batalla si la otra es eliminada pri- 
mero. En tonce s y gana si K > 0, pues la fuerza x es eliminada cuando y(t) desciende 
al nivel > JK/a . Analogamente, x gana si K < 0. 



FlGURA I. Hiperbolas definidas por (3). 

OBSERVACION 1 . La ecuacion (3) se conoce usualmente como “ley de Lanchester 
de los cuadrados”, y el sistema (2a) se denomina modeio de la ley de los cuadrados, 
ya que el poderio de las fuerzas enemigas aparece en forma cuadratica en (3). Esta ter- 
minologia es mas bien anomala, ya que en realidad el sistema (2a) es un sistema lineal. 

OBSERVACION 2. La fuerza .y buscara siempre una situation en la que los parame- 
tros garanticen que K > 0. Es decir, la fuerza y demanda que se cumpla la desigualdad 


ayl > bxl 
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Esto puede lograrse incrementando a; es decir, usando armas mas poderosas y certeras, 
o bien aumentando la fuerza inicial y 0 . Notese que duplicar a da como resuitado la 
duplication de ay\ al cuadruplo de su valor . Esta es la clave de la ley de los cuadrados 
de Lanchester para la guerra con combates de tipo comun o “conventional”. 

Combate “ conventional” -guerrilla . Las orbitas del sistema (2b) son las curvas solu- 
tion de 

— = — — — (4) 

dx cxy cy ' 

Multiplicando ambos lados de (4) por cy e integrando, se obtiene 

cy 2 -2dx- cy\-2 dx 0 = M. (5) 

Las curvas (5) definen una familia de parabolas en el piano xy . En la Figura 2 se 

indican sus graficos. La fuerza y gana si M > 0, ya que la fuerza x es eliminada en 

el momento en que y(t) desciende al nivel yjM/c. Analogamente, x gana si M < 0. 



Observacion. Usualmente resulta imposible determinar de antemano los valores 
numericos de los coeficientes de combate a, b , c, d. Pareceria entonces que los modelos 
de combate de Lanchester tienen poca o ninguna aplicacion en los combates reaies. Sin 
embargo, no es tal el caso. Como se vera mas adelante, suele ser posible determinar 
valores adecuados para a y b (o bien, para cy d) usando informacion de la batalla mis- 
ma. Una vez que se tienen estos valores para un enfrentamiento, se conocen los valores 
para todos los demas combates que se libre en condiciones similares. 

(b) La batalla de Iwo Jima 

Una de las batallas mas violentas librada en la Segunda Guerra Mundial fue la que se 
desarrollo en la isla de Iwo Jima, en el Padfico, 660 millas al sur de Tokio. El alio 
mando de las fuerzas de combate Gringas deseaba capturar Iwo Jima y usar- 
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ia como base para bombarderos cercana a la tierra firme japonesa, en tanto que el alto 
mando japones necesitaba la isla como base para aviones de combate que atacarian a 
las naves de la Marina estadunidense en su camino a bombardear Tokio o alguna otra 
ciudad japonesa importante. La invasion por Estados Unidos a Iwo Jima se inicio el 
19 de febrero de 1945, y las luchas intensas se extendieron a lo largo de un mes. Ambos 
bandos sufrieron severas perdidas (Tabla 1). Los japoneses habian recibido la orden 
de pelear hasta el ultimo hombre, y eso fue exactamente lo que hicieron. La isla fue 
declarada “segura” por las fuerzas militares de Estados Unidos 28 dfas despues de ini- 
ciada la batalla, y 8 di'as despues dejo de haber cualquier tipo de combate activo. (*Los 
ultimos dos soldados japoneses sobrevivientes se rindieron en 1951!) 


Tabla i. Perdidas de efectivos militares en Iwo Jima 

Perdidas totales de Estados Unidos en Iwo Jima 


Muertos, desaparecidos, Heridos Fatiga de Total 
o fallecidos a causa combate 

de heridas 


Infantes de Marina: 

Unidades de la armada: 

5 931 

17 272 

2 648 

25 851 

Embarcaciones y unidades aereas 

633 

1 158 

1 791 


Personal de sanidad 

195 

529 

724 


Personal de servicio auxiliar 

51 

218 

269 


Medicos y dentistas 

2 

12 

14 


Unidades del ejercito en combate 

9 

28 

37 


Totales 

6 821 

19 217 

2 648 

28 686 

Perdidas japoneses en Iwo Jima 




Prisioneros Muertos 


Fuerzas de defensa 
(efectivos estimados) 

21000 Infantes de Marina 216 20 000 

Miembros del ejercito 867 

Total 1 083 

(Newcomb [6], pag. 296.) 


Se dispone de la siguiente informacion acerca de la citada batalla de Iwo Jima. 

1 . Tasas de refuerzo . Durante el periodo del conflicto no hubo retiro de efectivos 
ni refuerzos a las tropas japonesas. Los Estados Unidos, por otro lado, desembarcaron 
54 000 elementos el primer dfa de la batalla; ninguno el segundo dfa; 6 000, el tercer 
dia; ninguno en los dfas cuarto y quinto, y por ultimo, 13 000 el sexto dia. Antes de 
iniciar la lucha no habia tropas de Estados Unidos en Iwo Jima. 

2. Perdidas en combate. El capitan Clifford Morehouse del Cuerpo de Infanten'a 
de Marina de Estados Unidos (Morehouse [5]) llevo una cuenta diaria de todas las per- 
didas de este pais ocurridas en las encuestas, pero no se dispone de tal informacion en 
el caso de las fuerzas de Japon. Lo mas probable es que las listas de perdidas elabora- 
das o por el general Kuribayashi (comandante japones en Iwo Jima) hayan quedado 
destruidas durante Ia batalla, y que los registros que se lievaban en Tokio se* hayan per- 
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dido o quemados a causa de los intensos bombardeos ocurridos durante los cinco meses 
restantes de la guerra. Sin embargo, de la Tabla 1 se deduce que al iniciar la batalia 
se encontraban, aproximadamente, 21 500 japoneses en I wo Jima. (En realidad, New- 
comb llego a la cifra de 21 000 efectivos para las fuerzas japonesas, pero esa es una 
cantidad algo baja, ya que aparentemente no incluyo algunos de los muertos y sobrevi- 
vientes encontrados en las cuevas en los ultimos dias.) 

3. Perdidas operacionales. Estas perdidas en ambos bandos fueron insignificantes. 

Ahora bien, denotese por x(t) y y(t), respectivamente, las fuerzas militares activas 
japonesas y de Estados Unidos en Iwo Jima a los t dias despues de iniciada la batalia. 
Los datos arriba enlistados sugieren el siguiente modelo lanchesteriano para la batalia 
en cuestion: 




dy_ 

dt 


— — bx 


( 6 ) 


donde a y b son los coeficientes de efectividad en combate de las fuerzas de Japon y 
de Estados Unidos, respectivamente, y 


54,000 

0< t< 1 

0 

1 < t<2 

6,000 

2 < f < 3 

0 

3 < r<5 

13,000 

5</<6 

0 

t> 6 


Usando el metodo de variation de parametros expuesto en la Section 3.12, o el de eli- 
mination de la Seccion 2.14, puede verse facilmente que la solution de (6) que satisface 
x(0) = 0, ^(O) = .y 0 = 21 500, esta dada por 


y 


donde 


: {t) =-^y 0 cos^bt + J cosh Vab (t-s)f(s)ds (7a) 


7(r)= > y 0 cos hV^ t — 



senh Vab (f — s)f(s)ds 


(7b) 


coshx^e^+e x )/2 y senhx=(e JC - e~ x )/2. 


El problema ahora es el siguiente: ^existen constantes a y b tales que (7a) es una 
buena aproximacion a la informacion recogida por Morehouse? Esta es una pregunta 
de extrema importancia. Una respuesta afirmativa indicarfa que los modelos Lanches- 
terianos describen batailas reales, mientras que una respuesta negativa arrojaria serias 
dudas acerca de gran parte del trabajo de Lanchester. 

Como se menciono anteriormente, es muy dificil calcular los coeficientes de efecti- 
vidad en combate a y b de dos fuerzas oponentes. Sin embargo, con frecuencia es posi- 
ble determinar valores adecuados de a y b una vez que se tienen los datos de una bata- 
11a, y tal es el caso de Iwo Jima. 
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Calculo de a y b. A1 integrar la segunda ecuacion de (6) entre 0 y s se obtiene 


y(s)-y 0 = ~ b [ x 0)dt 

J 0 

de modo que 

, yo~yi s ) 

b — 

Cx(t)dt 

J Q 

En particular, si s = 36, se obtiene 

b ^"-^C 36 ) _ 21,500 

/•36 r 36 

/ *(')<* / x (0dt 


( 8 ) 


( 9 ) 


La integral en el lado derecho de (9) puede aproximarse por la suma de Rieman 

r 36 

f x{t)dts» 2 x(i) 

y se sustituye luego x(i) por el numero de combatientes de Estados Unidos el dia i de 
la batalla. Usando los datos disponibles de Morehouse, se calcula para b el valor de 


21,500 

2,037,000 


= 0.0106. 


( 10 ) 


ObservaciOn. Seria preferible tomar 5 = 28 en (8), ya que ese fue el dia en que 
la isla se declaro segura, y despues de ese momento los enfrentamientos fueron espora- 
dicos. Sin embargo, no se conoce >>(28). Asi que es preciso tomar 5 = 36 en este caso. 

Ahora bien, integrando la primera ecuacion en (6) de / = 0 a t = 28 resulta 

r 2% r 2$ 

x(28 )=-af y(t)dt+ f f(t)dt 
* / 0 

--fl f 2 %(0^ + 73,000. 

70 


Habia 52 735 combatientes estadunidenses el dia 28 de la contienda, asi que 


73,000-52,735 = 20,265 

/•28 r 28 
f y(t)dt f y{t)dt 
•'O •'O 


(ii) 


Por ultimo, puede aproximarse la integral en el segundo miembro de (1 1) por la suma 
de Riemann 

28 28 

/ y{t)dt* 2 y(J) 

J 0 j - 1 
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y el valor y(j), por 

y(j)=yo-i>[ J x(t)dt 

j 

at 21,500- 6 2 jc(j). 

I “I 

sustituyendo una vez mas x{i) por el numero de combatientes de Estados Unidos el di'a 
/ de la batalla, se obtiene como resultado (vease Engel [2]) 


20,265 

372,500 


= 0.0544. 


( 12 ) 


La Figura 3 compara los valores reales del poderi'o de Estados Unidos con los valores 
predichos por la ecuacion (7a) (con a = 0.0544 y b — 0.0106). La semejanza es sor- 
prendentemente buena. De modo que un modelo de Lanchester parece realmente des- 
cribe los enfrentamientos de la vida real. 



FlGURA 3. Comparacion del poderio belico real con el poderi'o predicho 

Observacion. Los valores usados para los refuerzos de Estados Unidos incluyen 
a todo el contingente desembarcado, tanto tropas de combate como de apoyo. De modo 
que los numeros a y b que se calcularon deben ser interpretados como la efectividad 
promedio por persona en la isla. 
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EJERCICIOS 


1. Deduzca las ecuaciones (7a) y (7b). 


2. El sistema de ecuaciones 

x — — ay 
y — - by — cxy 


(13) 


es un modelo lanchesteriano para combate fuerza “convencionaF ’-guerrilla en el 
que la tasa de perdidas operacionales de la fuerza de guerrilla y es proporcional a y(t). 

(a) Determine las orbitas de (13). 

(b) ^Quien gana la batalla? 

3. El sistema de ecuaciones 

(14) 

y = — bx — cxy 


es un modelo de Lanchester para un combate fuerza “convencionaP’-guerrilla, en 
el que la tasa de perdidas operacionales de la fuerza de guerrilla y es proporcional 
al poderfo de la fuerza “convencionaF * x. Encuentre las orbitas de (14). 

4. El sistema de ecuaciones 

(15) 

y=~dxy 

es un modelo lanchesteriano para combate guerrilla-guerrilla, en el que las tasas 
de perdidas operacionales son despreciables. 

(a) Determine las orbitas de (15). 

(b) ^Quien gana la batalla? 


5. El sistema de ecuaciones 

i — W-cxy (16) 

y—-~ bx — dxy 

es un modelo lanchesteriano para combate guerrilla-guerrilla, en el que la tasa de 
perdidas operacionales de cada una de las fuerzas es proporcional al poderfo del 
oponente. Halle las drbitas de (16). 


6. El sistema de ecuaciones 


x — — ax- cxy 
y^ — by — dxy 


(17) 


es un modelo de Lanchester para combate guerrilla-guerrilla, en el que la tasa de 
perdidas operacionales de cada una de las fuerzas es proporcional a su poderfo. 
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(a) Encuentre las orbitas de (17). 

(b) Demuestre que tanto el eje x como el y son orbitas de (17). 

(c) Usando el hecho (que sera demostrado en la Seccion 4.6) de que las orbitas 

de (17) no se pueden intersecar demuestre que no hay un ganador claro de la 
batalla. Sugerencia: Demuestre que ni x{t) ni y (t) pueden alcanzar el valor cero 
en un tiempo finito. (Usando los Lemas 1 y 2 de la Seccion 4.8, es facii demos- 
trar que tanto x(t) como y(t) tienden a cero cuando / <*>.) 


4.6 Propiedades cuautativas de las orbitas 


En esta seccion se deduciran dos propiedades muy importantes, tanto de las soluciones 
como de las orbitas del sistema de ecuaciones diferenciales 





/ 1 (■*!,.. 

■•.xj 

x = f(x), x = 


. f(x) = 

• 



wJ 





La primera propiedad trata de la existencia y unicidad de las orbitas, y la segunda, de 
la existencia de soluciones periodicas de (1). Se iniciara el analisis con el siguiente teore- 
ma de existencia y unicidad para las soluciones de (1). 

TEOREMA 3. Supongase que cada una de las funciones f x (x x , . . . , x„), . 

• • » fn( x \ » • • • > x n) dene derivadas parciales continuas con respecto a x x , . . . , 
x n . Entonces, el problema de valor inicial x = f(x), x(f 0 ) = x° dene una y solo 
una so lucid n x = x(/), para toda x° en R". 

El Teorema 3 se demuestra exactamente de la misma manera que el teorema de exis- 
tencia y unicidad para la ecuacion diferencial escalar x = /(/, x). De hecho, la demos- 
tracion dada en la Seccion 1.10 puede transcribirse aqui palabra por palabra. Solo se 
necesita interpretar la cantidad |x(0 - y(0| como 

WO -y(0l = max{|x, (0 -y x (0|> • • • , |^„(0 “^(Ol}. 

entonces la demostracion del Teorema 2 de la Seccion 1.10 es valida incluso para fun- 
ciones con valores vectoriales f(L x) (Ejercicios 13 y 14). 

Ademas se necesita el siguiente lema sencillo, aunque extremadamente util. 

LEMA i. Six = es solution de (I), entonces x = <t>(t + c) es tambien 
solution de (1). 


La interpretation del Lema 1 es la siguiente. Sea x = una solucion de (1) y 
sustituyase toda t en la formula de <A(T) por t + c. De esa manera se obtiene una nueva 
funcion x(t) = <j>(t + c). El Lema 1 establece que x(f) es tambien una solucion de (1). 
Por ejemplo, jcj = tan t, x 2 = sec 2 1 es una solucion del sistema de ecuaciones diferen- 
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ciales dx K /dt = x 2 , dx 2 /dt = 2x x x 2 . Por lo tanto, x { = tan(/ + c), x 2 = sec 2 (/ + c) 
es tambien una solucion para cualquier constante c. 

DEMOSTRACION DEL LEMA 1. Si x = 0(r) es solucion de (1), entonces d<t>(t)/dt = 
f(0(O); es decir, las dos funciones d<t>(t)/dt y h(0 ~ f(0(O) coinciden en cada momen- 
to. Fijese un tiempo t y una constante c. Dado que d<$>/dt y h coinciden en todo instan- 
te, entonces deben coincidir en cl t + c. Por lo tanto, 

^■(t + c) = h(t + c)=f(<i>(t + c)). 

Pero dcfc/dt evaluada en / + c es igual a la derivada de x(0 = <t>(t + c) evaluada en 
t. Por consiguiente 

^(/ + c) = f(<j,(r + c)). □ 

Observacion 1 . La afirmacion de Lema 1 puede verificarse explfcitamente para la 
ecuacion lineal x = Ax. Toda solucion x(0 de esta ecuacion es de la forma x(0 = e At \ , 
para algun vector constante v. De modo que 

x( / + c) = e A(/ + c) v = e A ‘e Ac \ 

ya que (AOAc = Ac(A0 para cualesquiera valores de t y c. Por lo tanto, x(/ + c) es 
tambien una solucion de x = Ax, ya que es de la forma e Al multiplicada por el vector 
constante e Ac v. 

Observacion 2 . El Lema 1 no es valido si la funcion f en (1) depende explfcitamen- 
te de t. Para verlo, supongase que x = </>(/) es una solucion de la ecuacion diferencial 
no autonomax = f(/, x). Entonces, <f>(t + c) = f(r + c, <j>(t + c)). Por consiguiente, 
la funcion x = (j>(t + c) satisface la ecuacion diferencial 

x = f(/ + c,x), 

y tal ecuacion es diferente de (1) si f depende explfcitamente de t. 

Ahora es posible deducir las siguientes propiedades muy importantes de las solu- 
ciones y orbitas de (1). 

PROPIEDAD 1 . (Existencia y unicidad de orbitas.) Supongase que cada una de las fun- 
ciones f\{x\ y . . . , x n ), . . . , f n (x\ , . . . , x n ) tiene derivadas parciales continuas con res- 
pecto a X\ , . . . , x n . Entonces existe una y solo una orbita a traves de cada punto x° 
en R n . En particular, si las orbitas de dos soluciones x = 4>(t) y x = 0(0 de (1) tienen 
un punto comun, entonces deben ser identicas. 

PROPIEDAD 2 . Sea x = 0(0 una solucion de (1). Si (j>(t 0 + T) = 0(r o ) para alguna 
t 0 y T > 0, entonces <f>(t + T) es identicamente igual a 0(0- En otras palabras, si una 
solucion x(0 de (1) regresa a su valor inicial despues de un tiempo T > 0, entonces debe 
ser periodica con periodo T (es decir, debe repetirse a intervalos de magnitud T.) 

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 1 . Sea x° un punto cualquiera en el espacio 
fase X\ y . . . , x nt de dimension n , y sea x = 0(0 la solucion del problema de valor ini- 
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cial x = f(x), x(0) = x°. La orbita de esta solucion pasa por x°. De modo que existe 
al menos una orbita a traves de cada punto x°. Supongase ahora que la orbita de algu- 
na otra solucion x = 0(/) tambien pasa por x°. Esto significa que existe / 0 (^0), tal que 
0(r o ) = x°. Pero entonces, por el Lema l 

x = 0(/ + / 0 ) 

es tambien una solucion de (l). Observese que 0(f + / 0 ) y 0(0 tienen el mismo valor 
en / = 0. Por lo tanto, por el Teorema 3, se tiene que 0(f + t 0 ) es igual a 0(0 para 
todo tiempo t. Eso implica que las orbitas de 0(0 y 0(0 son identicas. De hecho si 
£ es un punto de la orbita de 0(0, es decir, £ = 0(0) para alguna 0, entonces £ esta 
tambien en la orbita de 0(0, ya que £ = 0(0) = 0(0 + A))- Recfprocamente, si £ es 
un punto de la drbita de 0(0, es decir, existe t 2 tal que 0(0) = £, entonces £ esta tam- 
bien en la orbita de 0(0, ya que £ = 0(0) = 0(0 “ *o)- 

DemostraciOn de LA PRORIEDAD 2. Sea x = 0(0 una solucion de (1) y supon- 
gase que 0(0 + T) = 0(0) para algun par de numeros O y T. Entonces la funcion 
0(0 = 0(/ + T) es tambien una solucion de (1) que coincide con 0(0 en el tiempo 
t = 0- P° r 1° tanto, por el Teorema 3, 0(0 = <t>(t + T) es identicamente igual a 0(0- 


La Propiedad 2 es muy util en las aplicaciones, especialmente cuando n = 2. Sea 
x = *(0, y = y ( 0 una solucion periodica del sistema de ecuaciones diferenciales 

^=f{x,y), ~£=g(x,y). ( 2 ) 

Si x(t + T) = x(() y y(t 4- T) = y(t) t entonces la orbita de la solucion es una curva 
cerrada C en el piano xy. En cualquier intervalo de tiempo t 0 < / < 0 + T> la solu- 
cion se mueve una vez a lo largo de C. Recfprocamente, supongase que la orbita de 
una solucion x = x(t) 9 y = y(t) de (2) es una curva cerrada que no contiene puntos 
de equilibrio de (2). Entonces la solucion jt = x(t) % y = y(t) es periodica. Para demos- 
trarlo, recuerdese que una solucion x = x(0, y = y ( 0 de () se mueve a lo largo de su 
drbita con velocidad [/ 2 (j c, y) + g 2 (: c, y)\ v \ Si su orbita C es una curva cerrada que 
no contiene puntos de equilibrio de (2), entonces la funcion [/ 2 (a*, y) + g 2 (x y y)] Vl tie- 
ne un mfnimo positivo para (a:, y) en C. Por lo tanto, la orbita de a- = *(/), y = y(t) 
debe regresar a su punto inicial x 0 = A:(r 0 ), = ^(^o) e n algun tiempo finito T. Pero 

eso implica que x(t -f T) = x(t) e y(t + T) = y(t) para toda t. 

ejemplo i Demostrar que toda solucion z(t) de la ecuacion diferencial de segundo 
orden (d 2 z/dt 2 ) + z + z 3 = 0 es periodica. 


Demostraci6n. Primero se transforma esta ecuacion de segundo orden en un sis- 
tema de dos ecuaciones de primer orden. Esto se logra haciendo x = z, y = dz/dt . 
Entonces 



( 3 ) 


Las drbitas de (3) son las curvas soluciones 



( 4 ) 
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de la ecuacion escalar dy/dx = -~(x + x 3 )/y. La ecuacion (4) define una curva cerra- 
da en el piano xy (Ejercicio 7). Mas aun, el unico punto de equilibrio de (3) es x = 
0 y y = 0. Por consiguiente, toda solucion x = z(t),y = z (fde (3) es una funcion perio- 
dica en el tiempo. Notese, sin embargo, que no es posible calcular el periodo de ningu- 
na solucion particular. 

EJEMPLO 2 Demostrar que toda solucion del sistema de ecuaciones diferenciales 

— = ye i+* 2 +y 2 — _ xe l + x 2 +y 2 

dt y ’ dt 

es periodica. 

Solucion. Las orbitas de (5) son las curvas solucion x 2 + y 2 = c 2 de la ecuacion 
escalar de primer orden dy/dx = -x/y. Mas aun, x = 0, y - 0 es el unico punto de 
equilibrio de (5). Por consiguiente, toda solucion x = x(t), y = y(t) de (5) es una fun- 
cion periodica en el tiempo. 


EJERCICIOS 


1. Demuestre que todas las soluciones x(t) t y(t) de 

^ - x 2 + y senxy ^ = - 1 + xy + cos>> 

que empiezan en el primer cuadrante {x > 0, y > 0) deben permanecer en el para 
todo tiempo (tanto hacia adelante como hacia atras.) 

2. Demuestre que todas las soluciones x(t), y(t) de 


dx 

dt 


*y(e x - 1), ^=x + e y 


que empiezan en el semipiano derecho (x > 0) deben permanecer en el para todo 
tiempo. 


3. Pruebe que todas las soluciones x(t) t y(t) de 


+ x 2 +>> 2 . 


dy_ 

dt 


— xy + tan>> 


que empiezan en el semipiano superior (y > 0) deben permanecer en el para todo 
tiempo. 


4. Demuestre que todas las soluciones x(t)> y(t) de 




dt 


= x + x y 


que empiezan en el interior del drculo unitario x 2 + y 2 = 1 deben permanecer 
en el para todo tiempo. Sugerencia: Calcule d(x 2 + y 2 )/dt. 


5. Sea *(/), y{t) una solucion de 

dx 

dt 


*y + x 2 y 


dy_ 

dt 


*x+y 2 


con x(t 0 ) # ,y(/o)* Pruebe que jc( 0 no puede ser nunca igual a >>(0. 
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6. ^Puede una curva en forma de 8 ser una orbita de 


dx 

dt 


-Ax,y), 




donde / y g tienen derivadas parciales continuas con respecto axya yl 

7. Demuestre que la curva y 2 + x 2 -f x 4 /2 = 2 c 2 es cerrada. Sugerencia: Pruebe que 
existen dos puntos y = 0, x = ±a que estan en esta curva. 


Demuestre que todas las soluciones de las siguientes ecuaciones de segundo orden son 
periodicas. 


8. ^-+z 3 = 0 

dt 2 

io. 4+^ 3 =i 

dt 2 


9. ^-f+z + z 5 = 0 

dt 2 


11 . 4 + 

dt 2 


1 + z 2 


= 0 


12. Demuestre que todas las soluciones z(t) de 

^ +z-2z 3 = 0 

dt 2 

son periodicas si z : (0) + z 2 ( 0) - z 4 (0) < W, y no acotadas si 

z 2 (0) + z 2 (0)-z 4 (0)>i. 


13. (a) Sea 

L = nX max \df,/dxj\, for |x — x°| < 

i,j — 1 ....,/? 

Pruebe que |f(x) - f(y)| < L|x - y| si |x - x°| < b y |y - x°| < b. 

(b) Sea M = max|f(x) para |x-x°| < b. Demuestre que las iteraciones de 
Picard 

*/ + i(0 s =x°+ f‘f(x/s))ds, Xo(/) = x° 

convergen a una solucion x(t) del probiema de valor inicial x = f(x), x(r 0 ) = 
x° en el intervalo |/ - r 0 | — b/M. Sugerencia: La demostracion del Teorema 
2 de la Seccion 1.10 puede ser usada palabra por palabra en este caso. 

14. Calcule las iteraciones de Picard Xy(/) del probiema de valor inicial x = Ax, x(0) = 
x°, y verifique que se aproximan a e A/ x° cuando j tiende a infinito. 


4.7 Retratos fase de sistemas lineales 


En esta seccion se presenta una descripcion completa de todas las orbitas de la ecuacion 
diferencial lineal 



x = Ax, 


(i) 
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Dicha description se conoce como un retrato fase , y depende casi por completo 
de los valores caracterfsticos de la matriz A. Tambien cambia notablemente si los valo- 
res caracteristicos de A cambian de signo o se vuelven imaginarios. 

Ai estudiar la ecuacion 1, con frecuencia es de gran ayuda representar un vector 



en R 2 como una direction , o un segment o dirigido , en el piano. Sea 



un vector en R 2 y tracese el segmento dirigido x del punto (0, 0) ai punto (x \ , x 2 ) como 
se muestra en la Figura la. Este segmento dirigido es paralelo a la recta que pasa por 
(0, 0) y cuyos numeros directores son X \ , x 2 , respectivamente. Si se representa al vec- 
tor x como el segmento dirigido x, entonces se ve que los vectores x y cx son paralelos 
si c es positiva, y antiparalelos si c es negativa. Tambien es posible dar una elegante 
interpretation geometrica de la suma de dos vectores. Sean x y y dos vectores en R 2 . 
Tracese el segmento dirigido x y adjuntese el vector y a la punta de x. El vector x + 
y es entonces la composicion de ambos segmentos dirigidos (Fig. 2). Esta construccion 
se conoce como la regia o ley del paralelogramo de la adicion de dos vectores. 




Figura 2. 
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Ahora es posible describir los retratos fa se de (1). Denotense por y X 2 los dos 
valores caracteristicos de A. Pueden distinguirse los siguientes casos: 

1. Xi < \ { < 0. Sean v’yv 2 los vectores caracteristicos de A con valores carac- 
teristicos \ x y X 2 , respectivamente. Tracense en el piano x x x 2 las cuatro semirrectas l\ , 
l \ , li, 1 2 como se muestra en la Figura 3. Los rayos l { y / 2 son paralelos av'yv 2 , mien- 
tras que los rayos l\ y l 2 son paralelos a -v 1 y -\ 2 . Observese primero que x(t) = 
ce Xlt \ ] es una solucion de (1) para cualquier constante c. Esta solucion es siempre pro- 
porcional a v ! , y la constante de proporcionalidad, ce X{ * t varia de ±oo a cero, depen- 
diendo de si c es positiva o negativa. Por lo tanto, la orbita de esta solucion es la semi- 
rrecta l x para c > 0, y la semirrecta l\ para c < 0. Analogamente la orbita de la 
solucion x(/) = ce Xlt y 2 es la semirrecta / 2 para c > 0, y la semirrecta / 2 para c < 0. 
Las flechas sobre las cuatro lineas de la Figura 3 indican en que direccion se mueve 
x(0 a lo largo de su orbita. 

Recuerdese, ademas, que toda solucion x(t) de (1) puede escribirse en la forma 

x(t) = Cj^^v 1 + c 2 e Xlt y 2 (2) 

para un par de constantes c x y c 2 . Obviamente, toda solucion x(t) de (1) tiende a (o) 
cuando t tiende a infinito. Por lo tanto, toda orbita de (1) tiende al origen x x = x 2 = 
0 cuando t tiende a infinito. Es posible incluso hacer una afirmacion mas fuerte si se 
observa que e x -y 2 es muy pequeno comparado con e x ‘ / v 1 , cuando / es grande. Por lo 
tanto, para Cj ^ 0, x(t) se aproxima cada vez mas a Cje Xl 'v l conforme t tiende a infi- 
nito. Esto implica que la tangente a la orbita de x(f) tiende a /j si c x es positiva; y a 
/i, si C| es negativa. De modo que el retrato fase de (1) tiene la forma descrita en la 
Figura 3. La caracteristica distintiva de este retrato fase es que todas las orbitas, con 
excepcion de una sola recta, tienden al origen en una direccion fija (si se consideran 
como equivalentes las direcciones v 1 y — v 1 . En tal caso se dice que la solucion de equi- 
librio x = 0 de (1) es un nodo estable. 



FlGURA 3. Retrato fase de un modelo inestable 
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Observacion. La orbita de toda solucion x(t) de (l) tiende al origen X\ = x 2 = 0 
cuando t tiende a infinito. Sin embargo, ese punto no pertenece a la orbita de ninguna 
solucion no trivial x(0- 

1'. 0 < Xj < X 2 . En este caso, el retrato fase de (1) es exactamente el mismo que 
en la Figura 3, excepto que el sentido de las flechas es el opuesto. Por lo tanto, la solu- 
cion de equilibrio x(f) = 0 de (1) es un nodo inestable, si ambos valores caracterfsticos 
de A son positivos. 

2. Xj = X 2 < 0. En este caso, el retrato fase de (1) depende de si A tiene uno o 
dos vectores caracteristicos linealmente independientes. (a) Supongase que A tiene dos 
eigenvectores linealmente independientes v 1 y v 2 con valor caracterfstico X < 0. En tal 
caso, toda solucion x(/) de (1) puede expresarse en la forma 

x(/) = c x e Xt y x 4- c 2 e Xt y 2 * — e Xt (c^v 1 4* c 2 v 2 ) (2) 

para alguna eleccion de constantes c x y c 2 . Ahora bien, el vector ^'(qv 1 4 c 2 \ 2 ) es 
paralelo a c { \ { 4 c 2 \ 2 para toda t. Por lo tanto, la orbita de cualquier solucion x(r) 
de (1) es una semirrecta. Mas aun, el conjunto de vectores {qv 1 4 c 2 v 2 }, para todas 
las elecciones de c x y c 2 , cubren cualquier direccion en el piano x x x 2y ya que v 1 y v 2 
son linealmente independientes. Por lo tanto, el retrato fase tiene la forma descrita en 
la Figura 4a. (b) Supongase que A tiene solamente un vector caracteristico v linealmen- 
te independiente, con valor caracterfstico X. En tal caso, x l (t) = e Xt \ es solucion de 
(1). Para encontrar una segunda solucion de (1) que sea linealmente independiente de 
x 1 , observese que (A - XI) 2 u = 0 para todo vector u. Por lo tanto, 

x( /) — e A 'u = e Xt e {x ~ x,) 'u = e Xt [ u 4 - 1 ( A — AI)u ] (3) 

es solucion de (1), para cualquier eleccion de u. La ecuacion (3) puede simplificarse 
observando que (A - XI)u debe ser un multiplo k de v. Esto se sigue inmediatamente 
de la ecuacion (A - XI)[(A - XI)u] = 0, y el hecho de que A tiene solo un vector carac- 
terfstico v linealmente independiente. Eligiendo u linealmente independiente de v, se 
ve que cualquier solucion x(0 de (1) puede escribirse en la forma 

x(f) = c x e Xt y 4- c 2 e Xt (u 4- kty) = e Xt (c { y + c 2 u + c 2 kty) y (4) 

para alguna eleccion de constantes c x y c 2 . Obviamente, toda solucion x(t) de (1) tien- 
de a ( 0 ) cuando t tiende a infinito. Ademas, observese que c t v 4 c 2 u es muy pequeno 
comparado con c 2 ktv si c 2 es diferente de cero y t es muy grande. Por lo tanto, la tan- 
gente a la orbita de x(0 tiende a ±v (dependiendo del signo de c 2 ) cuando t tiende a 
infinito, y el retrato fase de (1) tiene la forma descrita en la Figura 4b. 

2 . Xj = X 2 > 0. Los retratos fase de (1) en los casos (2a)' y (2b)' son exactamen- 
te los mismos que en las Figuras 4a y 4b, excepto que la direccion de las flechas es la 
opuesta. 

3. Xj < 0 < \_ 2 . Sean v 5 y v 2 vectores caracterfsticos de A con valor caracterfstico 

co X| y X 2 , respect! vamenie. Se trazan en el piano x { x 2 las cuatro semirrectas l x , l] y l 2 

l 2 : lets semirrectas/! y / 2 son paralelas a v 1 y v 2 , mientras que las semirrectas /; y l 2 
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FlGURA 4. 

deberan serlo a -v 1 y -v 2 . Observese primero que toda solucion x(f) de (1), es de la 
forma 

x(0 = c,eVv' + c 2 ^V (5) 

para alguna eleccion de constantes c, y c 2 . La orbita de la solucion x(r) = c 1 e X|, v l es 
/) para Cj > 0 y /', para c, < 0, mientras que la orbita de la solucion x(/) = c 2 e Xl 'v* 
es / 2 para c 2 > 0 y / 2 para c 2 < 0. Notese tambien el sentido de las flechas sobre l\, 



FlGURA 5. Retrato fase de un punto silla (de montar). 
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/] » h y /;>; la solucion x(0 = c 1 e X|/ v 1 tiende a (§) cuando t tiende a infinito, mientras 
que la solucion \(t) = c 2 e Xlt \ 2 es no acotada (para c 2 # 0) cuando t tiende a infinito. 
Observese ademas que e x ' ( \ ] es muy pequeno, comparado con e x ~\ 2 , cuando / crece 
mucho. Por lo tanto, toda solucion x(t) de (1) con c 2 # 0 es no acotada cuando t tien- 
de a infinito y su orbita tiende a / 2 o bien a / 2 . Observese por ultimo que e Xl *\ 2 es 
muy pequeno comparado con e X{t \ { 9 cuando / crece mucho con signo negativo. Por 
lo tanto, la orbita de cualquier solucion x(0 de (1), con c { i= 0, tiende a/jO bien a l\ 
cuando t tiende a menos infinito. Por consiguiente, el retrato fase de (1) posee la forma 
descrita en la Figura 5. Este retrato fase se asemeja a una “silla de montar” cerca de 
X\ = x 2 = 0. Es por eso que se dice que la solucion de equilibrio x(t) = 0 de (1) es 
un punto silla si los valores caracterfsticos de A tienen signos opuestos. 


4. \[ = a + i/3, \ 2 = a - i(3, (3 = 0. El primer paso para deducir el piano fase 
de (1) es encontrar la solucion general de (1). Sea z = u 4 /'v un eigenvector de A con 
eigenvalor caracteristico a + i/3. Entonces 


x(/) = e (ot + , ^ )/ (u + /v) = e at (cos fit 4- /sen/?/)(u + /v) 

= e at [ u cos f3t - vsen fit ] 4* ie a '[ usen/?/ 4- v cos (it ] 
es una solucion con valores complejos de (1). Por lo tanto, 

x l (r)==e a/ [ucos/?/--vsen/?r] 


y 


x 2 ( /) ~ e at [ u senyS/ 4- v cos (it ] 


son dos soluciones con valores reales de (1) linealmente independientes y toda solucion 
x(0 de (1) es de la forma x(/) = c { x\t) + c 2 x 2 (t). Esta expresion puede escribirse en 
la forma (Ejercicio 15) 


x(t) = e«‘ 


R { cos( >Sr — ) \ 

R 2 cos(pt-8 2 ) ) 


( 6 ) 


para alguna eleccion de constantes > 0, R 2 > 0, S { y b 2 . Se distinguiran los siguien- 
tes casos: 

(a) a = 0: Observese que 

x i ( /) = R j cos( (3t - S j ) y x 2 ( t) = R 2 cos( (it - 5 2 ) 

son funciones periodicas en el tiempo, con periodo 2v/(3. La funcion Xi(t) varia entre 
-R i y +R] , mientras que x 2 (t) varia entre -R 2 y 4 R 2 , Por consiguiente, la orbita de 
cualquier solucion x(t) de (1) es una curva cerrada que rodea al origen x { = x 2 = 0, 
y el retrato fase de (1) tiene la forma descrita en la Figura 6a. Es por esa razon que 
se dice que la solucion de equilibrio x(t) = 0 de (1) es un centro cuando los valores 
caracterfsticos de A son imaginarios puros. 

La direccion de las flechas en la Figura 6a debe ser determinada a partir de la ecua- 
cion diferencial (1). La manera mas sencilla de hacerlo es encontrando el signo de x 2 , 
cuando x 2 = 0. Si x 2 es mayor que cero para x 2 - 0 y x { > 0, entonces todas las solu- 
ciones x(0 de (1) se mueven en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si x 2 es 
menor que cero para * 2 = 0 y x x > 0, entonces todas las soluciones x(0 de (1) se mue- 
ven en el sentido de las manecillas del reloj. 
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FlGURA 6. (a) a = 0; (b) a < 0; (c) a > 0. 


(b) a < 0: En este caso, el efecto del factor e at sobre la ecuacion (6) es el de cam- 
biar las simples curvas cerradas de la Figura 6a en las espirales de la Figura 6b. Esto 
se debe a que el punto x( 27 t// 3) = e 2 ™ /(3 x(0) esta mas cerca del origen que x(0). Una 
vez mas, la direction de las flechas debe determinarse a partir de la ecuacion diferencial 
(1). En este caso, se dice que la solucion de equilibrio x(t) = 0 de (1) es un foco estable. 

(c) a > 0: En este caso, todas las soluciones de (1) describen espirales que se ale- 
jan del origen cuando t tiende a infinito (Fig. 6c), y se dice que la solucion de equilibrio 
x(0 = 0 de (1) es un foco inestable. 

Por ultimo, es importante mencionar que los retratos fase de los sistemas no linea- 
les, en la vecindad de un punto de equilibrio son, con frecuencia, muy similares a los 
retratos fase de sistemas lineales. Dicho con mas precision, sea x = x° una solucion 
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de equilibrio de la ecuacion no lineal x = f(x) y hagase u = x - x u . Entonces (Section 
4.3) puede escribirse la ecuacion diferencial x = f(x) en la forma 

u = Au + g(u) (7) 

donde A es una matriz constante y g(u) es muy pequena comparada con u. El siguiente 
teorema se enunciara sin demostracion. 

TEOREMA 4. Supongase que u = 0 es un riodo, un punto silla o bierx un 
foco de la ecuacion diferencial ii = Au. Entonces , el retrato fase de la ecua- 
cion diferencial x = f(x), en una vecindad de x - x°, tiene una de las formas 
descritas en las Figuras 3, 5 y 6 (b y c), dependiendo de si u = 0 es un nodo t 
un punto silla o bien un foco . 


ejemplo i Trazar el retrato fase de la ecuacion lineal 

i=Ax= ( _ 5 :■})*• («) 

SOLUCION. Puede verificarse facilmente que 

v '-(!) y 

son vectores caracterfsticos de A con valores caracteristicos -3 y -6, respectivamente. 
Por lo tanto, x = 0 es un nodo estable de (8), y el retrato fase de (8) tiene la forma 
descrita en la Figura 7. La semirrecta /j forma un angulo de 45° con el eje x x , en tanto 
que la semirrecta l 2 forma un angulo de 0 grados con el eje x x , donde tan 0 = 4. 



Figura 7. Retrato fase de (8) 
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EJEMPLO 2 Esquematizar el retrato fase de la ecuacion lineal 

-|)x. (9) 

SOLUCION. Es muy facil verificar que 

.' = (;) y 

son vectores caracteristicos de A con valores caracteristicos -2 y 4, respectivamente. 
Por io tanto, x = 0 es un punto silla de (9) y su retrato fase tiene la forma descrita 
en la Figura 8. La semirrecta / , forma un angulo de 45° con el eje X \ , y la semirrecta 
/ 2 forma un angulo recto con / { . 



Figura 8. Retrato fase de (9) 

EJEMPLO 3 Esquematizar el retrato fase de la ecuacion lineal 

x=ax=(:; _})x. (io) 
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SOLUCION. Los valores caracteristicos de A son -1 ± /. Por lo tanto, x = 0 es un 
foco estable de (10) y toda orbita no trivial de (10) describe una espiral acercandose 
al origen cuando t tiende a infinito. Para determinar el sentido de rotation de la espiral, 
observese que x 2 = —X\ cuando x 2 = 0. Asf pues, x 2 es negativa para x { > 0 y x 2 = 
0. Por consiguiente, todas las orbitas no triviales de (10) describen espirales hacia el 
origen y en el sentido de las manecillas del reloj, como se muestra en la Figura 9. 


ejercicios 


Esquematice los retratos fase de cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones dife- 
renciales. 



10. Demuestre que cualquier orbita de 



es una elipse. 

11. La ecuacion de movimiento de un sistema masa-resorte con amortiguamiento (Sec- 
cion 2.6) es mi + cz + kz = 0, donde m y c y k son numeros positivos. Transfor- 
me esta ecuacion a un sistema de ecuaciones de primer orden para x = z, y = z 
y esquematice el retrato fase de dicho sistema. Identifique los casos sobreamorti- 
guado, criticamente amortiguado y subamortiguado. 

12. Suponga que una matriz A de 2 x 2 tiene dos vectores caracteristicos linealmente 
independientes con valor caracteristico X. Demuestre que A = XI. 

13. Este problema ilustra el Teorema 4. Considere el sistema 


dx 

dt 




dy_ 

dt 


= x + 2x\ 


n 


(a) Demuestre que la solucion de equilibrio x = 0, y = 0 del sistema linealizado 
x - y f y = x es un punto silla y trace el retrato fase del sistema linealizado. 

(b) Determine las orbitas de (*) y trace luego su retrato fase. 

(c) Demuestre que hay exactamente dos orbitas de (*) (una para x > 0 y otra para 
x < 0) para las cuales x 0, y 0 cuando / De manera similar, hay 
exactamente dos orbitas de (*) para las cuales x 0, y 0 cuando t ~ * 

Asi pues, observese que los retratos fase de (*) y del sistema linealizado son 
similares cerca del origen. 

14. Verifique la ecuacion (6). Sugerencia: La expresion acoswt 4- b sen oof puede escri- 
birse en la forma Rcos(ut - b) para una eleccion adecuada de R y b. 
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4.8 Comportamiento de las soluciones para 

TIEMPOSGRANDES; TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON 

Ahora se considerara el problema de determinar el comportamiento para valores gran- 
des del tiempo de todas las soluciones de la ecuacion diferencial 



'^r 



■> X n) 

x = f(x), x = 


. f(x) = 

• 





J*(x 

■>x n ) 


Este problema ya se resolvio completamente en el caso especial f(x) = Ax. Segun 
se vio en las Secciones 4. y 4.7, todas las soluciones x(t) de x = Ax exhiben alguno 
de los siguientes cuatro tipos de comportamientos: (i) x(/) es constante como funcion 
del tiempo; (ii) x(t) es una funcion periodica del tiempo; (iii) x(r) no esta acotada cuan- 
do t tiende a infinito; (iv) x(t) tiende a un punto de equilibrio cuando t tiende a infinito. 

Una solucion parcial al problema, en el caso de f(x) no lineal, fue discutida en la 
Seccion 4.3. En dicha seccion se dan condiciones suficientes para que toda solucion x(0 
de (1), cuyo valor inicial x(0) esta suficientemente cerca de un punto de equilibrio £, 
tienda a £ cuando t tiende a infinito. En muchas aplicaciones con frecuencia es posible 
ir aun mas lejos y demostrar que cualquier solucion fisicamente (biologicamente) rea- 
lista tiende a un mismo punto de equilibrio conforme transcurre el tiempo. En ese con- 
texto, los siguientes dos lemas desempenan un papei extremadamente importante. 

LEMA i. Sea g(t) una funcion monotona creciente (decreciente) del tiempo 
para t > t Q , con g(t) < c(>c) para alguna constante c. Entonces , g(t) tiene 
un Ifmite cuando t tiende a infinito . 

DEMOSTRACION. Supongase que g(t) es monotona creciente para t > r 0 , y que 
g(0 esta acotada en la parte superior. Sea / la minima cota superior de y y es decir, / 
es el menor de los numeros que no es excedido por los valores de g(t) y para t > t 0 . 
Dicho numero debe ser el limite de g(t) cuando t tiende a infinito. Para demostrarlo, 
tomese e > 0 y observese que existe un tiempo t e > t 0 , tal que / - g(t e ) < e. (Si no 
existe tal tiempo t e , entonces / no es la minima cota superior de g.) Dado que g(t) es 
monotona, se ve que l — g(t) < e para t > t £ , Eso muestra que / = lim^oogit). 

□ 

Lem a 2 . Supongase que una solucion x(t) de{ 1) tiende a un vector £ cuando 
t tiende a infinito. Entonces £ es un punto de equilibrio de (1). 


DEMOSTRACION. Supongase que x(t) tiende a £ cuando t tiende a infinito. Entonces 
Xj(t) tiende a £y, donde £; es la componente j de £. Esto implica que |xy(/j) - Xj(t 2 ) | 
tiende a cero cuando t\ y t 2 tienden a infinito, ya que 
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En particular, sea t x = t y t 2 = t\ + h para algun numero positivo fijo h. Enton- 
ces, | Xj(t + h) - A: y (/)| tiende a cero cuando t tiende a infinito. Pero 


donde r es algun numero entre ty t + h. Observese por ultimo que ./}(x, (r), .... x„(t)) 
debe tender a ,/}($[ , cuando t tiende a infinito. Por lo tanto,./)(£| , = 

0, j = 1, 2, . . ., n, lo que termina la demostracion del Lema 1. 


Ejemplo 1 Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales 

^- = ax - bxy - ex 2 , ^ = - cy + dxy -fy 2 (2) 

donde a, b , c, d t e y /son constantes positivas. Este sistema (Seccion 4.10) describe 
el crecimiento poblacional de dos especies x y y> donde la especie y depende de la espe- 
cie * para sobrevivir. Supongase que c/d > a/e. Demostrar que toda solucion x(t), 
>'(0de(2)conA:(0)y> , (0) > 0 tiende a la solucion de equilibrio x = a/e> y - 0 cuando 
t tiende a infinito. 

Solucion. El primer paso consiste en mostrar que cualquier solucion x(t), J'(f) de 
(2) que empieza en el primer cuadrante (x > 0, y > 0) en t = 0, debe permanecer en 
el primer cuadrante para todo tiempo futuro. (Si no fuera asi, entonces el modelo podria 
no corresponder a la realidad.) Para ello, recuerdese de la Seccion 1.5 que 


x(t) = 


ex 0 + {a~ex Q )e' 


y{t)=Q 


es una solucion de (2) para cualquier eleccion de x 0 . La orbita de esta solucion es el 
punto (0, 0) para x 0 = 0; la recta 0 < x < a/e para 0 < x 0 < a/e\ el punto (a/e, 0) 



FlGURA 1. 
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para x 0 = a/e ; y la recta a/e < x < para x 0 > a/e, Asi pues, el eje x, para x > 
0, es la union de cuatro orbitas disjuntas de (2). De manera similar (Ejercicio 14), el 
eje y en su parte positiva es una sola orbita de (2). De manera que si una solucion x(/), 
y(t) de (2) abandona el primer cuadrante, entonces su orbita debe cruzar alguna otra, 
lo que no esta permitido por la unicidad de las orbitas (Propiedad 1 de la Seccion 4.6). 

El siguiente paso consiste en dividir el primer cuadrante en regiones donde dx/dt 
y dy/dt tienen signos fijos. Eso se logra trazando las rectas l { : a - by - ex = 0 y L: 
-c + dx - fy = 0, en el piano xy . Dichas rectas dividen el primer cuadrante en tres 
regiones I, II y III, como se muestra en la Figura 1. (Las rectas l x y / 2 no se cortan en 
el primer cuadrante si c/d > a/e.) Observese, ademas, que ex -f by es menor que a 
en la region I, mientras que ex + by es mayor que a en las regiones II y III. Por consi- 
guiente, dx/dt es positiva en la region I y negativa en las regiones II y III. De la misma 
manera, dy/dt es negativa en las regiones I y II, y positiva en la region III. 

A continuation se demostraran cuatro lemas sencillos. 

LEMA 3. Toda solucion x(t), y(t) de (2) que empieza en la region I en el t tem- 
po t = t 0 permanece en esa region para todo tiempo futuro t > t 0 , y final - 
mente tiende a la solucion de equilibrio x - a/e, y = 0 . 


DEMOSTRACION. Supongase que una solucion x(t), y(t) de (2) abandona la region 
I en el tiempo t = t*. Entonces x(t*) = 0, ya que la unica manera en la que una solu- 
cion puede salir de la region I es cruzando la recta l x . Derivando en ambos lados de 
la primera ecuacion de (2) con respecto a t y tomando t = t* se obtiene 


d 2 x(t*) 

dt 2 


bx(t *) 


4y{t*) 

dt 


Esta cantidad es positiva. Por lo tanto, x(/) tiene un minimo en t = t*. Pero esto es 
imposible, ya que x(/) es siempre creciente si x(t ), y(t) esta en la region I. Asi pues, 
cualquier solucion x(t), y(t) de (2) que empieza en la region I en el tiempo t = t 0 per- 
manecera en la region I para todo tiempo futuro t > t 0 . Eso implica que x(t) es una 
funcion monotona creciente del tiempo y que^(0 es una funcion monotona decreciente 
del tiempo para t > r 0 » con x(t) < a/e y y(t) > 0. Por consiguiente, por el Lema 1, 
tanto x(t) como y(t) tienen limites £ y 17, respectivamente, cuando t tiende a infinito. 
El Lema 2 implica que (£, 77) es un punto de equilibrio de (2). Puede verificarse facil- 
mente que los unicos puntos de equilibrio de (2) en la region x > 0, y > 0 son x = 
0, y = 0 y x = a/e, y = 0. Claramente £ no puede ser igual a cero, ya que x(/) es cre- 
ciente en la region I. Por lo tanto, £ = a/e y 77 = 0. □ 


LEMA 4. Cualquier solucion x(t), y(t) de (2) que empieza en la region III 
en el instante t = t 0 debe abandonar dicha region un tiempo mas tarde. 

DEMOSTRACION. Supongase que una solucion x(/), y(t) de (2) permanece en la region 
III para todo tiempo t > t 0 . Entonces x(t) es una funcion monotona decreciente del 
tiempo y y(t) es una funcion monotona creciente del tiempo para t > t Q . Mas aun, x(0 
es mayor que c/d y y(t) es menor que (dx(t 0 ) - c)/f, Por consiguiente, tanto x(t) como 
y(t) tienen limites £, 77, respectivamente, cuando t tiende a infinito. El Lema 2 implica 
entonces que (£, 77) es un punto de equilibrio de (2). Pero (£, 77) no puede ser igual a 
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(0, 0) o bien a ( a/e , 0) si x(t ), y(t) permanece en la region III para t > t 0 . Esta con- 
tradiction demuestra el Lema 4. 


LEMA 5. Cualquier solution x(t), y(t) de (2) que empieza en la region II en 
el instante t = t 0 y permanece en la region II para todo tiempo futuro t > t 0 , 
debe tender a la solution de equilibrio x = a/e, y = 0 . 


DEMOSTRACION. Supongase que una solucion x(t), y(t) de (2) permanece en la 
region II para todo tiempo t > t 0 . Entonces tanto x(0 como_y(0 son funciones mono- 
tonas decrecientes del tiempo para t > t 0 , con x(t) > 0 y y(t) > 0. De modo que por 
el Lema 1, tanto x(t) como x(r) tienen limites £, 17, respectivamente, cuando t tiende 
a infinito. El Lema 2 implica entonces que (£, rj) es un punto de equilibrio de (2). Aho- 
ra bien, (£, 17) no puede ser igual a (0, 0). Por Io tanto, £ = a/e, 17 = 0. 

Lema 6. Una solution cualquiera x(t), y(t) de (2) nunca puede entrar a la 
region III proveniente de la region II. 


DEMOSTRACION. Supongase que una solucion x(t), y(t) de (2) abandona la region 
II en el instante t = t* y entra en la region III. Entonces y(t*) = 0. AI derivar con 
respecto a t en ambos lados de la segunda ecuacion de (2) y haciendo / = t*, se obtiene 


d 2 y(t*) 

dt 2 


dy{t*) 


dx(t*) 

dt 


Esta cantidad es negativa. Por lo tanto, y(t) tiene un maximo en t = t*. Pero tal cosa 
es imposible, ya que y(t) es decreciente si x(t), y(t) esta en la region II. 


Observese, por ultimo, que una solucion x(t), y(t) de (2) que empieza en / t debe 
entrar inmediatamente a la region I, y que una solucion que empieza en / 2 debe entrar 
inmediatamente a la region II. Ahora se sigue inmediatamente de los lemas del 3 al 6 
que cualquier solucion x(t), y(t) de (2) con x(0) > 0 y .y(0) > 0, tiende a la solucion 
de equilibrio x = a/e, y = 0 cuando t tiende a infinito. 

Hasta este momento, las soluciones y orbitas de las ecuaciones no lineales que se 
han estudiado se comportan de manera muy similar a las soluciones y orbitas de las 
ecuaciones lineales. Sin embargo, la situacion es en realidad muy diferente. En general, 
las soluciones y orbitas de las ecuaciones no lineales muestran un comportamiento com- 
pletamente diferente al de las soluciones y orbitas de las ecuaciones lineales. Un ejem- 
plo usual es el sistema de ecuaciones 

= -y + x(l-x 2 -y 2 ), ^ =x+y(\-x 2 -y 2 ). (3) 


Llama la atencion que el termino x 2 + y 2 esta presente en ambas ecuaciones, es 
por ello que se sugiere introducir coordenadas polares r, 6 , donde x = r cos 6,y = r sen 6, 
para reescribir (3) en terminos de r y 6. Para tal fin se calcula 


A r 2 = 1 r^=2x — 

dt r lr dt lX dt 


+ 2y 


dt 


= 2(x 2 + y 1 ) — 2(x 2 + y 2 / = 2r 2 ( \ - r 2 ). 
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De la misma manera 

dx 

d9 d . y \ X dt y dt x 2 +y 2 

= —arc tan — = — = — = 1. 

dt dt x x 2 i +(y/x) 2 x 2 +y 2 

Por consiguiente, el sistema de ecuaciones (3) es equivalente al sistema 

dr /, 2 \ dO , 

■j,-' ('-'>■ *-'■ 

Se puede ver facilmente que la solution general de (4) es 


, V ' U 

r(t) — , 

['•o-*- ( l — '•o)^ -2 '] 


9 = t + On 


donde r 0 = r( 0) y 8 0 = 0(0). Por lo tanto, 




[ r o + (l-'o)« 2 ‘] 


**>- r, . r 7 ~ -^ sen(,+il ° ) - 


['o + 0-'o)« ! '] 


Observese ahora que x = 0, y = 0 es la unica solution de equilibrio de (3). Observese 
ademas que 

j*(/) = cos(r + 0 o ), y(/)=sen(/ + 0 o ) 


cuando r 0 = 1 . Esta solution es periodica con periodo 2x, y su orbita es el circulo uni- 
tario x 2 + y 2 = 1. Observese por ultimo que de (5) se sigue que r(t) tiende a 1 cuando 
t tiende a infinito, para r 0 # 0. Por consiguiente, todas las orbitas de (3), con excep- 



FlGURA 2. Retrato fase de (3) 
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cion del punto de equilibrio x = 0, y = 0, describen una espiral que se aproxima a 
la circunferencia unitaria. En la Figura 2 se ilustra dicha situation. 

El sistema de ecuaciones (3) muestra que las orbitas de un sistema no lineal de ecua- 
ciones pueden describir espirales que se aproximan a una curva cerrada simple. Por 
supuesto que tal cosa no es posible para sistemas lineales. Mas aun, con frecuencia pue- 
de demostrarse que las orbitas de un sistema no lineal describen espirales que se aproxi- 
man a una curva cerrada aun cuando no sea factible resolver explicitamente el sistema 
de ecuaciones o incluso determinar sus orbitas. Tal es el contenido del siguiente teore- 
ma famoso: 

Teorema 5. (Poincare-Bendixson). Supongase que una solution x ~ x(t), 
y ~ y{t) del sistema de ecuaciones diferenciales 

^=s(*>.v) (6) 

permanece en una region acotada del piano que no contiene puntos de equili- 
brio de (6). Entonces su orbita debe describir una espiral que se aproxima a 
una curva cerrada simple , la cual a su vez es la orbita de una solution periodica 
de (6). 


EJEMPLO 2 Demostrar que la ecuacion diferencial de segundo orden 

z + (z 2 + 2z 2 - l)z + z = 0 (7) 

tiene una solucion periodica no trivial. 

SOLUCION. Transformando primero la ecuacion (7) a un sistema de dos ecuaciones 
de primer orden mediante la sustitucion x = z y y ■= z, se obtiene 

§=>-> f = -x + (l- X >-2y>)y. (8) 


Ahora se buscara una region R, acotada en el piano xy, que no contenga puntos 
de equilibrio de (8) y con la propiedad de que cualquier solucion x(t), J'W de (8) que 
empieza en R en el instante t = t 0 , permanece ahi para todo tiempo futuro t > t 0 . Se 
puede mostrar facilmente que una region simplemente conexa, como por ejemplo, un 
cuadrado o un disco, no tiene dicha propiedad. Es por ello que se toma R como un 
anillo alrededor del origen. Para tal efecto se calcula 



. dx 
dt 


dt 


X ~J 7 +y-J7 =(l-x 2 -2 y 2 )y 2 , 


y se observa que 1 - x 2 - 2 y 2 es positivo para x 2 + y 2 < Vi y negativo para 
x 2 + y 2 > 1. Por lo tanto, x 2 (t) + y 2 (t) es creciente a lo largo de cualquier solucion 
x(t), y(t) de (8) cuando x 2 + y 2 < Vx y decreciente cuando x 2 + y 2 > 1. Eso implica 
que cualquier solucion x(t ), y(t) de (8) que empieza en el anillo Vi < x z + y 2 > 1 en 
el instante / = t 0 , permanecera en el para todo tiempo futuro / > t 0 , Ahora bien, el 
anillo no contiene puntos de equilibrio de (8). Por lo tanto, por el teorema de Poincare- 
Bendixson, existe al menos una solucion periodica x(t ), y(t) y contenida completamente 
en el anillo. Entonces z = Jc(r) es una solucion periodica no trivial de (7). 
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EJERCICIOS 


1 . Lo que realmente ocurrio en las conversaciones de paz en Paris (Guerra de Vietnam). 

A continuacion se describe el plan original desarrollado por Henry Kissinger y Le 
Due Tho para terminar con la guerra en Vietnam. Se acordo colocar un millon 
de hormigas de Vietnam del Sur (VS) frente a un millon de hormigas de Vietnam 
del Norte (VN) en el jardin posterior del palacio presidencial en Paris, y hacer que 
se disputaran el territorio luchando durante un lapso prolongado. Si las hormigas 
survietnamitas liquidaban casi por completo a las hormigas norvietnamitas, entonces 
VS retendria el control sobre la totalidad del terreno. Si las hormigas de VN salian 
victoriosas, entonces su bando ocuparia el territorio de VS. Si hubiera empate, enton- 
ces el territorio de VS se dividiria de acuerdo con la proporcion de hormigas res- 
tates. Ahora bien, las hormigas survietnamitas, denotadas por S, y las hormigas 
norvietnamitas, denotadas por N, combatirian de acuerdo con las siguientes ecua- 
ciones diferenciales 


dS 

dt 

dN 

dt 


10 

1 

100 


S-^SxN 


20 


N- 


100 


N 2 — 


100 


SxN. 


(*) 


Notese que estas ecuaciones corresponden a la realidad, ya que las hormigas de 
VS se multiplican mucho mas rapidamente que las de VN, pero las hormigas nor- 
vietnamitas son mucho mejores combatientes. 

La lucha se inicio exactamente a las diez de la manana del 19 de mayo de 1972, 
y fue supervisada por un representante de Polonia y otro de Canada. A las 2:43 
p.m. del 21 de mayo, el representante de Polonia, no satisfecho con el desarrollo 
de la batalla, introdujo al jardin una bolsa con hormigas de VN, aunque no sin 
ser detectado por el ojo avisor del representante de Canada. Las survietnamitas 
reclamaron inmediatamente la violation a las reglas y desconocieron el acuerdo, 
marcando asi la pauta para las largas y dificiles conversaciones que siguieron en 
Paris. El representante de Polonia fue Ilevado a juicio en esta ciudad para respon- 
der ante los cargos. El juez, despues de hacer algunas observaciones sobre lo insul- 
so del comportamiento de las survietnamitas dicto una sentencia muy benigna al 
representante de Polonia. Justifique matematicamente la decision del juez. Suge - 
rencia: 


(a) Demuestre que las rectas A r =2yA r +S-l dividen al primer cuadrante en 
tres regiones (Fig. 3) en las cuales dS/dt y dN/dt tiene signo fijo. 

(b) Pruebe que cualquier solucion S(t)> N(t) de (*) que empiece en la region I o 
en la III, debe entrar en algun momento a la region II. 

(c) Demuestre que cualquier solucion S(0> N(t) de (*) que comience en la region 
II, debe permanecer en ella para todo tiempo futuro. 

(d) Concluya, a partir de (c) que S(t) -+ oo para todas las soluciones S(t) y N(t) 
de (*), con S(t 0 ) y N(t 0 ) positivos. Concluya tambien que N(t) tiene un limite 
finito (<2) cuando t -+ oo. 

(e) Para demostrar que N(t) 0, observe que existe t 0 tal que dN/dt < -jVpara 
t > /o- Concluya, a partir de esta desigualdad que N{t) 0 cuando t °°. 
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FlGURA 3. 

2. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales 

~jr-=ax- bxy, ^ = cy - dxy - ey 2 (*) 

con a/b > c/e. Demuestre que>’(f) -*■ 0 cuando t 00 para cualquier solution x(0, 
y{t) de (*) conx(f 0 ) y y{t$) positivos. Sugerencia: Efectue el mismo desarrollo que 
en el Ejercicio 1. 

3. (a) Sin calcular los valores caracteristicos de la matriz 



demuestre que cualquier solution x(t) de 



tiende a cero cuando t tiende a infinito. Sugerencia : (a) Demuestre que las rec- 
tas x 2 = 3*i y X\ - 3x 2 dividen al piano xy en cuatro regiones (Fig. 4) en las 
cuales x { y x 2 tiene signo fijo o constante. 

(b) Pruebe que cualquier solution \(t) que empieza en la region I o en la II, debe 
permanecer en ellas para todo tiempo futuro y, finalmente, tender a la solu- 
tion de equilibrio x = 0. 

(c) Demuestre que cualquie solution x(t) que permanece exclusivamente en las 
regiones III o IV debe tender finalmente a la solution de equilibrio x = 0. 

Se dice que una curva cerrada es un ciclo Kmite de 

x=f(x,y), y = g(x,y) (*) 

si existen orbitas que describen espirales que se acercan o alejan de ella. Se dice que 
es estable si todas las orbitas de (*) que pasan suficientemente cerca de la curva cerrada 
describen espirales que tienden finalmente hacia ella. En caso contrario, se dice que es 
inestable. Encuentrense todos los ciclos limites de cada uno de los siguientes sistemas 
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FlGURA 4. 



de ecuaciones diferenciales. ( Sugerencia : Determine d(x 2 + y i )/dt. Observe ademas 
que C es la orbita de una solucion periodica de (*) si no contiene puntos de equilibrio 


de (*).) 

x( x 2 +y 2 -2) 
4. x= -y ■ 

yx*+y* 

y(x 2 +y 2 - 2) 

y = x — 

"VV+y 2 


5. x = x-x 2 -xy 2 

y*=y-y 2 -yx 2 


6. x=y + x(x 2 +y 2 — \)(x 2 +y 2 — 2) 7. x = xy + xcos{x 2 +>’ 2 ) 

y= -x+y(x 2 +y 2 -\)(x 2 +y 2 -2) y = - x 2 + y cos(x 2 + y 2 ) 

8. (a) Demuestre que el sistema 

x=y + xf(r)/r, y=~x+yf(r)/r ( r 2 = x 2 +y 2 ) (*) 

tiene ciclos limites correspondientes a los ceros de f(r). ^Cual es el sentido de 
movimiento sobre tales curvas? 

(b) Determine todos los ciclos limites de (*) y analice su estabilidad si f(r) = 
(r ~ 3 ) 2 (r 2 - 5r + 4). 


Use el teorema de Poincare-Bendixson para demostrar la existencia de una solucion perio- 
dica no trivial de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales: 

9. £ + (a? + i 4 — 2)z = 0 10. i+[ln(z 2 + 4i 2 )]i + z =0 

11. (a) De acuerdo con el Teorema de Green en el piano, si C es una curva cerrada 
que es lo suficientemente “lisa”, y si/y g son continuas y tienen primeras 
derivadas parciales tambien continuas, entonces 

f [ f(x>y) & - 2 (x,y) dx ] - / / [ f x (x,y) + g y (x,y) ] dx dy 

C R 
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donde R es la region delimitada por C. Supongase que x(t ), y(t) es una solu- 
cion periodica de x = f(x , y), y = g(x, >0, y sea C la orbita de dicha solucion. 
Demuestre que la integral de linea a lo largo de C es cero. 

(b) Suponga que f x + g y tiene el mismo signo a lo largo de una region simple- 
mente conexa D en el piano xy. Demuestre que el sistema de ecuaciones x = 
f(x, y), y = g{x, y) no puede tener soluciones periodicas contenidas comple- 
tamente en Z). 

12 . Pruebe que el sistema de ecuaciones diferenciales 

x = x+y 2 + x 3 , y= — x+y+yx 2 
no tiene solucion periodica no trivial. 

13 . Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales no tiene solucion periodica 

X = X - xy 2 + y 3 , y=^y -yx 1 + X 3 

no trivial que este en la parte interior de la circunferencia x 1 + y 2 = 4. 

14 . (a) Demuestre que x = 0, y = es una solucion de (2) para cualquier funcion 

ip(t) que satisface \p = -c\p - f\p 2 . 

(b) Elija > 0. Demuestre que la orbita de x = 0, y - \p(t) (para toda t para 
la cual \p existe) es la parte positiva del eje y. 


4.9 iNTRODUCCldN A LA TEORIA DE BIFURCACIONES 


Considerese el sistema de ecuaciones 

x = f(x, e) (1) 

donde 



y e es un escalar. Intuitivamente hablando, un punto de bifurcacion de (1) es un valor 
de e para el cual las soluciones de (1) cambian su comportamiento. Dicho con mas pre- 
cision, e = €q es un punto de bifurcacion de (1) si los retratos fase de (1) para e < 
e 0 y e > e 0 son diferentes. 


Observacion. En los ejemplos que siguen se apelara a la intuicion para decidir si 
los dos retratos fase son iguales o distintos. En cursos mas avanzados se definen dos 
retratos fase como iguales o topologicamente equivalentes si existe una transformacion 
continua del piano en si mismo que asocia a un retrato fase, el otro. 


ejemplo i Encontrar los puntos de bifurcacion del sistema 


x = Ax = 


(! 



( 2 ) 
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SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz A es 

p{ X) = det(A — XI) 


— (X~~l)(X-f 1) — • e 

= \ 2 -(\ + e). 

Las raices de p(\) son ±V 1 + e para e > -1 y ±\J- e - 1 / para e < - 1 . Eso implica 
que x = 0 es un punto silla para € > -1, y un centro para e < -1. Se concluye, por 
tanto, que e - -1 es un punto de bifurcacion de (2). Tambien es claro que la ecua- 
cion (2) no tiene otros puntos de bifurcacion. 

Es ilustrativo ver como cambian las soluciones de (2) cuando 6 pasa por el valor 
de bifurcacion -1. Para e > -1 los valores caracteristicos de A son 

X i = ]j 1 " -f e \ X 2 — ~ / 1 "bT . 

Puede verificarse facilmente (Ejercicio 10) que 


x t _ 1 + v 1 + e 


es un vector caracteristico de A con valor caracteristico Vi + e , mientras que 

„2_ ( 1-/T+7 \ 


es un eigenvector con eigenvalor -V 1 + e . Por Io tanto, el retrato fase de (2) tiene la 
forma que se muestra en la Figura 1. Cuando e -* -l por la izquierda, las rectas l x 



Figura i. Retrato fase de (2) para e > -1. 
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FlGURA 2. Retrato fase de (2) para € = -1. 


y l 2 tienden hacia ia recta x { - x 2 . Esta ultima esta formada por puntos de equilibrio 
de (2) cuando e = -1, mientras que cada una de las rectas x ] - x 2 = c (c ¥* 0) es una 
orbita de (2) para e = -1. En la Figura 2 se muestra el retrato fase de (2) para e = -1. 

EJEMPLO 2 Encontrar los puntos de bifurcacion del sistema 

* = AX= (e -l) X ' ( 3 ) 

SOLUCION. El polinomio caracteristico de la matriz A es 

7 ?(\) = det(A — XI) = det( 

— A(l + A) + e 


— A 2 + A 4* e 


y las raices de p(\) son 


-l+y'l-4e -l-/l-4e 

A, = — , A 2 = 2 • 

Observese que \ x es positiva y X 2 es negativa para e < 0. Por lo tamo, x = 0 es 
un punto silla para e < 0. Para 0 < e < l A, tanto como X 2 son negativas. Por lo 
tanto, x = 0 es un nodo estable para 0 < e < Para e > 14, tanto X[ como X 2 son 
complejas con parte real negativa. Por lo tanto, x = 0 es un foco estable para e > 
14. Notese que el retrato fase de (3) cambia cuando e pasa por 0 y por !4. Se conclu- 
ye, por lo tanto, que e = 0 y e = 1, son puntos de bifurcacion de (3). 
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EJEMPLO 3 Encontrar los puntos de bifurcation del sistema de ecuaciones 

dx , 


dt 

dx 

~dt 


1 — x? 


(4) 


I- r 2 
— x i 


£. 


SOLUCION. (i) Primero se encuentran los puntos de equilibrio de (4). Haciendo 
dx x /dt = 0, se obtiene x 2 = 0, y haciendo dx 2 /dt =_0 se obtiene jq - e = 0, de moao 
que X\ = ±'fe, e > 0. Por lo tanto, (V7, 0) y (-Ve, 0) son dos puntos de equilibrio 
de (4) para e > 0. El sistema (4) no tiene punto de equilibrio si e < 0. Se concluye, 
por lo tanto, que e = 0 es un punto de bifurcation de (4). (ii) Ahora se estudiara el 
comportamiento de las soluciones de (4) cerca de los puntos de equilibrio (±V^, 0) para 
determinar si el sistema tiene otros puntos de bifurcation. Haciendo 


r: 


u = x j -+-y e 


v — x 1 


se obtiene 


du 

li 

dv 


= v 


( 5 ) 


= — v — e— ±2\[e u — v 4* u 2 . 


dt 

El sistema (5) puede ser escrito en la forma 

Por el Teorema 4, el retrato fase de (4) cerca de la solution de equilibrio 

uHf) 

queda determinado por el retrato fase del sistema linealizado 

0 


ir- 


;>=*(?)■ 


: 2v £ 


r 




Para encontrar los valores caracteristicos de A se calcula 

p(\) = det(A— XI) 

/ -A 1 \ 

= det | ±2\]e — l — A | 

= A 2 + A ^ 2\[e . 

Por lo tanto, los valores caracteristicos de A cuando u = Xi — 'fe son 


A. = 


■l + /l+iJT — 1 — \J\+&Je 


A 2 = 


( 6 ) 
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mientras que los valores caracteristicos de A cuando u = X\ + Ve son 

— 1 + ]j 1 — 8 ]fe 1 ]J 1 8/e 


*! = ■ 


^2 = 


( 7 ) 


Observese de (6) que X, > 0, mientras que X 2 < 0. Asi pues, el sistema (4) se com- 

porta como un punto silla cerca de los puntos de equilibrio | ^ j. Por otra parte, se 

ve de (7) que tanto como X 2 son negativas para 0 < e < 1/64, y complejas para 
e > 1/64. Por consiguiente, el sistema (4) se comporta como un nodo estable cerca 

de la solucion de equilibrio | j para 0 < e < 1/64, y como un foco estable para 

e > 1/64. Puede mostrarse que los retratos fase de un nodo estable y un foco estable 
son equivalentes. Por consiguiente, e = 1/64 no es un punto de bifurcacion de (4). 

Otra situation que se incluye en el contexto de la teoria de bifurcaciones, que tiene 
gran interes en la investigation actual, es cuando el sistema (1) tiene un ciertQ numero 
de soluciones de equilibrio o periodicos para e = e 0 , y un numero diferente de ellas 
para e # e 0 . Supongase, por ejemplo, que x(r) es una solucion de equilibrio (o perio- 
dica) de (1) para e = 0, y \ l (t ), x 2 (/), . . ., x k (t) son soluciones de equilibrio (o perio- 
dicas) de (1) para e # 0, las cuales tienden a x(0 cuando e 0. En tal caso, se dice 
que las soluciones x 2 (/), ♦ . x k (t) bifurcan a partir de x(t). Esto se ilustra en 
el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4 Encontrar todas las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones 

dx x 

■ = 3 ex , — 3ex 2 — x\ — x 2 

( 8 ) 


— r 5 - = 3 ex, 
dt 1 


dx , N 

— = ex 1 -x,x 2 = x,(e-x 2 ). 

Solucion. Sea | j una solucion de equilibrio del sistema (8). La segunda ecuacion 
en (8) implica que xj = 0, o bien x 2 = e. 

x, = 0. En este caso, la primera ecuacion de (8) entrana que 

0 = 3ex 2 + x\ = x 2 (3e + x 2 ) 

de modo que x 2 = 0, o bien x 2 = -3 e. Asi pues, ( j? ) y f ® J son dos puntos de equi- 
librio de (8). l ” 3e/ 

x 2 = e. En este caso, la primera ecuacion de (8) implica que 

3eXi ”3e 2 — x 2 — e 2 = 0 


o bien 


xf — 3ex, + 4e 2 = 0. 


( 9 ) 
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Las soluciones 

3e±/9e 2 — 16e 2 


de (9) son complejas. Asi pues, 



son dos puntos de equilibrio de (8), para £ # 0, las cuales bifurcan a partir del punto 
de equilibrio x ~ ( q ) cuando £ = 0. 


EJERCICIOS 


Encuentre los puntos de bifurcation de cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 



En cada una de los Problemas del 6 al 8, demuestre que mas de una de las soluciones 
de equilibrio bifurca a partir de la solution de equilibrio x = 0 cuando £ = 0. 

6. x { = ex { - ex 2 ~~ x} + x\ 7. x, = ex, — xj — x x x 2 

x 2 = ex 2 + X\X 2 x 2 — — 2 +2ex 2 + x x x 2 — x\ 

8 . x x = ex 2 + x x x 2 

*2 = “e*» + €*2 + *? + •*! 

9. Considers el sistema de ecuaciones 

*! = 3sx, -Sex? -x 2 + xf / \ 

. _ - (*) 
x 2 — 2ex x — ex 2 . 

(a) Demuestre que cada uno de los puntos de las rectas x 2 = x { y x 2 = -jr, son 
puntos de equilibrio de (*) para e = 0. 

(b) Pruebe que 

(:;)-($) ^ 

son los unicos puntos de equilibrio de (*) para e 0. 

10. Demuestre que 

xl = |i+/iT7j y x2= |i-/mj 
son vectores caracteristicos de la matriz ^jcon valores caracteristicos 


vi+i y — v 1+e, respectivamente. 



4.10 • Problemas presa-depredador 


437 


4.10 Problemas presa-depredador, o por que 

AUMENTO NOTABLEMENTE EL NUMERO DE TIBURONES 
CAPTURADOS EN EL MEDITERRANEO DURANTE LA 

Primera Guerra Mundial 


A mediados de la decada de los veinte en este siglo, el biologo italiano Umberto D’Ancona 
se encontraba estudiando las variaciones poblacionales de varias especies de peces que 
interactuan. En el curso de su investigacion se encontro con informacion acerca de los 
porcentajes de captura de diferentes especies en diversos puertos del Mediterraneo durante 
los anos de la Primera Guerra Mundial. En particular, la informacion incluia los por- 
centajes de captura de selacios (tiburones, mantarrayas, etc.) los cuales no son desea- 
bles como pescado comestible*. A continuation, se reproduce la informacion del puerto 
de Fiume, Italia, durante los anos de 1914 a 1923. 


1914 

1915 

1916 

1917 

1918 

11.9% 

21.4% 

22.1% 

21.2% 

36.4% 

1919 

1920 

1921 

1922 

1923 

27.3% 

16.0% 

15.9% 

14.8% 

10.7% 


D’Ancona quedo intrigado por el gran aumento en el porcentaje de selacios duran- 
te el periodo de la guerra. Argumento que el incremento en tal porcentaje se debia a 
la gran reduction en los niveles de pesca durante el mismo periodo. La pregunta era 
i,como afecta la intensidad de la pesca a la poblacion de peces? La respuesta a tal pre- 
gunta fue una gran preocupacion de D’Ancona en su investigacion acerca de la lucha 
por la existencia entre especies en competition. Tambien era de mucho interes para la 
industria pesquera, ya que tenia implicaciones obvias sobre la manera en la que se debia 
pescar. 

Ahora bien, lo que distingue a los selacios de los peces comestibles es que los pri- 
meros son depredadores, mientras que los segundos son sus presas; los selacios depen- 
den de los peces comestibles para su supervivencia. Inicialmente D’Ancona penso que 
esa era la razon del incremento de los selacios durante la Primera Guerra Mundial. Como 
se habia reducido fuertemente el nivel de captura en dicho periodo, habia entonces mas 
presas disponibles para los selacios, los cuales, por lo tanto, se reprodujeron mas rapi- 
damente y con exito. Sin embargo, la explication tenia una falla, ya que tambien habia 
mas peces comestibles en ese lapso. La teoria de D’Ancona muestra solamente que hay 
mas selacios si la pesca se realiza a niveles mas bajos; no explica por que un bajo nivel 
de pesca es mas benefico para el depredador que para la presa. 

Despues de haber agotado todas las posibles explicaciones biologicas del fenome- 
no, D’Ancona se dirigio a su colega, el famoso matematico italiano Vito Volterra. La 
esperanza era que Volterra pudiera formular un modelo matematico del crecimiento 
de los selacios y sus presas, y de los peces comestibles, y que dicho modelo diera una 
respuesta a la interrogante de D’Ancona. Volterra initio su analisis separando a los ani- 
mates en dos poblacioes: las presas x(t) y los depredadores y(t). Su razonamiento fue 
entonces que los peces comestibles no compiten muy intensamente entre si por su ali- 
mento, ya que este es muy abundante y la poblacion de peces no es muy densa. Por 
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ello, en ausencia de los selacios, los peces comestibles’ crecerfan de acuerdo con la ley 
malthusiana de crecimiento de poblaciones x = ax , para una constante positiva a. Ade- 
mas — razonaba Volterra— el numero de contactos por unidad de tiempo entre depre- 
dadores y presas es bxy , para una constante positiva b. Por lo tanto, x = ax - bxy. 
De la misma manera, Volterra concluyo que los depredadores tenfan una tasa natural 
de decrecimiento — cy, proporcional a su numero, y que su incremento tenia una tasa 
dxy proporcional tambien a su numero en ese momento y y al suministro de alimento 
x. De modo que 

— = ax-bxy , — = -cy + dxy. (1) 


El sistema de ecuaciones (1) describe la interaction entre los selacios y los peces 
comestibles en el caso de no haber pesca alguna. A continuacion se estudiara este siste- 
ma y se obtendran algunas propiedades importantes de sus soluciones. Despues, se inclui- 
ra en el modelo el efecto de la pesca y se mostrara que un bajo nivel de la captura es 
mas benefico para los selacios que para las especies comestibles. De hecho, se llegara 
al sorprendente resultado de que un bajo nivel de pesca, en realidad, es danino para 
los peces comestibles. 

Observese primero que (1) tiene dos soluciones de equilibrio jc(r) = 0, y(t) = 0 y 
x(t) = c/d , y(t) = a/b. Por supuesto, que la primera solution de equilibrio no intere- 
sa. El sistema tiene tambien la familia de soluciones x(t) - x 0 e at , y(t) = 0, y x(t) = 
0, y(t) = yoe~ ct . Asi que tanto el eje x como el eje y son orbitas de (1). Eso implica 
que toda solucion *(/), y(t) de (1), que empieza en el primer cuadrante jc > 0, y > 0 
en el instante t = r 0 , permanecera ahi para todo tiempo futuro t > t 0 . 

Las orbitas de (1) para x, y # 0 son las curvas soluciones de la ecuacion de primer 
orden 

dy_ = -cy + dxy = y(-c + dx) 
dx ax — bxy x(a — by) 


Esta ecuacion es separable, ya que puede ser expresada en la forma 


a -fty <!y_ = ^yc + dx 

y dx x 

Por consiguiente, alny - by + c\nx- dx = k x , para una constante k t . Toman- 
do exponenciales en ambos lados de esta ecuacion se obtiene 


y a x c 
e by e dx 


( 3 ) 


para una constante K . Asi pues, las orbitas de (1) son la familia de curvas definidas 
por (3) y, como se vera a continuacion, dichas curvas son cerradas. 


LEMA 1 . La ecuacion (3) define una familia de curvas cerradas para x y y > 0. 


Demostracion. El primer paso consiste en determinar el comportamiento de las 
funciones/C^) = y a /e by y g(x) = xVe^para xy y positivas. Paratal finalidad, obser- 
vese que/(0) = 0, /(°°) = 0, y ademas, f(y) es positiva para y > 0. Calculando 

ay'-'-by ■ y’-'(a-by) 

^ ^ • 
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se ve que f(y) tiene un solo punto critico en.y = a/b. Por consiguiente,/(.y) alcanza 
su valor maximo M y = ( a/bf/e a en .y = a/b y la grafica de/(>>) tiene la forma 
que se describe en la Figura la. Analogamente, g(x) alcanza su valor maximo M x = 
(c/d) c /e c en x = c/d, y la grafica de g(x) tiene la forma que se ilustra en la Figura lb. 

A partir del analisis anterior, se concluye que la ecuacion (3) no tiene soluciones 
x, y > 0 para K > M x M y , y que para K = M x M y tiene la solucion x = c/d, y = a/b. 
De modo que solamente es necesario considerar el caso K = \M y , donde X es un nume- 
ro positivo menor que M x . Observese primero que la ecuacion x c /e dx = X tiene una 
solucion x = x m < c/d y otra solucion jc = :: M > c/d. Por lo tanto, la ecuacion 

no tiene solucion y si x es menor que x m , o bien mayor que x m- Si x = x m o x M , 
entonces tiene solamente la solucion y - a/b, mientras que para cada x entre x m y x M 
tiene dos soluciones y\ (xr) y y 2 (x). La solucion menor y, (x) es siempre menor que a/b 
y la solucion mayor y 2 (x) es siempre mayor que a/b. Cuando x tiende ar B oa x M , 



FIGURA 2. Orbitas de (1) para x, y positivas. 
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tanto ^iCv) como y 2 (x) tienden a a/b. Por consiguiente, las curvas definidas por (3) son 
cerradas para x y y positivas, y tienen la forma que se muestra en la Figura 2. Mas aun, 
(con exception de * = c/d , y = a/b) ninguna de dichas curvas cerradas contiene pun- 
tos de equilibrio de (1). Por lo tanto, todas las soluciones x(/), y(t) de (1), con x(0) 
y ^(0) positivas son funciones periodicas del tiempo. Es decir, toda solucion x (( ), y(t) 
de (1), con a(0), ^(0) positivas, tiene la propiedad de que x(t + T) = x{t) y y 
y(t + T) - y(t) para alguna T positiva. □ 

Ahora bien, los datos de D’Ancona son en realidad un promedio de la proportion 
de depredadores en cada uno de los periodos de un ano. Asi pues, para comparar los 
datos con las predicciones de (1), es preciso calcular los “valores promedio” de x{() 
y y(t), para cualquier solucion x(t),y{t) de (1). Es sorprendente que sea posible calcular 
dichos valores aun a pesar de que no se conocen x(t) y y{t) exactamente. Ese es el conte- 
nido del Lema 2. 


LEMA 2. Sea x(t ), y(t) una solucion periodica de (1), con periodo T > 0. 
Definanse los valores promedio de x y y como 

Entonces x = c/d y y = a/b. Dicho de otro modo, los valores promedio de 
j ((f) y de y{t) son los valores de equilibrio. 


DEMOSTRACION. Dividiendo entre x ambos lados de la primera ecuacion de (1), se 
obtiene x/x = a - by, de manera que 


J_ 

T 



j.j*[a-by{i)]dt. 


Ahora bien, j* x(t)/x(t)dt = lnx(F) - lnx(0), lo cual es, a su vez, igual a cero, 
ya que x(T) = x(0). Por consiguiente, 


de modo que y = a/b. Analogamente, dividiendo entre Ty(t) ambos lados de la segun- 
da ecuacion de (1), e integrando de 0 a T, se obtiene que x - c/d . d 


Ahora es posible incluir los efectos de la pesca en el modelo. Observese que la pesca 
reduce la poblacion de los peces comestibles en una tasa ex(0, y la de los selacios, en 
una tasa ey{t). La constante e refleja la intensidad de la pesca, es decir, el numero de 
barcos pesqueros en operacion y el numero de redes en el agua. Asi pues, la situacion 
completa queda descrita por el sistema de ecuaciones diferenciales modificado 

— =ax — bxy — ex ~(a~ e)a — bxy 
dy 

— = — cy 4- dxy — ey = — (c + e)y + dxy. 


( 4 ) 
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Este sistema es identico al sistema (1) (para a — e > 0), con a reemplazada por a - 
e, yc sustituida por c + e. Por lo tanto, los valores promedio de x(t) y y(t) seran ahora 


x = 


c + e 
d ' 



( 5 ) 


Por consiguiente, un nivel moderado de pesca (e < a) en realidad incrementa la 
cantidad de peces comestibles, en promedio, al igual que disminuye la cantidad de sela- 
cios. Redprocamente, un nivel bajo de pesca incrementa el numero de selacios, en pro- 
medio, y disminuye el numero de peces comestibles. Este sorprendente resultado, cono- 
cido como principio de Volterra , explica los datos de D’Ancona y resuelve por completo 
el problema. 

El principio de Volterra tiene aplicaciones interesantes para los tratamientos con 
insecticidas que destruyen tanto al insecto depredador como a su presa. Implica que 
la aplicacion de insecticidas en realidad incremental la poblacion de aquellos insectos 
que son mantenidos bajo control por otros insectos depredadores. Una confirmation 
sorprendente de tal principio se encuentra en el caso del pulgon de los citricos ( Icerya 
purchasi ), el cual, al ser introducido en 1868 accidentalmente proveniente de Australia, 
amenazaba con destruir la industria citricola de Estados Unidos. Posteriormente se intro- 
dujo a su depredador natural en Australia, la mariquita (Novius Cardinalis ), la cual 
redujo el numero de pulgones a un nivel bajo. Cuando se descubrio que el DDT mataba 
a los pulgones, se les aplico este por parte de los fruticultores con la esperanza de redu- 
cir aun mas su nivel. Sin embargo, y de acuerdo con el principio de Volterra, ;el resul- 
tado fue un incremento en el numero de tales insectos! 

Curiosamente, muchos ecologistas y biologos se negaron a aceptar como exacto el 
modelo de Volterra. Subrayaban el hecho de que en la mayoria de los sistemas presa- 
depredador que se observaban, no ocurria el comportamiento oscilatorio predicho por 
el modelo de Volterra. Mas bien, conforme el tiempo transcurre, la mayoria de los sis- 
temas presa-depredador tienden a estados de equilibrio. La respuesta a tales argumen- 
ts es que el sistema de ecuaciones diferenciales (1) no debe ser interpretado como un 
modelo general de las interacciones presa-depredador. Esto se debe a que tanto los peces 
comestibles como los selacios no compiten intensamente entre si por los recursos dispo- 
nibles. Un modelo mas general para interacciones presa-depredador es el sistema de ecua- 
ciones diferenciales 


x = ax — bxy - ex 2 , y = -cy + dxy-fy 2 . (6) 

Aqui el termino ex 2 refleja la competicion interna de las presas x por los recursos 
externos limitados. El termino fy 2 refleja la competicion entre los depredadores por 
el numero limitado de presas. Las soluciones de (6) no son periodicas en general. De 
hecho, en el Ejemplo 1 de la Section 4.8 ya se mostro que todas las soluciones x(t ), 
y(t) de (6), con jc(0) y >>(0) positivas, tienden finalmente a la solution de equilibrio x: = 
a/e , y = 0 si c/d es mayor que a/e . En tal caso, todos los depredadores mueren, ya 
que el alimento de que disponen resulta inadecuado para sus necesidades. 

Sorprendentemente, algunos ecologistas y biologos rechazan incluso el modelo mas 
general (6) como inexacto. Como contraejemplo citan los experiments del biologo mate- 
matico G.F. Gause. En dichos experimentos la poblacion estaba integrada por dos espe- 
cies de protozoarios, uno de los cuales, Didinium nasatum , se alimenta de otro, Para- 
mecium cauda turn. En todos los experimentos realizados por Gause, los Didinium 
aniquilaron rapidamente a los Paramecium para morir despues de inanicion. Esta situa- 
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cion no puede ser modelada por el sistema de ecuaciones (6), ya que ninguna solucion 
de (6) con x(0).y(0) # 0 puede llegar a valer cero en x o en y , en un tiempo finito. 

La respuesta a esta argumentation es que el Didinium es un tipo especial y nada 
representativo del depredador. Ademas son feroces atacantes y requieren una tremenda 
cantidad de alimento; un Didinium necesita un Paramecium fresco cada tres horas. Por 
otro lado el Didinium no perece a causa de un suministro insuficiente de Paramecium, 
sino que continua multiplicandose, aunque produciendo descendencia de menor tama- 
no. Asi que el sistema de ecuaciones (6) no modela con exactitud la interaction entre 
el Paramecium y el Didinium. Un mejor modelo para este caso es el sistema de ecuacio- 
nes diferenciales 

^-ax-bVHy, %-{ dV * y ’ ‘’‘I?- 

dt dt [ -cy, x = 0 


Es posible mostrar (Ejercicio 6) que toda solucion x(/), y(t) de (7) con x(0) y ^(0) positi- 
vas toma el valor de cero para x, en un tiempo finito. Eso no contradice el teo r ema 
de existencia y unicidad, ya que la funcion 


g(x,y) 


dVx y, x^O 
-cy, x = 0 


no tiene derivada parcial con respecto a x o a y, en x = 0. 

Por ultimo, es preciso mencionar que hay algunas interacciones presa-depredador 
en la naturaleza que no pueden ser modeiadas por ningun sistema de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias. Tales casos ocurren cuando la presa dispone de un refugio que no 
es accesible a los depredadores. En tales situaciones es imposible afirmar definitivamente 
acerca del numero futuro de presas y depredadores, ya que no puede predecirse cuantas 
presas cometeran la tonteria de abandonar su refugio. Dicho de otro modo, tal proceso 
es aleatorio , mas que determinista , y por lo tanto no puede ser modelado por un siste- 
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias. Lo anterior se verified directamente en un 
famoso experimento de Gause. Coloco este cinco Paramecium y tres Didinium en cada 
uno de treinta tubos de ensayo identicos, y proporciono un refugio para los Parame- 
cium. Dos di'as despues encontro que en cuatro tubos los depredadores habi'an muerto, 
mientras que en los restantes veintiseis tubos se encontraba poblaciones de Paramecium 
que oscilaban entre dos y treinta y ocho individuos. 
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ejercicios 

1. Encuentre todos los puntos de equilibrio de (6) que son realistas y determine su 
estabilidad. 

2. En la Seccion 4.8 se mostro que y(t) finalmente tiende a cero para toda solucion 
x(0> y( 0 de (6), si c/d > a/e . Demuestre que existen soluciones x(0, ^(0 de (6) 
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para las cuales y(t) crece primero hasta un valor maximo, para decrecer despues 
hacia cero. (Para un observador que ve solamente a los depredadores sin tener noti- 
cias de las presas seria muy diffcil de explicar el caso de una poblacion que pasa 
por un maximo para llegar despues a la extincion.) 

3. En muchos casos, son los iembros adultos de la presa los que son atacados princi- 
palmente por los depredadores, mientras que los miembros jovenes se encuentran 
mejor protegidos, ya sea por su menor tamano o por vivir en sitios diferentes. Sea 
x x el numero de presas en estado adulto, x 2 el numero de presas jovenes y, por ulti- 
mo, y el numero de depredadores. Entonces, 

x x = — a x x x + a 2 x 2 — bx x y 
x 2 — nx i — (a, + a 2 )x 2 
y = -cy + dx x y 

donde a 2 x 2 representa el numero de jovenes (por unidad de tiempo) que pasan al 
estado adulto, y n , la tasa de natalidad proporcional al numero de adultos. Obten- 
ga todas las soluciones de equilibrio de este sistema. 

4. Existen diversos casos en la naturaleza en los que la especie 1 se alimenta de la especie 
2, y esta se alimenta a su vez de la especie 3. Un ejemplo de dicha situation se da 
en la isla de Komodo en Malaya, la cual esta poblada por enormes reptiles carm'vo- 
ros y por mauuferos — su alimento — los cuales se alimentan a su vez de la rica 
vegetacion de la isla. Suponga que los reptiles no tienen influencia directa sobre 
la vegetacion y que solamente las plantas compiten entre si por los recursos dispo- 
nibles. Un sistema de ecuaciones diferenciales que describe dicha interaction es 

*1 “ “ a \ X \ ~ *> 12 * 1*2 + C X 3 X i* 3 
* 2 = “* 2 * 2 +*>21 * 1*2 
x 3 = a 3 x 3 -a 4 xj-c yi x x x 3 

Halle todas las soluciones de equilibrio de este sistema. 

5. Considere un sistema presa-depredador en el cual el depredador tiene otras alter- 
nativas de alimentation. Un sistema asi puede ser modelado por las ecuaciones dife- 
renciales 

*l“«l* i(0i-* 1 ) + Yi* 1 * 2 
*2 * « 2 * 2 ( @2 - * 2 > ~ 72 * 1*2 


donde x x ( t ) y x 2 (t) son las poblaciones de depredador y presa, en el tiempo t, res- 
pectivamente. 

(a) Demuestre que el cambio de coordenadas = X/(f/a/j8,-) reduce el siste- 

ma a las ecuaciones 

yi=y\(i-y\)+<*iy\y 2 > y2=y2tt-y 2 )- a 2y\y 2 

donde a x = y\0 2 /oa0\ y a 2 = y 2 P\/ct 2 P 2 . 

(b) ^.Cuales son las poblaciones de equilibrio estables cuando (i) 0 < a 2 < 1, 
(ii) a 2 > 1? 

(c) Se ha observado que a x = 3 a 2 (donde a 2 es la medida de la agresividad del 
depredador). ^Cual es el valor de a 2 si el instinto del depredador es maximi- 
zar su poblacion de equilibrio estable? 
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6. (a) Sea x{t)' una solucion de x = ax - MVx, con M > a\lx(t 0 ). Demuestre que 

aV^ =M-(M-aVx(to) )e a( '-'o)/ 2 . 

(b) Deduzca de (a) que x(0 tiende a cero en un tiem po fin ito. 

(c) Sea x(t) y y(t) una solucion de (7), con by(t 0 ) > a\lx(T 0 ). Demuestre que x(t) 
toma el valor de cero en un tiempo finito. Sugereneia: Observe que>>(0 es cre- 
ciente para t > t Q . 

(d) Es posible mostrar que en algun momento by(t) sobrepasa el valor de a^Jx(t 0 ) y 
para cualquier solucion x(f), y(t) de (7) con xr(f 0 ) y jK^o) positivas. Concluya, 
por lo tanto, que todas las soluciones x(t), y{t) de (7) alcanzan el valor de cero 
en un tiempo finito. 


4.1 1 Principio de exclusion competitiva en 

BIOLOGIA DE POBLACIONES 


Se observa con frecuencia en la naturaleza que la lucha por la existencia entre dos espe- 
cies similares que compiten por un mismo alimento y un mismo espacio vital, ambos 
limitados, termina casi siempre con la completa extincion de una de las especies. -Este 
fenomeno se conoce como el “principio de exclusion competitiva”. Darwin lo enuncio 
por primera vez, aunque en una forma un poco diferente, en 1859. En su articulo “El 
origen de las especies por la seleccion natural” expresa: “Debido a que las especies de 
un mismo genero presentan usualmente, aunque no en forma invariable, mucho mayor 
similitud en habitat, constitution y siempre en estructura, la lucha entre ellos sera, por 
lo general, mas intensa si llegan a competir entre si que si lo hacen con especies de gene- 
ros distintos”. 

Hay una explication biologica muy interesante del principio de exclusion competi- 
tiva. La piedra angular de la teoria es la idea del nicho. Un nicho indica la ubicacion 
caracteristica de una especie dada en una comunidad; es decir, cuales son sus habitos, 
alimentacion y modo de vida. Se ha observado que como resultado de la competition, 
dos especies similares rara vez ocupan el mismo nicho. Mas bien, cada una de las espe- 
cies adopta aqel tipo de alimentacion y modo de vida con los cuales tiene ventaja sobre 
su competidor. Si las dos especies tienden a ocupar el mismo nicho, entonces la lucha 
por la sobrevivencia entre ellas sera muy intensa y el resultado sera la extincion de la 
especie mas debil. 

Un ejemplo excelente de esta teoria es la colonia de golondrinas de mar que habitan 
la isla de Jorilgatch, en el Mar Negro. Dicha colonia esta formada por cuatro especies 
de golondrinas de mar: la llamada “sandwich”, la comun, la de pico negro y la peque- 
ha. Las cyatro especies se unen para ahuyentar de la colonia a los depredadores. Sin 
embargo, hay una diferencia clara entre ellas en lo que respecta a su forma de conseguir 
comida. La especie “sandwich” vuela hacia el mar abierto para atrapar ciertas espe- 
cies, mientras que la de pico negro se alimenta exclusivamente de lo que encuentra en 
tierra. Por otro lado, la golondrina de mar comun y la golondrina pequena capturan 
peces que se encuentran cerca de la costa. Ambas descubren a los peces durante el vuelo 
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y se sumergen en el agua para capturarlos. La pequena golondrina de mar atrapa a sus 
presas en aguas pantanosa s y poco profundas, mientras que la golondrina de mar comun 
caza en lugares mas alejados de la orilla. De esta manera, estas cuatro especies simiiares 
de la golondrina de mar, que viven muy cerca unas de otras en una pequena isia, difie- 
ren notablemente tanto en su manera de alimentarse como en su manera de conseguir 
el alimento. Cada una ocupa un nicho en el cual posee ventajas sobre sus competidores. 

En esta seccion se presenta una rigurosa demostracion matematica de la ley de exclu- 
sion competitiva. Tal cosa se lograra deduciendo un sistema de ecuaciones diferenciales 
que describe la interaction entre dos especies simiiares, y mostrando despues que todas 
las soluciones del sistema tienden a un estado de equilibrio en el cual una de las especies 
queda extinta. 

Para elaborar un modelo matematico de la lucha por la sobrevivencia entre dos 
especies competidoras, es intructivo analizar nuevamente la ley logistica para el creci- 
miento de poblaciones 

— aN - bN 1 . (1) 

dt v ' 

Esta ecuacion gobierna el crecimiento de la poblacion N(t) de una sola especie cuyos 
miembros compiten entre si por alimento y espacio vital limitados. Recuerdese que N(t) 
tiende a la poblacion limite K = a/b> cuando t tiende a infinito. Dicha poblacion limite 
puede ser identificada como la maxima de la especie que el microcosmos puede alber- 
gar. En terminos de K y se puede escribir la ley logistica (1) en la forma 


La ecuacion (2) tiene la siguiente interpretation interesante. Si la poblacion N es 
muy pequena, entonces crece de acuerdo con la ley malthusiana dN/dt = aN. El termi- 
no aN se conoce como “potencial biotico” de la especie. Se trata de la tasa potencial 
de crecimiento de la especie en condiciones ideales, y se desarrollara si no hay restric- 
ciones de alimento o de espacio vital y si los individuos de la especie no excretan algun 
producto residual toxico. Sin embargo, conforme la poblacion crece, el potential bioti- 
co se reduce segun el factor (K - N)/K , el cual es el numero relativo de sitios que aun 
estan vacantes en el microcosmos. Los ecologos liaman a este factor resistencia ambiental 
a I crecimiento . 

Ahora bien, sean N x (t) y N 2 (t) las poblaciones en el tiempo t de las especies 1 y 
2, respectivamente. Y sean ademas, K x y K 2 las poblaciones maximas de las especies 
1 y 2 que puede albergar el microcosmos; asf mismo, sean a { N x y a 2 N 2 los potenciales 
bioticos de las especies 1 y 2. Entonces N x {t) y N 2 (t) satisfacen las ecuaciones diferen- 
ciales 


dN 


x I &x- 

ir =a ' N ' 


/V, 




dl V, 

~dT = a ^ 


K 2 -N 2 -m { 

E 


( 3 ) 


donde m 2 es el numero total de sitios de la primera especie que son ocupados por miem- 
bros de la segunda, y m x es el numero total de sitios de la segunda especie que son ocu- 
pados por miembros de la primera. A primera vista parecena que m 2 = N 2 y m x = 
/Vj . Sin embargo, en general no es ese el caso, ya que es muy improbable que dos espe- 
cies ocupen el entorno o ambiente en forma identica. Un numero de individuos de la 
especie 1 no consume en promedio igual cantidad de alimento ni requiere el mismo espacio 
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vital ni excreta igual cantidad de productos residuales de la misma composicion qui'mi- 
ca, que un numero igual de elementos de la especie 2. En general, se debe tomar m 2 = 
aN 2 y m x = @N X para las constantes a y Dichas constantes indican el grado de 
influencia de una especie sobre la otra. Si no coinciden los intereses de las dos especies 
y ocupan nichos separados, entonces tan to a como (3 son iguales a cero. Si las dos espe- 
cies reclaman el mismo nicho y son muy similares, entonces a y 0 seran muy cercanas 
a la unidad. Por otro lado, si una de las especies — por ejemplo la especie 2— utiliza 
el medio ambiente de manera ineficiente; es decir, si consume grandes cantidades de 
alimento y excreta productos residuales altamente nocivos, entonces un individuo de 
la especie 2 ocupara el lugar de muchos individuos de la especie 1. En tal situation, 
el coeficiente a sera muy grande. 

La restriction que se presenta a continuacion sera en el caso de que las dos especies 
sean muy parecidas y reclamen el mismo nicho. Entonces cc = /3 = 1, y N x (t) y N 2 (t) 
satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales 


dN x 

~dT 


a \ N \ 


K\-N x -NA 
K x ) ’ 


dN 2 

~dT 


= a 2 N 2 


k 2 -n x -n 2 \ 

r 


( 4 ) 


Aquf sera de esperar una lucha muy intensa por la sobrevivencia entre las especies 
1 y 2, que tendra como resultado la extincion de una de las especies. A continuacion, 
se muestra que efectivamente eso sucede. 


TEOREMA 6. (Principio de exclusion competitiva). Supongase que K { es 
mayor que K 2 . Entonces , toda solucion N x (0, N 2 (0 de (4) tiende a la solucion 
de equilibrio N x - K Xy N 2 ~ 0 cuando t tiende a infinito . Dicho de otro modo y 
si las especies 1 y 2 son casi identicasy el microcosmos puede albergar mas miem - 
bros de la especie 1 que de la especie 2, entonces esta ultima terminara por extin - 
guirse. 


El primer paso para demostrar el Teorema 6 es senalar que N x (t) y N 2 {t) no pue- 
den tomar valores negativos. Para ello, recuerdese de la Seccion 1.5 que- 


yv,(0 = 


W) 

jV, (()) + (*,-*, (0))e- a -’ 


(0 = 0 


es una solucion de (4) para cualquier eleccion de N x (0). La orbita de esta solucion en 
el piano N x - N 2 es el punto (0, 0), para N { (0) = 0; la recta 0 < N x < K x , N 2 = 0, 
para 0 < N x ( 0) < K x \ el punto (K Xf 0), para N x (0) = K x \ y la recta < N x < °°, 
N 2 = 0, para N { (0) > K x . Asi pues, el eje N { , para N x > 0, es la union de cuatro orbi- 
tas distintas. De manera similar, el eje N 2 , para N 2 > 0, es la union de cuatro orbitas 
distintas de (4). Esto implica que todas las soluciones A/j(f), N 2 {t) de (4) que empiezan 
en el primer cuadrante (N x > 0, N 2 > 0) del piano N x N 2i deben permanecer ahi para 
todo tiempo futuro. 

El segundo paso en la demostracion del Teorema 6 es dividir el primer cuadrante 
en regiones, en las que tanto dN x /dt como dN 2 /dt tengan signos fijos. Esto se logra 
de la siguiente manera Sean l { y l 2 las rectas K x — N x - N 2 = 0 y K 2 - N x - N = 0, 
respectivamente. Observese que dN } /dt es negativa si (Aj, N 2 ) esta por arriba de /], 
y positiva si (N Xt N 2 ) esta por abajo de l x . De manera similar, dN 2 /dt es negativa si 
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FlGURA 1. 

(N { , N 2 ) esta por encima de / 2 , y positiva si , N 2 ) esta por debajo de / 2 . Asi pues, 
las dos rectas paralelas / { y l 2 dividen el primer cuadrante del piano N { N 2 en tres regio- 
nes (Fig. 1), en las cuales tanto dN x /dt como dN 2 /dt tienen signos fijos. En la region 
I, tanto N\(t) como N 2 (t) crecen con el tiempo (a lo largo de cualquier solucion de (4)); 
en la region II, N { (t) crece y N 2 (t) decrece con el tiempo; y en la region III, tanto N { (t) 
como N 2 (t) decrecen con el tiempo. 

LEM A i. Toda solucion N ] (r), A J 2 (t) de (4) que empieza en la region I en 
t - t 0 , debe salir de dicha region en algun tiempo futuro. 

DEMOSTRACION. Supongase que una solucion N x (t), N 2 (t) de (4) permanece en la 
region I para todo tiempo t > t 0 . Eso implica que tanto N\(t) como N 2 (t) son funcio- 
nes monotonas crecientes del tiempo para t > / 0 , con N x (/) y N 2 (t) menores que K 2 . 
Por consiguiente, por el Lema 1 de la Seccion 4.8, tanto N { (t) como N 2 (t) tienen Hmi- 
tes rj f respectivamente, cuando t tiende a infinite. El Lema 2 de la Seccion 4.8 implica 
que (£, t]) es un punto de equilibrio de (4). Ahora bien, los unicos puntos de equilibrio 
de (4) son (0, 0), (K { , 0) y (0, K 2 ), y (£, 77 ) obviamente no puede ser igual a ninguno 
de estos tres puntos. Se concluye, por lo tanto, que cualquier solucion N { (t), N 2 (t) de 
(4) que empieza en la region I, saldra de ella en algun tiempo futuro. Q 

LEMA 2. Toda solucion N { (/), N 2 (t) de (4) que empieza en la region II en 
el tiempo t = t 0 , permanecera en dicha region para todo tiempo futuro t > 
r 0 , y tenderd finalmente a la solucion de equilibrio N { = K x , N 2 = 0. 


Demostraci6n. Supongase que una solucion N\(t), N 2 (t) de (4) sale de la region 
II en el tiempo t = /*. Entonces, N { (t *) es igual a cero o bien N 2 V*) lo es, ya que la 
unica manera en la que una solucion de (4) puede salir de la region II es atravesando 
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las rectas o / 2 . Supongase que N x (/*) = 0. A1 derivar con respecto a t en ambos lados 
de la primera ecuacion de (4), y sustituir t = t *, se obtiene 

d 2 N x (t*) _ -a x N x (t*) dN 2 (/*) 
t // 2 dt 

Esta cantidad es positiva. Por lo tanto, A^(0 tiene un mi'nimo en t - t *. Pero tal 
cosa es imposible, ya que N x (t) es creciente siempre que una solucion 7 V I (r), AS(0 de 
(4) se encuentra en la region II. De manera similar, si N 2 (t*) = 0, entonces 

d 2 N 2 (t*) __ -a 2 A 2 (/*) 
dt 1 K 2 dt 

Esta cantidad es negativa, implicando asi que As (0 tiene un maximo en / = /*. 
Pero tal cosa es imposible, ya que N 2 (t) es decreciente siempre que una solucion N { (/), 
N 2 {t) de (4) este en la region II. 

Los anteriores razonamientos senalan que cualquier solucion N x (t), N 2 (t) de (4) que 
empiece en la region II en el tiempo t = t 0 , permanecera en la II para todo tiempo futu- 
ro t > t 0 . Eso implica que N x (t) es monotona creciente y A r 2 (r) es monotona decrecien- 
te, para t > f 0 , con N^t) < K l y N 2 (t) > K 2 . Por lo tanto, por el Lema 1 de la Sec- 
cion 4.8, tanto N^t) como N 2 (t) tienen limites rj, respectivamente, cuando t tiende 
a infinito. El Lema 2 de la Seccion 4.8 implica que (£, 17 ) es un punto de equilibrio de 
(4). Ahora bien, (£, 17 ) obviamente no puede ser igual a (0, 0) o bien a (0, K 2 ). Por ' on- 
siguiente, (£, 77 ) = (K lt 0), lo que demuestra el Lema 2. □ 

lema 3 . Toda solucion N\ (/), N 2 (t) de (4) que empieza en la region III en 
el tiempo t - t 0 y permanece en ella para todo tiempo futuro y tiende a la solu- 
cion de equilibrio N x (t) = , N 2 (t) = 0, cuando t tiende a infinito. 

Demostracion. Si una solucion N x {t) y N 2 {t) de (4) permanece en la region III para 
t > t 0 y entonces tanto N x (t) com o N 2 (t) son funciones monotonas decrecientes del tiem- 
po para t > t 0 , con A r 1 (0 > 0 y N 2 (t) > 0. Por tanto, por el Lema 1 de la Seccion 
4.8, tanto Nft) como N 2 (t) tienen limites £, 77 , respectivamente, cuando t tiende a infi- 
nito. El Lema 2 de la Seccion 4.8 implica que £, 77 es un punto de equilibrio de (4). 
Ahora bien, (£, 77) obviamente no puede ser igual a (0, 0) ni a (0, K*>). Por lo tanto, 
($, 77) = A',,0). - □ 


DEMOSTRACI6N DEL TEOREMA 6. Los Lemas 1 y 2 establecen que cualquier solu- 
cion N { (/), N 2 (t) de (4) que empieza en las regiones I o II en el tiempo / = t 0 , tienden 
a la solucion de equilibrio N { - N 2 = 0 cuando t tiende a infinito. De manera 
similar, el Lema 3 muestra que cualquier solucionA^ (f), N 2 (t) de (4) que empieza en 
la region III en el tiempo t = t 0 y permanece en ella para todo tiempo future, tam- 
bien tiende a la solucion de equilibrio A r 1 = K { , A r 2 = 0. Observese, ademas, que cual- 
quier solucion Nft), N 2 (t) de (4) que empieza en l x o / 2 , entra inmediatamente a la 
region II. Por ultimo, si una solucion N x (t) y N 2 (t) de (4) sale de la region III, debe 
entonces cruzar la recta l x y entrar inmediatamente despues a la region II. El Lema 2 
implica ‘entonces que dicha solucion tiende a la solucion de equilibrio N x = K { , A 2 - 0. 

□ 
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El Teorema 6 trata el caso de especies identicas, es decir, a = jS = 1. Mediante 
un analisis similar (Ejercicios del 4 al 6) se puede predecir el resultado de la lucha por 
la sobrevivencia para cualesquiera valores de a y j3. 


Bibuografia 

Gause, G.F., The Struggle for Existence, Dover Publications, New York, 1964. 


Ejercicios 


1. Exprese el sistema de ecuaciones (4) en la forma 


K x dN x 
a x N x dt 


= k x -n x -n 2 . 


K 2 dN 2 
a 2 N 2 dt 


= k 2 -n-n 2 . 


Reste despues las dos ecuaciones e integre para obtener directamente que N 2 (t) 
tiende a cero para todas las soluciones N { (t), N 2 (t) de (4) con N x (t 0 ) > 0. 


2. El sistema de ecuaciones diferenciales 

dN x 

- J ±=N l [-a l + c l (\-b l N l -b 2 N 2 )} 

dN 2 K } 

-jf L =N2[-‘‘2 + c 2 (l-b i N l -b 2 N 2 )] 

es un modelo para dos especies que compiten por el mismo recurso limitado. Supon- 
ga que c x > a x y c 2 > a 2 , Deduzca del Teorema 6 que N x (t) finalmente tiende a 
cero si a x c 2 > a 2 c x , mientras que N 2 (t) ultimo tiende a cero si a x c 2 > a 2 c x . 

3. En 1926, Volterra presento el siguiente modelo para dos especies que compiten por 
el mismo alimento que esta limitado: 

^f=[b l -Mh l N l + h 2 N 2 )]N l 

^-[Z> 2 -X 2 (A,AT, + A 2 ;V 2 )]tf 2 . 

Suponga que b x /\\ > b 2 /\ 2 . (El coeficiente &/X,- se conoce como la susceptibili- 
dad de la especie / a la escasez de alimento.) Demuestre que la especie 2 terminara 
por extinguirse si N { (t 0 ) > 0. 


Los Problemas del 4 al 6 se refieren al sistema de ecuaciones 


dN x 

~~dl~ 




(K.-N.-aN,), 


dN 2 

~dF 


a 2 N 2 


{K 2 -N 2 -^N,). 


(•) 


4. (a) Suponga que K x /a > K 2 y K 2 /$ < K x . Demuestre que N 2 (t) tiende a cero 
cuando t tiende a infinito, para toda solucion N\ ( t ), N 2 (t) de (*) con (t 0 ) > 
0 . 

(b) Suponga que /a > K 2 y K 2 /(3 > K { . Pruebe que N\(t) tiende a cero cuan- 
do t tiende a infinito para toda solucion N { (t), N 2 (t) de (*) con N ] N 2 (t 0 ) > 
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0. Sugerencia: Trace las rectas l x : N x + aN 2 = K x y / 2 : N 2 + jSA/j = /w 2 , 
y siga la demostracion del Teorema 6. 

5. Suponga que K x /a > * 2 y * 2 /0 > A',. Demuestre que todas las soluciones N x (t), 
A/ 2 (r) de (*), con N x (t 0 ) y A^o) positivas, tienden finalmente a la solucion de 
equilibrio 


N , 




K x -aK 2 
\-ap 9 


n 2 =n»= 


l -«0 ' 


Sugerencia: (a) Trace las rectas /j : Nj + aN 2 = K x y / 2 : N 2 + /3/Vj = tf 2 . Estas 
dos lineas dividen al primer cuadrante en cuatro regiones (Fig. 2) en las cuales tan- 
to N x como N 2 tienen signos fijos. 



FlGURA 2. 


(b) Demuestre que todas las soluciones N^t), A^(0 de (*) que empiezan en la 
region II o bien en la region III, permanecen en dichas regiones y tienden final- 
mente a la solucion de equilibrio N x = N° x , N 2 = N^. 



FlGURA 3. 
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(c) Pruebe que todas las soluciones N 2 (t) de (*) que permanecen exclusi- 

vamente en la region I o bien en la region IV para todo tiempo / > / 0 > den- 
den por ultimo a la solucion de equilibrio N\ - N° {9 N 2 = N 2 . 

6. Suponga que K x /ol < K 2 y K 2 /$ < K } . 

(a) Demuestre que la solucion de equilibrio = 0, N 2 = 0 de (*) es inestable. 

(b) Demuestre que las soluciones de equilibrio N { = K\ , N 2 = 0 y N\ = 0, N 2 = 
K 2 de (*) son asintoticamente estables. 

(c) Pruebe que la solucion de equilibrio N { = N° lt N 2 = N 2 (Ejercicio 5) de (*) 
es un punto silla. (Los calculos son muy laboriosos.) 

(d) No es dificil ver que el retrato fase de (*) debe tener la forma descrita en la 
Figura 3. 


4.12 Teorema del umbral en epidemiologia 


Considerese la siguiente situacion: un pequeno grupo de personas que tiene una enfer- 
medad infecciosa es introducido a una poblacion mas grande, la cual esta en condicio- 
nes de adquirir el padecimiento. iQue ocurre cuando transcurre el tiempo?. ^Desapare- 
cera rapidamente la enfermedad o se presentara una epidemia?. ^Cuantas personas 
enfermaran finalmente? Con el fin de contestar a estas preguntas se deducira un siste- 
ma de ecuaciones diferenciales que describe la propagacion o diseminacion de una enfer- 
medad infecciosa dentro de una poblacion, y se analizara el comportamiento de sus solu- 
ciones. Este enfoque conducira al famoso Teorema del Umbral en Epidemiologia, el 
cual establece que se desatara una epidemia si el numero de personas susceptibles a la 
enfermedad sobrepasa un cierto valor de umbral. 

Se iniciara con el supuesto de que la enfermedad que se esta considerando confiere 
inmunidad permanente a cualquier individuo que se haya recuperado completamente 
de elia, y que su periodo de incubacion es muy breve. Esta ultima suposicion implica 
que un individuo que contrae la enfermedad se convierte inmediatamente en agente de 
contagio. En tal caso es posible dividir la poblacion en tres clases de individuos: la clase 
infectiva (/), la clase susceptible (S) y la clase retirada ( R ). La clase infectiva la consti- 
tuyen aquellos individuos que estan en condiciones de transmitir la enfermedad a otros. 
La clase susceptible esta formada por los individuos que no son agentes de infeccion 
pero que estan en condiciones de adquirir la enfermedad y volverse infecciosos. A la 
clase retirada la forman los individuos que adquirieron la enfermedad y murieron, los 
que se han recuperado y son inmunes permanentemente, y los que fueron aislados has- 
ta su recuperacion y adquisicion de inmunidad permanente. 

Se supone que la diseminacion de una enfermedad se rige por las siguientes reglas: 

Regia 1: En el intervalo de tiempo considerado la poblacion permanece en un nivel 
fijo N. Elio significa, por supuesto, que se hace caso omiso de nacimientos, muertes 
por causas ajenas a la enfermedad considerada, inmigracion y emigracion. 

Regia 2: La rapidez de variacion de la poblacion susceptible es proporcional al pro- 
ducto del numero de miembros de (5) y de (/). 

Regia 3: Los individuos que se redran de la clase infectiva (/) lo hacen segun una 
tasa proporcional al tamano de (/). 
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Denotese por S(t), f(t) y R(t) al numero de individuos en las clases (S), (/) y ( R ), 
respectivamente, en el tiempo t. De las Reglas 1 a 3 se sigue inmediatamente que S(0, 
I(t) y R(t) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales 


dS 

dt 

dl_ 

dt 


-rSI 
rSI - yl 



( 1 ) 


para algun par de constantes positivas r y 7. La constante de proporcionalidad r se co- 
noce como tasa de infection y la constante de proporcionalidad 7 se denomina tasa de 
retiro. 

Las primeras dos ecuaciones de (1) no dependen de R. De modo que se considera 
solamente el sistema de ecuaciones 

f —*'■ f < 2 > 

para las dos funciones desconocidas S(t) e I(t). Una vez que se conocen los valores de 
5(/) e 7(0, es posible resolver para R(t) en la tercera ecuacion de (1). Otra manera de 
verlo es observando que d(S + / + R)/dt = 0. De modo que 

5(0 + 7(0 + R(t) = constante = N 
ast que R(t) = N - 5(0 ~ 7(0- 

Las orbitas de (2) son las curvas soluciones de la ecuacion de primer orden 

d[ rSI-yl 1 | y 
dS - rSI rS ' 

Al integrar esta ecuacion diferencial se obtiene 

I(S) = I 0 + S 0 -S + P In-f , 

donde 5 0 e 7 0 son el numero de susceptibles y de infecciosos en el instante inicial t = 
/ 0 ; y p = y/r. Para analizar el comportamiento de las curvas (4), se calcula 7' (5) = 
-1 + p/5. La cantidad -1 + p/5 es negativa para 5 > p, y positiva para 5 < p. Por 
lo tanto, 7(5) es una funcion creciente de 5 para 5 < p, y una funcion decreciente de 
S para 5 > p. 

Observese ademas que 7(0) = -00 e 7(5 0 ) = 7 0 > 0. Por consiguiente, existe un 
unico punto Soo, con 0 < Soo < 5 0 , tal que 7(5^) = 0 e 7(5) > 0 para S OT < 5 < 5 0 . 
El punto (Soo, 0) es un punto de equilibrio de (2), ya que tanto dS/dt como dl/dt se 
anulan cuando 7=0. Asi que las orbitas de (2) para t Q < t < co tiene la forma que 
se indica en la Figura 1. 

Ahora se analizaran las implicaciones de estos resultados sobre la diseminacion de 
una enfermedad en una poblacion. Conforme t corre de t 0 a co, el punto (S(0> 7(0) 
se mueve a lo largo de la curva (4) y lo hace en la direccion en la que 5 es decreciente, 
ya que 5(0 decrece monotonamente en el tiempo. Por consiguiente, si S 0 es menor que 
p, entonces 7(0 decrece monotonamente a cero y 5(0 decrece monotonamente a Soo. 
Asi pues, si se incluye un pequeno grupo de infecciosos 7 0 en un grupo de susceptibles 
S 0 , con S 0 < p, entonces la enfermedad desaparecera rapidamente. Por otro lado, si 


(3) 

(4) 
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is..V 

— s 

FlGURA 1. Las orbitas de (2) 

5 0 es mayor que p, entonces I(t) crece mientras 5(0 decrece hasta el valor de p, momen- 
to en ei que /( t) alcanza su valor maximo cuando 5 = p. 7(0 empieza a decrecer sola- 
mente cuando el numero de susceptibles se encuentra por abajo del valor de umbral 
p. De estos resultados se pueden sacar las siguientes conclusiones: 

Conclusion 1 . Se presentara una epidemia solo si el numero de susceptibles en la 
poblacion excede el valor de umbral p — y/r. 

Conclusion 2. La propagation de la enfermedad no se detiene por falta de una pobla- 
cion susceptible; para solamente por falta de infecciosos. En particular, siempre esca- 
paran de contraer la enfermedad algunos individuos. 

La Conclusion 1 corresponde a la observation general de que las epidemias tienden 
a desarrollarse mas rapidamente si la densidad de los susceptibles es alta, debido, por 
ejemplo, a la sobrepoblacion, y si la tasa de retiro es baja, debido por ejemplo a la 
ignorancia, aislamiento inadecuado o tratamiento medico insuficiente. Por otro lado, 
si las buenas condiciones sociales permiten una densidad mas baja de los susceptibles, 
entonces los brotes tienden a ser de alcance limitado. Lo mismo ocurre si las tasas de 
retiro son altas debido a un buen control y buena vigilancia de la salud publica. 

Si el numero 5 0 de susceptibles es inicialmente mayor que el valor de umbral p, 
aunque cercano a el, entonces es posible estimar el numero de individuos que contrae- 
ran finalmente la enfermedad. En concreto, si 5 0 - P es pequeno comparado con p, 
entonces el numero de individuos que por fin contraeran la enfermedad es aproximada- 
mente 2(S 0 - p). Este es el Teorema del Umbral en Epidemiologia, el cual fue demos- 
trado por primera vez en 1927 por los biologos matematicos Kermack y McKendrick. 

TEOREMA 7. (Teorema del Umbral en Epidemiologia.) Sea 5 0 = p + v, 
y supongase que v/ p es muy pequeno comparado con uno. Supongase ademas 
que el numero inicial de infecciosos I 0 es muy pequeno. Entonces , el numero 
de individuos que finalmente contraen la enfermedad es 2 v. Dicho de otro modo t 
el nivel de susceptibles se reduce a un nivel que dista (por abajo) del valor de 
umbral en la misma proporcion que este distaba del numero inicial de suscep- 
tibles. 

DemostraciOn. A1 dejar tender / a infinito en (4), se obtiene 

0=/ 0 +5 0 -S oo + pln^. 

°0 
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Si I 0 es muy pequeno comparado con S 0 , entonces se puede ignorar y escribir 


0= S 0 — 4-pln— r- 


^0“ 5 co + P In 


= S 0 -S oo + pln 


S 0 -(S 0 -S X ) 


1- 




Ahora bien, si S 0 ~ q es pequeno comparado con q , entonces S 0 - Soo sera muy peque- 
no comparado con S 0 . Por consiguiente, es posible truncar la serie de Taylor 


In 


l S o / \ S 0 ) 2 \ S 0 


despues del segundo termino. Entonces 

So-So 


0 — S 0 S M p 


PI S 0 
2 


I 


'-f 

*0 2 S 0 


= (S 0 -S X ) 

Despejando S 0 - S*. se ve que 

S 0 -S oo = 2S 0 (^-l) = 2(p + r) 


p+ v 


-1 


= 2(p + v )~~ 2 P ( 1 + p ) „ ” 2*'- 


□ 


Durante el curso de una epidemia es imposible decir con exactitud el numero de 
nuevos infecciosos por dia o semana, ya que solamente aquellos infecciosos que buscan 
ayuda medica son los que pueden ser reconocidos y retirados de la circulation. Asf pues, 
las estadfsticas de salud publica registran solo el numero de nuevos retirados por dia 
o semana, no el numero de infecciosos. Por lo tanto, para comparar los resultados pre- 
dichos por el modelo con los valores de la epidemia real, es necesario encontrar la can- 
tidad dR/dt como funcion del tiempo. Eso se logra de la siguiente manera. Observese 
primero que 

™ = yl = y(N-R-S). 

Observese ademas que 

dS _ ds/dt -rSI -5 
dR dR/dt y / p ‘ 
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Por lo tanto, S(R ) = S 0 e R/p y 

^ = y (N-R-S 0 e-*/ p ). (5) 


La ecuacion (5) es separable, pero no puede resolverse expli'citamente. Sin embargo, 
si la epidemia no es muy grande, entonces R/q es pequeno y es posible truncar la serie 
de Taylor 


e~ R/p = 1 — 




+ ... 


despues del tercer termino. Con dicha aproximacion se obtiene 


dR 

dt 


N-R-S o 


1 -R/p+\{R/pf 



1 So 

\ S 0 , 

r \ ! 1 

= Y 



v\ 


La solucion de esta ecuacion es 


donde 



S 0 

1 + a tanh! 

P 




y la funcion tangente hiperbolica tanhz se define como 

* t e z -e~ z 
tanh z = —— — — . 
e z + e 

Se puede verificar facilmente que 

d ^ 4 

— tanhz = sech 2 z = 

dz (e ! + e~ 2 f 

Por lo tanto, 


— — sech 2 
dt 2S n 




( 6 ) 


( 7 ) 


La ecuacion (7) define una curva simetrica con forma de campana en el piano 
t - dR/dt (Fig. 2). Dicha grafica se conoce como curva epidemica de la enfermedad, 
e ilustra muy bien la observacion comun de que en muchas epidemias reales, el numero 
de nuevos casos reportados cada dia aumenta hasta alcanzar un valor maximo, para 
disminuir despues nuevamente. 

Kermack y McKendrick compararon Ios valores predichos por (7) para dR/dt con 
los valores reales de una epidemia en Bombay, la cual se extendio durante la segunda 
mitad de 1905 y la primera mitad de 1906. Establecieron 

^ = 890 sech 2 (0.2r - 3.4) 
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2 <j>/ar 


Figura 2. 


con t medido en semanas, y compararon estos vaiores con el niimero de muertes por 
semana debidas a la epidemia. Esta cantidad es una aproximacion muy buena de dR/dt, 
ya que casi todos los casos terminaron mortalmente. Como puede verse en la Figura 
3, hay una coincidencia excelente entre los vaiores reales de dR/dt , denotados por •, 
y los vaiores predichos por (7). Esto indica, por supuesto, que el sistema de ecuaciones 
diferenciales (1) es un modelo preciso y confiable para la diseminacion de una enferme- 
dad infecciosa en una poblacion de tamano fijo. 



SEMANAS 

Figura 3. 
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ejercicios 

1. Deduzca la ecuacion (6). 

2. Suponga que los miembros de (S) son vacunados contra una enfermedad, con una 
tasa X, proporcional a su numero. Entonces, 

^ = -rSI-\S . Q-rSl-yl. (*) 

(a) Encuentre las orbitas de (*). 

(b) Concluya de (a) que S(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito, para toda 
solucion 5(0, 1(0 de (*). 

3. Suponga que los miembros de (5) son vacunados contra una enfermedad segun 
una tasa X proporcional al producto de su numero y del cuadrado de los miembros 
de (/). Entonces, 

= — rSI — \Sl 2 , % = I(rS-y ). (*) 

(a) Determine las orbitas de (*). 

(b) ^Habra aun individuos susceptibies al desaparecer la enfermedad? 

4. La intensidad i de una epidemia es la proportion del numero total de susceptibies 
que finalmente contraen el padecimiento. Demuestre que 

. _ Io+So- 5^ 

1 So 

donde es una raiz de la ecuacion 

5 = 5 0 e (5 ~ 5 ' 0_/(,)/p . 

5. Calcule la intensidad de la epidemia si q = 1000, I 0 — 10 y (a) 5 0 = 1100, 
(b) S 0 = 1200, (c) S 0 = 1300, (d) S 0 = 1500, (e) S 0 = 1800, (f) S 0 = 1900. (Esto 
no puede hacerse analiticamente.) 

6. Denote por al numero total de individuos que contraen la enfermedad. 

(a) Demuestre que Roo - lo + S 0 - Soo. 

(b) Denote por R { a los miembros de ( R ) que son retirados de la poblacion antes 
de que la epidemia alcance su intensidad maxima. Calcule R x /R « para cada 
uno de los valores de S 0 en los incisos del 5a al 5f. Note que la mayoria de 
los retiros ocurren despues del punto maximo. Este tipo de asimetria se encuen- 
tra con frecuencia en las notificaciones de enfermedades infecciosas reales. 

7. A principios del presente siglo se observo en Londres que los brotes epidemicos 
fuertes de sarampion se presentaban cada dos aftos. El biologo matematico H.E. 
Soper tratd de explicar dicho fenomeno suponiendo que la reserva de susceptibies 
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es reemplazada constantemente mediante la llegada de nuevos individuos a la pobla- 

cion. Asi pues, supuso que 

H-'Si-y <•) 

para algunas constantes positivas r, y y fi. 

(a) Demuestre que S = y/r , / = \i/y es la unica solucion de equilibrio de (*). 

(b) Demuestre que toda solucion S(0, /(/) de (*) que empieza lo bastante cerca 
de dicho punto de equilibrio, tiende finalmente a el cuando t tiende a infinito. 

(c) Es posible mostrar que toda solucion S(/), 1(0 de (*) tiende a la solucion de 
equilibrio S = y/r , I = \i/y y cuando t tiende a infinito. Concluya, por lo tan- 
to, que el sistema (*) no predice brotes epidemicos recurrentes de sarampion. 
Mas bien, predice que la enfermedad tendera finalmente a un estado estacio- 
nario. 


4.13 MODELO PARA LA PROPAGACION 
DE LA GONORREA 


Hoy en dia este padecimiento ocupa el primer lugar entre las enfermedades transmisi- 
bles de reporte obligatorio, en Estados Unidos. Se informan mas casos de gonorrea anual- 
mente que el numero total combinado de casos de sifilis, sarampion, paperas y hepati- 
tis infecciosa. Funcionarios de salud publica estiman que cada ano contraen gonorrea 
mas de 2 500000 personas en Estados Unidos. Esta enfermedad tan dolorosa y peligro- 
sa es causada por un germen gonococico y se transmite de persona a persona por con- 
tacto sexual. Unos pocos dias despues del contagio se percibe una sensation de come- 
zon y ardor en el area genital, en especial en el momento de la miction. Simultaneamente 
se inicia una supuracion, la cual sera notada por los varones pero no siempre por las 
mujeres. Las personas de sexo femenino con la infection pueden no presentar smtbmas 
facilmente identificables, aun cuando la enfermedad provoca danos internos graves. La 
gonorrea puede ser curada solamente mediante el uso de antibioticos (usualmente peni- 
cilina). Sin embargo, para prevenir danos serios en el organismo es necesario aplicar 
el tratamiento en las etapas tempranas del padecimiento. Si no es tratada, la gonorrea 
puede provocar ceguera, esterilidad, artritis, insuficiencia cardiaca y, por ultimo, la 
muerte. 

En esta seccion se construye un modelo matematico para la diseminacion de la gono- 
rrea. El trabajo se simplifica fuertemente por el hecho de que el periodo de incubacion 
es muy corto (de 3 a 7 dias) comparado con el periodo de infectividad activa, el cual 
con frecuencia es largo. Asi pues, se supondra en el modelo que los individuos se con- 
vierten en infecciosos inmediatamente despues de contraer la enfermedad. Ademas, la 
gonorrea no confiere siquiera inmunidad parcial a aquellos individuos que se han recu- 
perado. Inmediatamente despues de su recuperacion, un individuo vuelve a ser suscep- 
tible. Asi pues, la accion de la poblacion sexualmente activa y promiscua puede ser divi- 
dida en dos grupos: los susceptibles y los infecciosos. Sea Cj(/) el numero total de 
promiscuos del sexo masculino, c 2 (0 cl numero total de promiscuos del sexo femeni- 
no, x(0> el numero total de infecciosos del sexo masculino y, por ultimo y(0 el numero 
total de infecciosos del sexo femenino, en el tiempo /. Entonces, el numero total de 
susceptibles del sexo masculino y el de susceptibles del sexo femenino es cj (/) - x(0 



4.13 • Modelo para la propagacion de la gonorrea 


459 


y c i(0 respectivamente. Se parte del hecho que la diseminacion de la gonorrea 

se rige por las siguientes reglas: 


1 . Los infecciosos del sexo masculino se curan segun una tasa a x , proporcional a 
su numero total, mientras que los infecciosos del sexo femenino se curan segun una 
tasa a 2 » proporcional a su numero total. La constante a x es mayor que a 2 , ya que los 
infecciosos del sexo masculino desarrollan rapidamente sintomas dolorosos y buscan, 
por consiguiente, una pronta ayuda medica. Los infecciosos del sexo femenino, por el 
contrario, son usualmente asintomaticos y permanecen, por lo tanto, mas tiempo en 
la etapa de infectividad. 

2. Los nuevos infecciosos se agregan a la poblacion masculina segun una tasa b x , 
proporcional al numero total de susceptibles del sexo masculino e infecciosos del sexo 
femenino. De la misma manera, los nuevos infecciosos se agregan a la poblacion feme- 
nina segun una tasa b 2 , proporcional al numero total de susceptibles del sexo femeni- 
no e infecciosos del sexo masculino. 

3. Los numeros totales de promiscuos de cada uno de los dos sexos permanecen 
constantes en niveles c x y c 2 , respectivamente. 

De las reglas 1 a 3 se sigue de inmediato que 


- = -a l x + b l (c x -x)y 
^ = -a 2 y + b 2 (c 2 -y)x. 


( 1 ) 


OBSERVACION. El sistema de ecuaciones (1) describe solo aquellos casos de gono- 
rrea que se transmiten por contactos heterosexuales; en los Ejercicios 5 y 6 se analiza 
el caso de contactos homosexuales (suponiendo que no hay interaction entre heterose- 
xuales y homosexuales). El numero de casos de gonorrea transmitidos en encuentros 
homosexuales constituye un pequeiio porcentaje del numero total de casos de gono- 
rrea. Es interesante destacar que en el caso de la sifilis, la situation es completamente 
distinta. De hecho, mas del 90% de todos los casos de sifilis reportados en el estado 
de Rhode Island durante el ano 1973, resultaron de encuentros homosexuales. (Esta 
estadistica no es tan sorprendente como podria parecer a primera vista. Entre los diez 
y noventa dias despues de haber sido infectada con sifilis, la persona desarrolla usual- 
mente un chancro en el sitio donde el germen entro al organismo. Un homosexual que 
contrae sifilis como resultado de un coito anal con un infeccioso desarrollara un chan- 
cro en el recto. Naturalmente dicha persona dudara en buscar atencion medica, ya que 
tendra que revelar entonces su identidad como homosexual. Ademas, no sentira urgen- 
cia, ya que usualmente el chancro no produce dolor y desaparece en el lapso de unos 
dias. Con la gonorrea, por lo contrario, los sintomas son tan dolorosos e inconfundi- 
bles que el homosexual buscara pronta atencion medica. Ademas no necesita revelar 
su identidad de homosexual, ya que los sintomas de la gonorrea aparecen en el area 
genital.) 

El primer paso en el analisis del sistema de ecuaciones diferenciales (1) es mostrar 
que es real. Concretamente, es necesario hacer ver quex(f) y y(t) no pueden tomar valores 
negativos ni sobrepasar los valores c, y c 2 , respectivamente. Tal es el contenido de los 
Lemas 1 y 2. 
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LEMA 1. 5/ x(r 0 ) y(t 0 ) sew pas7/7vos-, entonces x(t) y y(t) son positivos 

para toda t > t 0 . 

LEMA 2. Si x(t 0 ) es menor que c { y y(t 0 ) es menor que c 2 , entonces x(t) es 
menor que c { , y y{t) es menor que c 2 para toda t > t 0 . 

DEMOSTRACION DEL LEMA 1. Supongase que el Lema 1 es falso. Sea t * > t 0 el 
primer instante en el que alguna de las variables xo y toma el valor de cero. Supongase 
que x es la primera en tomar el valor de cero. Entonces, al evaluar la primera ecuacion 
de (1) en t = t *, se obtiene x(r*) = b { c x y(t*). Esta cantidad es positiva. (Notese que 
y{t*) no puede ser igual a cero, ya que x = 0, y = 0 es una solucion de equilibrio de 
(1).) Por lo tanto, x(t) es menor que cero para t cercana a t* y menor que ell a. Esto 
contradice la suposicion de que t* es el primer instante para el cual x(t) es igual a cero. 
Si y(t*) = 0 se obtiene la misma contradiccion. Asi pues, tanto x(t) como y{t) son posi- 
tivas para t > t 0 . □ 

DEMOSTRACION DEL LEMA 2. Supongase que el Lema 2 es falso. Sea t* > t 0 el 
primer instante para el cual, o bien x = Cj o y = c 2 . Supongase que x(f*) = c { . Al 
evaluar la primera ecuacion de (1) en t = t* se obtiene x(r*) = ~a { c j . Esta cantidad 
es negativa. Por lo tanto, x{t) es mayor que para / cercana a t* y menor que ella. 
Esto contradice la suposicion de que t* es el primer instante para el cual x(t) es igual 
a c { . Si y(t*) = c 2 se Ilega a la misma contradiccion. Asi pues, x(t) es menor que , 
e y(t) es menor que c 2 para t > r 0 . □ 

Habiendo mostrado que el sistema de ecuaciones (1) es un modelo real de la gono- 
rrea, se analizara ahora que predicciones hace acerca del desarrollo futuro de la enfer- 
medad. ^Continuara propagandose la gonorrea rapidamente y de manera incontrolada 
como parecen sugerir los datos de la Figura 1, o alcanzara finalmente un nivel estacio- 
nario? El siguiente teorema de epidemiologia es muy importante y proporciona la res- 
puesta a esta pregunta. 

TEOREMA 8. 

(a) Supongase que a x a 2 es menor que b x b 2 C\C 2 . Entonces toda solucion 
x(f), y(t) de ( 1) con 0 < x(r 0 ) < c x y 0 < y(t 0 ) < c 2 tiende a la solucion de 
equilibrio 

- ^2 ClC 2~~ a l a 2 _ b\b 2 C\C 2 — a \ a 2 

x a { b 2 + b x b lCl ’ y ~ a 2 b x + b ] b 2 c i 

cuando t tiende a infinito. Dicho de otro modo , el numero total de infecciosos 
del sexo masculino y del sexo femenino tienden finalmente a estabilizarse . 

(b) Supongase que a x a 2 es mayor que b\b 2 c x c 2 . Entonces toda solucion 
y(t) de (1) con 0 < x(r 0 ) < c x y 0 < y(t 0 ) < c 2t tiende a cero cuando 

t tiende a infinito. Dicho de otra manera , la gonorrea terminara por desaparecer. 

El primer paso para demostrar la parte (a) del Teorema 8 es partir el rectangulo 
0 < x < Cj , 0 < y < c 2 en regiones en las cuales tanto dx/dt como dy/dt tengan sig- 




1950 1952 1954 1956 1958 I960 1962 1964 1966 1968 1970 1972 

ANO FISCAL 

FlGURA 1. Casos reportados de gonorrea durante el periodo 1950-1973 (en miles). 


nos fijos. Eso se logra de la siguiente manera. Haciendo dx/dt = 0 en (1) y resolviendo 
para y como funcion de x, se obtiene 


y : 




b,(c t -x) 

De manera similar, haciendo dy/dt = 0 en (1), se obtiene 

a 2 y 


x = 


b 2 (c 2 -y) 


b 2 c 2 x 

obicn 


Observese primero que <t>i(x) y <f> 2 (x) son funciones monotonas crecientes de x; <t> j(x) 
tiende a infinito cuando x tiende a Cj , y <t> 2 (x) tiende a c 2 cuando x tiende a infinito. 
Observese ademas que las curvas y = 4> j(x) y y = <t>z(x) se cortan en (0, 0) y en 
(x 0 > yo)> donde 




b\b 2 c x c 2 -a\a 2 
<*\b 2 + b x b 2 c 2 


yo* 


b\b 2 c \ c 2 a \ a i 
a 2 b\ + b x b 2 c x 


Observese tambien que <f> 2 (x) crece mas rapidamente que <t>\(x) en x = 0, ya que 


*i(0)- 


b 2 c 2 


> 


Vi 


-*i(0). 
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FlGURA 2. 


Por lo tanto, 4> 2 (x) esta por arriba de <t>\(x) para 0 < x < x 0 , y <t> 2 (x) esta por abajo 
de 0| (x) para x 0 < x < c,, tal como se muestra en la Figura 2. El punto (x 0 , 7 0 ) es 
un punto de equilibrio de (1), ya que tanto dx/dt como dy/dt son iguales a cero cuando 

x = *o y y = ^o- 

Observese por ultimo que dx/dt es positiva en cualquier punto (x, y ) por arriba de 
la curva >> = <f> l (x), y negativa en cualquier punto (x, y) por abajo de la misma curva. 
De la misma manera, dy/dt es positiva en cualquier punto (x, y) por debajo de la curva 
y = <t> 2 (x), y negativa en cualquier punto (x, y) por encima de la misma curva. Asi pues, 
las curvasj = <t>\(x) y y = <j> 2 (x) dividen el rectangulo 0 < x < Cj , 0 < y < c 2 en cua- 
tro regiones, en las cuales dx/dt y dy/dt tienen signos fijos (Figura 2). 

Como siguiente paso se demuestran los siguientes cuatro sencillos lemas. 

LEMA 3. Toda solution x(0, y(0 de (1) que empieza en la region I en el ins - 
tante t = t 0 , permanecera en dicha region para todo tiempo futuro t > / 0 , y 
tendera a la solution de equilibrio x = x 0 , y = y 0 cuando t tienda a infinito. 


DEMOSTRACI6N. Supongase que una solucion x(/), y(t) de (1) sale de la region 
I en el instante t = t*. Entonces, o bien x(/*) es igual a cero, o y(t*) lo es, ya que la 
unica manera en que una solucion de (1) puede salir de la region I es cruzando la curva 
y = 0j(x) o la curva y = <t> 2 (x). Supongase quex(/*) = 0. A1 derivar ambos lados de 
la primera ecuacion de (i) con respecto ary hacer t = t* 9 se obtiene 


d 2 x(t*) 

dt 2 


= 6, (c, -*(/*)) 


4y(t*) 

dt 


Esta cantidad es positiva, ya que x(/*) es menor que c { , y dy/dt es positiva sobre la 
curva y = <t> i(x), 0 < x < x 0 . Por lo tanto, x(/) tiene un 'minimo en / = t *. Pero tal 
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cosa es imposible, ya que x(t) es creciente siempre que la solution *(/), y(t) este en la 
region I. De manera similar, si y(t*) = 0, entonces 


d 2 y(t*) 

dt 2 




dx(t*) 

~~dT 


Esta cantidad es positiva, ya que y(t*) es menor que c 2 , y dx/dt es positiva sobre la 
curva = <t> 2 (x), 0 < x < x 0 . Por lo tanto, y(t) tiene un rnmirno en t = t*. Pero tal 
cosa es imposible, ya que >>(0 es creciente siempre que la solution x(/), y(t) este en la 
region I. 

El razonamiento anterior muestra que cualquier solution x(t) y y(0 de (1) que empieza 
en la region I en el instante t = t 0 , permanecera en la region I para todo tiempo futu- 
ro t > t 0 . Eso implica que tanto *(/) como y{t) son funciones monotonas crecientes 
del tiempo para t > t 0 , con x(t) < x 0 y y(t) < y 0 . Por consiguiente, por el Lema 1 
de la Section 4.8, tanto x(t) como y(t) tienen h'mites £, 77 , respectivamente, cuando t 
tiende a infinito. El Lema 2 de la Section 4.8 implica que (£, 7/) es un punto de equili- 
brio de (1). Ahora bien, de la Figura 2 es facil ver que los unicos puntos de equilibrio 
de ( 1 ) son (0, 0) y ( x 0 , y 0 )- Pero (£, 77 ) no puede ser igual al (0, 0), ya que tanto x(/) 
como y(t) son funciones crecientes del tiempo. Por lo tanto, (£, 77 ) = ( x 0i >^ 0 ), lo que 
demuestra el Lema 3. n 


LEMA 4. Toda solution x(t), y(t) de (1) que empieza en la region III en el 
instante t = t 0 , permanecera en dicha region para todoJiempo futuro y ten - 
dera finalmente a la solution de equilibrio x = x 0 , y = y 0 . 

demostraci6n. Exactamente igual a la demostracion del Lema 3 (Ejercicio 1). 

□ 

Lema 5. Toda solution x(t), y(t) de ( 1) que empieza en la region II en el 
instante t = t 0 y permanece en dicha region para todo tiempo futuro , tiende 
a la solution de equilibrio x = x 0 , y = y 0 cuando t tiende a infinito . 


Demostracion. Si una solution x(t) y y(t) de (1) permanece en la region II para t > 
t 0 , entonces x(t) es monotona decreciente y >>(0 es monotona creciente para t > / 0 - 
Mas aun, x(t) es positiva y y(t) es menor que c 2 , para t > t 0 . Por consiguiente, por 
el Lema 1 de la Section 4.8, tanto x(t) como y(t) tienen limite £, 77 , respectivamente, 
cuando t tiende a infinito. El Lema 2 de la Section 4.8 implica que (£, 77 ) es un punto 
de equilibrio de (1). Ahora bien, (£, 77 ) no puede ser igual al (0, 0), ya que y(t) es cre- 
cifcnte para / > t 0 . Por lo tanto, (£, 77 ) = (x 0i y 0 ), lo cual termina la demostracion del 
Lema 5. □ 

LEMA 6. Toda solution x{t) y y{t) de (1) que empieza en la region IV en el 
instante t = t 0 y permanece en dicha region para todo tiempo futuro , tiende 
a la solution de equilibrio x = x 0 , y = y 0 cuando t tiende a infinito . 

demostraci6n. Exactamente igual a la demostracion del Lema 5 (Ejercicio 2). 

□ 


Ahora es posible demostrar el Teorema 8 . 
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8. (a) Los Lemas 3 y 4 establecen que toda solu- 
cion x(t), y(t) de (1) que empieza en la region I o en la region III en el instante t = 
t 0 , tiende a la solucion de equilibrio x = x 0i y = y 0 cuando t tiende a infinito. De 
manera similar, los Lemas 5 y 6 establecen que toda solucion x(t) y y{t) de (1) que empieza 
en la region II o en la IV y permanece en tal region para todo tiempo futuro, tiende 
tambien a la solucion de equilibrio x ~ x 0 , y = yo- Ahora bien, observese que si una 
solucion x{t ), y{() de (1) sale de la region II o IV, entonces debe cruzar la curva y = 
<>i(A') o la curva y = <-> 2 M para pasar inmediatamente despues a la region I o a la 
region III. Por consiguiente, todas las soluciones x(t ), y(t) de (1) que empiezan en las 
regiones II y IV o sobre las curvas y = <t> x (x) y y = <£ 2 (x), tienden tambien a la solu- 
cion de equilibrio x{() = x Qy y(t) = y 0 . □ 


(b) DEMOSTRACION #1. Si a x a 2 es mayor que b x b 2 c x c 2y entonces las curvas y = 
(+> x (x) y y = <t> 2 (x) tienen la forma que se describe en la Figura 3. En la region I, dx/dt 
es positiva y dy/dt es negativa; en la region II, tanto dx/dt como dy/dt son negativas; 
y en la region III, dx/dt es negativa y dy/dt es positiva. Es facil mostrar (Ejercicio 3) 
que cualquier solucion x(f), y(t) de (1) que empieza en la region II en el instante t = 
/o permanece en dicha region para todo tiempo futuro y tiende a la solucion de equili- 
brio x = 0, y ~ 0 cuando t tiende a infinito. Tambien es facil mostrar que cualquier 
solucion x(t) y y(t) de (1) que empieza en la region I o en la region III en el instante 
t = r 0 , debe cruzar la curva y = (t> x (x) o bien la curva y ~ <t> 2 (x), para entrar inme- 
diatamente despues a la region II (Ejercicio 4). Por consiguiente, toda solucion x(t ), 
y(t) de (1), con 0 < a(/ 0 ) < c x y 0 < v(/ 0 ) < c 2 , tiende a la solucion de equilibrio 
x = 0, y = 0 cuando t tiende a infinito. r-i 



DEMOSTRACION #2 Ahora se ilustrara como puede ser usado el teorema de Poincare - 
Bendixson para dar una dcmostracion detallada de la parte (b) del Teorema 8, Observe- 
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se que el sistema de ecuaciones diferenciales (1) puede ser escrito en la forma 

±{x\( -«! Vl 

dt\ y ) \ b 2 c 2 — a 2 J ' y ' \ b 2 xy J‘ 


( 2 ) 


Asi pues, por el Teorema 2 de la Seccion 4.3, la estabilidad de la solucion x 
0 de (2) queda determinada por la estabilidad de la solucion de equilibrio x 
0 del sistema linealizado 

d 


dt 




El polinomio caracteristico de la matriz A es 

X 2 + {a x + d 2 )\ + a { a 2 — b l b 2 c { c 2 

y sus raices son 

-(a, + a 2 )±[(a, + a 2 ) 2 — 4(a x a 2 - b x b 2 c x c 2 )] 

,= - 


1/2 


\ = 


0, y = 
o ,y = 


Se verifica facilmente que ambas raices son reales y negativas. Por lo tanto, la solucion 
de equilibrio x = 0, y = 0 de (2) es asintoticamente estable. Eso implica que cualquier 
solucion x(t), y(t) de (1) que empieza suficientemente cerca del origen x = y = 0 tiende 
al origen cuando t tiende a infinito. Ahora bien, supongase que una solucion x(t), y(t) 
de (1), con 0 < x(f 0 ) < c, y 0 < y(t 0 ) < c 2 , no tiende al origen cuando t tiende a 
infinito. Por la observacion anterior, dicha solucion debe permanecer siempre a una 
cierta distancia minima del origen. Por consiguiente, su orbita para t > / 0 se encuen- 
tra en una region acotada del piano x — y, la cual no contiene puntos de equilibrio de 
(1). Por el teorema de Poincare-Bendixson, se tiene entonces que su orbita debe descri- 
be una espiral que tiende a la orbita de una solucion periodica de (1). Pero el sistema 
de ecuaciones diferenciales (1) no tiene soluciones periodicas en el primer cuadrante 
x > 0, y > 0. Eso se sigue de inmediato del Ejercicio 11 de la Seccion 4.8, y del hecho 
de que 


_9 

dy 


-r^[-a i x + b l (c l -x)y] + -^[-a 2 y + b 2 (c 2 -y)x] = -(a, + a 2 + b x y + b 2 x) 


es estrictamente negativa si tanto x como y son no negativas. Por lo tanto, toda solu- 
cion x(t), y(t) de (1), con 0 < x(f 0 ) < c, y 0 < y(t 0 ) < c 2 tiende a la solucion de equi- 
librio x = 0, y = 0, cuando t tiende a infinito. □ 

Ahora bien, los coeficientes a { , a 2 , b\, b 2 , c, y c 2 son dificiles de calcular. De 
hecho, es incluso imposible obtener un valor aproximado de a 2 el cual se interpreta 
como el numero promedio de unidades de tiempo que una persona del sexo femenino 
permanece infecciosa. (Analogamente, a x se interpreta como el numero promedio de 
unidades de tiempo que una persona del sexo masculino permanece infecciosa.) Tal cosa 
se debe a que las personas del sexo femenino no presentan sintomas. De modo que una 
persona del sexo femenino puede ser infecciosa durante un periodo que varia desde un 
dia hasta mas de un ano. Sin embargo, como se vera a continuacion, es posible, a partir 
de informaciones de salud publica, afirmar que a x a 2 es menor que b x b 2 c x c 2 . Observe- 
se que la condicion a x a 2 < b x b 2 c x c 2 es equivalente a 
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La cantidad b x c x / a 2 puede ser interpretada como el numero promedio de personas del 
sexo masculino al que una persona del sexo femenino contagia durante un periodo de 
infeccion, en caso de que todas las personas del sexo masculino sean susceptibles. Ana- 
logamente, la cantidad Z? 2 puede interpretarse como el numero promedio de per- 
sonas del sexo femenino al que una persona del sexo masculino contagia durante un 
periodo de infeccion, en caso de que todas las personas del sexo femenino sean suscep- 
tibles. Las cantidades b x c x /a 2 y b 2 c 2 /a x se conocen como las tasas maximas de con- 
tacto femenina y masculina, respectivamente. Con todo esto, puede interpretarse el Teo- 
rema 8 de la siguiente manera: 

(a) Si el producto de las tasas maximas de contacto masculina y femenina es mayor 
que uno, entonces la gonorrea tendera a un estado de equilibrio no trivial. 

(b) Si el producto de las tasas maximas de contacto masculina y femenina es menor 
que uno, entonces la gonorrea terminara por desaparecer. 

En 1973, el numero promedio de contactos con personas del sexo femenino que 
un infeccioso del sexo masculino reportaba durante su periodo infectivo era de 0.98, 
mientras que el numero promedio de contactos con personas del sexo masculino que 
un infeccioso del sexo femenino mencionaba durante su periodo infectivo era de 1.15. 
Estos numeros son muy buenas aproximaciones de las tasas maximas de contacto mas- 
culina y femenina, respectivamente. Su producto no es mayor que el producto de las 
tasas maximas de contacto masculina y femenina. (El numero de contactos de un infec- 
cioso del sexo masculino o femenino durante este periodo infeccioso es ligeramente menor 
que la tasa maximas de contacto masculina o femenina.) Sin embargo, el numero real 
de contactos es, con frecuencia, mayor que el numero de contactos que reporta el infec- 
cioso. El producto de 1.15 y 0.98 es 1.0682. De modo que la gonorrea tendera a un 
estado de equilibrio no trivial. 

Observacion. El modelo presentado para la gonorrea es mas bien burdo, pues junta 
a todos los promiscuos del sexo masculino y femenino en grupos, sin importar su edad. 
Es posible obtener un modelo mas preciso separando las poblaciones masculina y feme- 
nina en diferentes grupos de edades y calculando las rapideces de variacion de los infec- 
ciosos en cada uno de los grupos. Recientemente se realizo tal estudio, aunque el anali- 
sis es demasiado dificil para ser presentado aqui. Cabe mencionar solo que se obtuvo 
un resultado completamente analogo al Teorema 8: desaparece la gonorrea en cada uno 
de los grupos, o tiende a un nivel constante y positivo en cada uno de ellos. 


EJERCICIOS 

En los Problemas 1 y 2 se supone que a x a 2 < b x b 2 c x c 2 . 

1. (a) Suponga que una solucion x(t) 9 y{t) de (1) sale de la region III de la Figura 
2 en el instante t = t* cruzando la curva y = <j> x (x) o bien y = (t> 2 (x). Con- 
cluya que x(t) o bien y(t) tiene un maximo en t = t*. Demuestre despues que 
tal cosa es imposible. Concluya, por lo tanto, que toda solucion x(/), y(t) de 
(1) que empieza en la region III en el instante t = t 0> permanece en dicha 
region para todo tiempo futuro t > / 0 . 
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(b) Concluya de (a) que toda solucion x(t ), y(t) de (1) que empieza en la region 
III tiene un lfmite £, 17, cuando t tiende a infinito. Demuestre entonces, que 
(£, t?) debe ser igual a (x 0 , y 0 ). 

2. Suponga que una solucion x(t), y(t) de (1) permanece en la region IV de la Figura 
2 para todo tiempo t > f 0 . Demuestre que x{t) y y(t) tienen lfmites £, 77, respecti- 
vamente, cuando t tiende a infinito. Concluya entonces que (£, r\) debe ser igual 
a (x 0 , y 0 )- 

En los Problemas 3 y 4 se considera que a x a 2 > bib 2 c l c 2 . 

3. Suponga que una solucion x(t), y(() de (1) sale de la region II de la Figura 3 en 
el instante t = cruzando la curva .y = <t> x (x) o la curva 7 = 4> 2 (x). Demuestre 
que x(t) o y(t) tiene un maximo en / = t*. Demuestre despues que tal cosa es impo- 
sible. Concluya, por lo tanto, que toda solucion x(t), y(t) de (1) que empieza en 
la region II en el instante t = t 0l permanece en dicha region para todo tiempo 
futuro t > t 0 . 

4. (a) Suponga que una solucion x(0, y(0 de (1) permanece en la region I o bien 

en la region III de la Figura 3 para todo tiempo / > t 0 . Demuestre que x(t) 
y y(t) tienen lfmite 17, respectivamente, cuando t tiende a infinito. 

(b) Concluya por el Lema 1 de la Seccion 4.8 que (£, 7/) = (0, 0). 

(c) Pruebe que (£, 77) no puede ser igual al (0, 0) si x(t ), y{t) permanece en la region 
I o en la region III para todo tiempo / > / 0 . 

(d) Demuestre que toda solucion *(/), y(t) de (1) que empieza sobre la curva y = 
<j>i(x) o sobre la curva y = <t> 2 (x) entrara inmediatamente despues a la region 
II. 

5. Suponga que a x a 2 < b x b 2 c x c 2 . Demuestre directamente, usando el Teorema 2 de 
la Seccion 4.3, que la solucion de equilibrio x = x 0 , y = y 0 de (1) es asintotica- 
mente estable. Advertencia: Los calculos son extremadamente laboriosos. 

6 . Suponga que el numero de homosexuales permanece constante en el tiempo. Lla- 
meca dicha constante. Ademas, suponga qu el numero de homosexuales que tiene 
gonorrea en el tiempo t es x(t)> que los homosexuales sanan de gonorrea segun una 
tasa oc { y que los nuevos infecciosos se incorporan segun una tasa & x (c - x)x. 

(a) Demuestre que x: = + j 8 j x(c - x). 

(b) i,Que le ocurre a x(t) cuando t tiende a infinito? 

7. Suponga que el numero de homosexuales c(t) crece de acuerdo con la ley logfstica 
c = c(a - bc) y para las constantes positivas ay b. Denote por a:(/) al numero de 
homosexuales que padecen gonorrea en el instante f, y suponga (vease el Problema 
6) que x = a x x + (3 X x(c - x ). i,Que le ocurre a x(t) cuando t tiende a infinito? 



5 Separacion 

de variables 
y series de 
Fourier 


5.1 Problemas de valores a la frontera 

EN DOS PUNTOS 


En las aplicaciones que se estudiaran en este capitulo, habra que enfrentarse al siguien- 
te problema: 

Problema: <,Para que valores de X es posible encontrar funciones y(x) no triviales que 
satisfagan 

+Xy = 0; ay(0) + by'(0)=0, cy(l) + dy'(l)= 0? (1) 

ax* 

La ecuacion (l)corresponde a un problema de valores a la frontera, ya que se pide 
a la solucion y(x) y su derivada y(x) que cumplan ciertas condiciones en dos puntos 
distintos, x = 0 y x = l. 

Por otra parte, en un problema de valor inicial se exige que y y su derivada tomen 
un valor prefijado en un solo punto x = x 0 . 

La idea intuitiva hasta este momento es que el problema de valores a la frontera 
(1) tiene solucionesyt*’) no triviales solo para ciertos valores excepcionales X. De hecho, 
y(x) = 0 es ciertamente una solucion de (1), y el teorema de existencia y unicidad para 
ecuaciones lineales de segundo orden pareceria implicar que una solucion y(x) de y " + 
\y = 0 queda determinada de manera unica cuando se fijan dos partes de informa- 
cion. La intuicion puede ser puesta a prueba en el siguiente ejemplo que aunque senci- 
llo, es muy importante. 
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EJEMPLO 1 Para que valores de X tiene soluciones no triviales el siguiente problema 
de valores a la frontera: 


d 2 y 


dx 


2 +\v=0; 


y (o) = o, y(i)=o 


( 2 ) 


SOLUCI6N. 

(i) X = 0. Toda solucion y(x) de la ecuacion diferencial y" = 0 es de la forma 
7(;c) = c { x 4- c 2 con Ci y c 2 constantes. La condicion 7(0) = 0 implica que c 2 = 0, 
y la condicion y(l) = 0 implica entonces que Ci = 0. Asi pues, y(x) = 0 es la unica 
solucidn del problema de valores a la frontera (2) para X = 0. 

(ii) X < 0. En este caso, cualquier solucion y(x) de y" + X7 = 0 es de la forma 
y(x) = Ci e' J ~ Xx + c 2 e'^ Xx i para constantes c { y c 2 . Las condiciones a la frontera 
7(0) = y(l) = 0 implican que 

c, + c 2 = 0, l c x + e~ l c 2 = 0. (3) 


El sistema de ecuaciones (3) tiene una solucion c j , c 2 no trivial si y solo si 


deti 


1 


1 




h 


-V=\i_ e \rr\t sx o 


Esto implica que o bien e 2v “ x/ = 1, lo cual es imposible, pues e z es 

mayor que uno para z > 0. De aqui que Cj = c 2 = 0, y el problema de valores a la 
frontera (2) carece de soluciones no triviales 7 (jc) cuando X es negativa. 

(iii) X > 0: En este caso, cualquier solucion y(x) de y" + \y = 0 es de la forma 
y(x) = CiCOsVXx + c 2 senVXx para las constantes c { y c 2 . La condicidn 7(0) = 0 
implica que Cj = 0, y la condicion y(l) = 0 implica entonces que c 2 sen VX / = 0. Esta 
ecuacion se satisface para cualquier valor de c 2 si VX/ = nx, es decir si X = n 2 x 2 /l 
para un entero positivo rt. De aqui que el problema de valores a la frontera (2) tiene 
soluciones no triviales y(x) = csennxx/l para X = n 2 x 2 /l 2 , n = 1,2,.... 


Observacion. Los calculos para el caso X < 0 se pueden simp lificar escribiendo 
las soluciones y (x) en la format = c ( cosh V — \x + c 2 senh \f—\x, donde 


y 


cosh V— A x = 


e \r^ x+e -v=\ x 

2 


senh V— A x — 




2 


La condicion ^(0) = 0 conlleva que cj = 0, y la condicion y(l) = 0 implica entonces 
que c 2 senh V-X / = 0. Pero senhz es positivo para z > 0. De aqui que c 2 = 0 y 
y(x) = 0. 


El Ejemplo 1 es representative del problema de valores en la frontera (1). De hecho, 
se tiene el siguiente teorema notable, el cual sera enunciado sin demostracion. 
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teorema i . El problema de valores a la frontera (1) tiene soluciones no 
triviales y(x ) solamente para un conjumo numerable de valores Xj , X 2 , . . . , 
donde\ x < \ 2 , . . . > y X„ tiende a in/inito cuando n tiende a in/inito 
Estos valores especiales de X se conocen como valores caracteristicos (o eigen - 
valores) de (1), y las soluciones no triviales dey{x) se denominan funciones carac- 
teristicas (o eigenfunciones) de (1). En esta terminologla , los valores caracteris- 
ticos de (2) son i r 2 // 2 , 47 r 2 // 2 , 9i r 2 // 2 , . . y las funciones caracteristicas de 
(2) son todos los multiplos de semrx/1, senlirx/I, 

Existe una explication natural de por que se usa el calificativo de “caracteristico” 
en este contexto. Sea V el conjunto de funciones y(x) que tienen segunda derivada con- 
tinua y que satisfacen ay( 0) + by' { 0) = 0, cy(l) + dy’(l) = 0. Claramente V es un 
espacio vectorial de dimension infinita. Considerese ahora el operador lineal, o trans- 
formation, L, definido por la ecuacion 

[Ly](x)=-0(x). (4) 

Las soluciones y(x) de (1) son aquellas funciones yen V para las cuales Ly = \y. Es 
decir, las soluciones y(x) de (1) son exactamente aquellas funciones y en V que son trans- 
formadas por L en multiplos X de ellas mismas. 


EJEMPLO 2 Obtener los eigenvalores y las eigenfunciones del problema de valores 
a la frontera 

^+Xy = 0; j(0)+/(0)-0, /( 1 ) = 0 . (5) 

dx 

SOLUCldN. 

(i) X = 0. Toda solution y(x)dey" = 0 es de la forma y(x) = c x x + c 2 para un 
par de const antes q y c 2 . Ambas condiciones 7 ( 0 ) + 7 '( 0 ) = 0 y y(l) = 0 implican 
que c 2 = -Cj . De aqui que^(x) = c(x - 1), c # 0 es una solution no trivial de (5) para 
X = 0; es decir, y{x) = c(x - 1 ), c ^ 0 es una funcion caracterfstica de (5) con valor 
caracteristico igual a cero. 

(ii) X < 0 . En este c aso, to da solution 7 (x) de.y" + X 7 = 0 es de la forma y(x) = 
c { cosh V-Xx + c 2 senh V-X x, para dos constantes Cj y c 2 . Las condiciones a la fron- 
tera 7 ( 0 ) + /( 0 ) = 0 y 7 ( 1 ) = 0 implican que 

Cj + V-X c 2 = 0, coshV-X Cj+senhV-X c 2 = 0. (6) 

[Observese que (coshx)' = senhx y (senhx)' = coshx.) El sistema de ecuaciones (6) 
tiene una solucion no trivial c x , c 2 si y solo si 

detf 1 | =senhV^A - V^A coshV^A =0. 

IcoshV-A senhV - A / 

Esto implica que 


senhV -A = V — A coshV -A . 


(?) 
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Pero la ecuacion (7) no tiene solucion X < 0. Para ver claro esto hagase z = V-X 
y considerese la funcion /j(z) - z coshz - senhz. Esta funcion se anula cuando z - 
0 y es positiva para z > 0, ya que su derivada 

h\z) = coshz + zsenhz - coshz = zsenhz 

es estrictamente positiva para z > 0. Por Io tanto, ningun numero negativo X puede 
satisfacer (7). 

(iii) X > 0. En este caso, toda solucion y{x) dey" + \y = 0 es de la forma y(x) = 
c, cos v^Xx + c 2 senv^Xx para un par de constantes cj y c 2 . Las condiciones a la fron- 
tera implican que 

C! + VXc 2 -0 f cosVX c x +senVX c 2 = 0. (8) 

El sistema de ecuaciones (8) tiene una solucion no trivial c { , c 2 si y solo si 

det( ^ J = senVX — VX cosVX =0. 

\ cosVX senVX I 


Lo anterior implica que 


tan VX = VX . (9) 

Para encontrar los valores de X que satisfacen (9), hagase £ = VX y tracense las gra- 
ficas de las funciones 77 = £ y rj = tan £ en el piano £17 (Fig. 1); la coordenada £ de 
cada punto de interseccion de estas curvas es entonces una raiz de la ecuacion £ = tan £. 
Es claro que dichas curvas se intersecan una vez en el intervalo 7 t /2 < £ < 37 t /2 y que 
tal cosa ocurre en un punto £j > 7 r. De manera similar, las dos curvas se intersecan 
una vez en el intervalo 37r/2 < £ < 57 t/ 2, y ello ocurre en un punto £ 2 > 2ir. Mas 
generalmente, las curvas rj = £ y rj = tan £ se intersecan exactamente una vez en el 
intervalo 


(2/7 1 ) 77 " ^ (2/7+ 1)77 

2 < ' < 2 


y tal cosa ocurre en un punto !■„ > nw. 
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Por ultimo, las curvas *? = £ y r? = tan £ no se intersecan en el intervalo 0 < £ < 
7r/2. Para demostrarlo, hagase /*(£) = tan£ - £ y calculese 


/i(£) — sec 2 £ “ 1 = tan 2 £. 

Esta cantidad es positiva para 0 < £ <t7r/2. Por consiguiente, los vaiores caracte- 
rfsticos de (5) son \ { = £ 2 , X 2 = £ 2 , . . . , y las funciones caracteristicas de (5) son mul- 
tiples de las funciones cos VX^ x + senv/X^, -VX 2 cos VX 2 * + senVX 2 *> — No 
es posible calcular \ n con precision. Sin embargo, se sabe que 

/? 2 7t 2 <A /i <(2/z + 1) 2 tt 2 /4. 

Ademas es claro que \ n tiende a (2n + l) 2 7r 2 /4 cuando n tiende a infinito. 


Ejercicios 


Obtenga los vaiores y las funciones caracterfsticos de cada uno de los siguientes proble- 
mas de vaiores a la frontera. 


1. y" + \y = 0; 

2. y" + Xy=0; 

3. /'-Xy=0; 

4. y" + Ay ~0; 

5. y" + Ay = 0; 

6. y" + Ay=0; 

7. y" + \y = 0; 


y (0) = 0, /(/) = 0 

/( 0)=o, /( o=o 
/( 0 )- 0 f /(/)*0 
/(0)-0, y(/) = o 

y(0) = 0, 

y(0)-/(0) = 0, y( 1) = 0 
y(0)-/(0) = 0, y(7r)-/(7r) = 0 


8. ^Para que vaiores de X el siguiente problema de vaiores a la frontera tiene una solu- 
tion no trivial? 

y" ~2y' + (\+\)y = 0; y(0) = 0, y(l) = 0 

9. ^Para que vaiores de X el siguiente problema de vaiores a la frontera tiene una solu- 
tion no trivial? 

y"+Xy = 0; x(0)=y (2 tt), /(0)=/(2tt) 

10. Considere el problema de vaiores en la frontera 

y"+\y=f(0; y( 0) = 0, y( l)-0 (*) 

(a) Demuestre que (*) tiene solucion unica y(t) si X no es un valor caracteristico 
del problema homogeneo. 

(b) Pruebe que (*) no tiene solucion y(t) si X es un valor caracteristico del proble- 
ma homogeneo. 

(c) Sea X un valor caracteristico del problema homogeneo. Determine las condi- 
ciones en / para que (*) tenga una solucion /(/). lEs unica esta solucidn? 
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5.2 iNTRODUCCldN A LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES NO ORDIN ARIAS* 


Todas las ecuaciones diferenciales que han sido estudiadas hasta este momento son rela- 
ciones que inciuyen una o mas funciones de una sola variable y sus derivadas (totales). 
En este sentido, estas ecuaciones diferenciales se consideran ecuaciones diferenciales ordi- 
narias. Por otra parte, muchos problemas importantes de las matematicas aplicadas dan 
origen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Una ecuacion diferencial en 
derivadas parciales o no ordinaria es una relation que contiene una o mas funciones 
de varias variables y sus derivadas parciales. Por ejemplo, la ecuacion 


d 3 u (du\ 2 ^ d 2 u 
dx 3 l 9' ) dx 2 

es una ecuacion diferencial no ordinaria para la funcion u(x , t ), y las ecuaciones 

du _ dv du _ dv_ 
dx dy ’ 3 y dx 

son un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para las funciones 
u(x, y) y t>(x, y). El orden de una ecuacion diferencial en derivadas parciales es el mayor 
de los ordenes de las derivadas que aparecen en la ecuacion. Por ejemplo, el orden de 
la ecuacion no ordinaria 




+ w 


es 2, ya que el mayor de los ordenes presentes en esta ecuacion es 2. 

Hay tres ecuaciones clasicas en derivadas parciales, de orden 2, que aparecen con 
frecuencia en las aplicaciones y que dominan en la teoria de las ecuaciones diferenciales 
no ordinarias. Tales ecuaciones son 


du _ ^2 d 2 u 
9* dx 2 ’ 

9 2 u _ c 2 d^u 
a t 2 c dx 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


y 


d 2 u d 2 u _q 
dx 2 dy 2 ‘ 


( 3 ) 


La ecuacion (1) se conoce como la ecuacion de color , y aparece en el estudio de 
la transferencia de calor y en procesos de difusion. Por ejemplo, considerese una barra 
metalica delgada de longitud / y cuya superficie esta aislada termicamente. Dendtese 
por u(: c, t) la temperatura de la b&rra en el punto x en el instante t. Esta funcion satisfa- 


• (N. del R.) Por contraposici6n al calificativo de ordinarias para las ecuaciones en derivadas totales, a las ecuaciones 
en derivadas parciales se les puede llamar no ordinarias. Un nombre impropio usual para estas ecuaciones es el de ecuaciones 
diferenciales “parciales”. 


5.2 • Introduccion a las ecuaciones diferenciales no ordinarias 


475 


ce la ecuacion diferencial en derivadas parciales (1) para 0 < x < /. La constante a 2 
se denomina difusividad termica o conductividad termometrica de la barra, y depende 
unicamente del material de la barra. 

La ecuacion (2) se conoce como la ecuacion de onda , y aparece en el estudio de 
las ondas sonoras, acuaticas y elect romagneticas. En cualquier analisis matematico de 
fenomenos en los que interviene la propagacion de ondas en un medio continuo, aparece, 
casi invariablemente, alguna forma de esta ecuacion o de alguna de sus generalizacio- 
nes. (En la Section 5.7 se vera mas claramente el porque de este hecho.) La ecuacion 
de onda aparece tambien en el estudio de vibraciones mecanicas. Supongase por ejem- 
plo, que se pone en movimiento oscilatorio una cuerda flexible de longitud /, como por 
ejemplo, una cuerda de violin o un cable de retention, de modo que vibre en un piano 
vertical. Denotese por u(x f t) al desplazamiento vertical de la cuerda en el punto x en 
el instante t (Fig. 1). Si efectos de amortiguamiento, como la resistencia del aire, son 
despreciables, y si la amplitud del movimiento no es demasiado grande, entonces u(x , /) 
satisface la ecuacion en derivadas parciales (2) en el intervalo 0 < x: < /. En este caso, 
la constante c 2 es H/ p, donde H es la componente horizontal de la tension en la cuer- 
da, y p es la masa de la cuerda por unidad de longitud. 



La ecuacion (3) se denomina ecuacion de Laplace y es la mas famosa de las ecua- 
ciones diferenciales no ordinarias. Dicha ecuacion surge en el estudio de fenomenos tan 
diversas como el flujo de calor regimen permanente, vibration de membranas y poten- 
ciales electricos y gravitacionales. Esa es la razon por la que se conoce tambien como 
la ecuacion de potenciaL 

Ademas de las ecuaciones diferenciales (1), (2) o (3), se exige tambien, con frecuen- 
cia, que la funcion u satisfaga condiciones iniciales y a la frontera. Tales condiciones 
estan determinadas por los mismos problemas fisicos o biologicos, se les elige de modo 
que garanticen la existencia de una solution unica de la ecuacion. 

Como modelo para la ecuacion de calor (1), considerese una delgada barra de metal 
de longitud / y cuyos extremos estdn aislados. Denotese por u(x , /) la temperatura de 
la barra en el punto x en el instante t. Para determinar la temperatura de la barra para 
todo tiempo t es necesario conocer (i) la distribution inicial de la temperatura en la barra, 
y (ii) lo que ocurre en los extremos de esta. <,Se les mantiene a temperatura constante, 
por ejemplo, a 0°C, o se encuentran aislados, de modo que no permitan el paso de calor? 
(Esta ultima condicion implica que w*(0, /) = u x (l , /) = 0.) Asi pues, un problema bien 
planteado para procesos de difusion es la ecuacion de calor (1) junto con la condicion 
inicial u(x , 0) = f(x ), 0 < x < l y las condiciones a la frontera w(0, t) = w(/, t) = 
0, o bien u x ( 0, /) = u x (l , /) = 0. 
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Como modelo para la ecuacion de onda, considerese una cuerda flexible de longi- 
tud /, cuyos extremos se hallan fijos, y la cual es puesta en movimiento en un piano 
vertical. Para determinar la posicion u(x , t) de la cuerda para todo tiempo t es necesa- 
rio conocer (i) la posicion inicial de la cuerda, y (ii) la velocidad inicial de la cuerda. 
Se sobreentiende tambien que u( 0, t) = u(l> t) = 0. Asi pues, un problema bien pian- 
teado para la propagacion de ondas es la ecuacion (2) junto con las condiciones inicia- 
les w(x, 0) = /(x), u t (x , 0) = g(x), y las condiciones a la frontera u( 0, t) = u(l , () - 0. 

La ecuacion en derivadas parciales (3) no incluye el tiempo t> de modo que no se 
espera tener “condiciones iniciales” en este caso. En los problemas que surgen en las 
aplicaciones se tienen los valores de w, o bien los de su derivada normal, en la frontera 
de una region dada /?, y se busca determinar u(x> y) en el interior de R . El problema 
de encontrar una solucion de la ecuacion de Laplace, que toma valores prefijados en 
la frontera, se conoce como problema de Dirichlet , mientras que el problema de hallar 
una solucion de la ecuacion de Laplace, cuya derivada normal toma valores prefijados 
a la frontera, se denomina problema de Neumann . 

En la Seccion 5.3 se desarrollara un metodo muy eficaz, conocido como “metodo 
de separacion de variables”, para resolver el problema de valores a la frontera (estricta- 
mente hablando se deberia decir “problema de valores iniciales a la frontera”). 

w(x,0)=/(x), 0<x</; w(0,/) = w(/,/) = 0. 

Despues de desarrollar la teoria de las series de Fourier en las Secciones 5.4 y 5.5, 
se demostrara que el metodo de separacion de variables puede usarse tambien para resol- 
ver problemas mas generales de conduccion de calor y algunos problemas importantes 
de propagacion de ondas y teoria del potencial. 


5.3 La ecuaciCn de calor; 

SEPARACION DE VARIABLES 


Considerese el problema de valores a la frontera 

I u =a2 J^ ; u(x,0)=f(x), 0 <*</; u(0,/) = u(/,f) = 0. (1) 

El objetivo es encontrar la solucion w(x, t) de (1). Para ello, es util recordar como se 
resolvio el problema de valor inicial 

^+p(0j;+ q 0)y=0; y(0)=y O ’ y\®)=y'o- ( 2 ) 

Primero se sefialo que la ecuacion diferencial 

d^y dy 

+q(‘)y=o ( 3 ) 

es lineal, es decir, que cualquier combinacion lineal de soluciones de (3) es tambien una 
solucion de (3). Despues se encontro la solucion y{t) de (2) tomando una combinacion 
lineal apropiada c { y { (t) + c 2 yi(t) de dos soluciones linealmente independientes ^j(/) 
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y ^2(0 de (3). Ahora bien, se puede verificar facilmente que cualquier combinacion 
lineal C\U\{x, t) + ... + c n u n (x, t ) de soluciones u { (x, t), . . ., u„(x, t ) de 


0M _ 2 d 2 U 
3/ “ 0x 2 


(4) 


es tambien una solution de (4). Ademas, si u x (x, /), . . . , u n (x , /) satisfacen las condi- 
ciones a la frontera u( 0, t) = w(/, t) = 0, entonces la combination lineal c ] u l + 
... + c n u n satisface tambien las condiciones a la frontera. Esto sugiere la siguiente 
“estrategia” para resolver el problema de valores a la frontera (1): 

(a) Encontrar tantas soluciones u x {x , t ), u 2 (x> t), ... como sea posible al proble- 
ma de valores a la frontera 


fW-g; u(0, /)-«(/, 0 = 0. (5) 

(b) Hallar la solucion u(x, t) de (1) tomando una combinacion lineal apropiada de 
las funciones u„(x, t), n = 1,2,.... 

(a) Dado que, hasta el momento, no se sabe como resolver una ecuacion diferen- 
cial en derivadas parciales, es necesario reducir el problema de resolver (5) al de resol- 
ver una o mas ecuaciones diferenciales ordinarias. Lo anterior se logra tomando u{x, t) = 
X(x)T(t) (de aquf el nombre de separacion de variables). Calculando 


9n 

dt 


= XT' 


dhj 

dx 2 


■X"T 


se ve que u(x, t ) = X(x)T(t) es una solucion de la ecuacion u, = a 2 u xx ( u , = du/dt 
y u xx = d 2 u/dx 2 ) si 


XT'=a 2 X"T. 

Al dividir entre a 2 XT ambos lados de (6), se obtiene 


X" 

X 


T 

<x 2 T ' 


( 6 ) 


(7) 


Ahora bien, observese que el primer miembro de (7) es una funcion solo de x, mientras 
que el segundo miembro es una funcion de t unicamente. Eso implica que 


£l = _x 

x K 


T 

a 2 T 


= 


( 8 ) 


para alguna constante X. (La unica manera de que una funcion de x sea igual a una 
de t es que ambas sean iguales a una constante. Para convencerse de ello, hagase f{x) - 
g( t) y fijese t 0 . Entonces f(x) = g(/ 0 ) para toda x 9 de modo que f(x) = constante = 
Cj , lo cual implica de inmediato que g(t) tambien es igual a c j .) Ademas, las conditio- 
ns a la frontera 


o-«(0,/)-jr(0)r(/), 


y 


0 -u(/,t)-X(/)T(t) 
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implican que A'(O) = 0 y X(t) = 0 (de otro modo, u seria igual a cero). Asi pues, 
u(x, t) = X(x )T(t) es una solucion de (5) si 


X" +\X = 0; X (0) = 0, X (/) = 0 (9) 

y 

T'+\a 2 T= 0. (10) 

En este momento, la constante X es arbitraria. Sin embargo, del Ejemplo 1 de la 
Section 5.1 se sabe que el problema de valores en la frontera (9) tiene una solucion no 
trivial X(x) solamente si X = X„ = n 2 ir 2 // 2 , n = 1, 2, . . y en tal caso 

*(*) = *„(*) = sen^. 

La ecuacion (10) implica a su vez que 




(En realidad, se deberian multiplicar tanto X n (x) y T n (t) por constantes; sin embargo, 
dichas constantes se omiten aqui debido a que un poco mas adelante se tomaran combi- 
naciones lineales de las funciones X n {x) T n (t).) Por lo tanto, 


u n (x ) t) = sen-j-e 


a 2 rt 2 -» r 2 /// 2 


es una solucion no trivial de (5) para todo entero positivo n . 

(b) Supongase que f(x) es una combinacion lineal finita de funciones sen/? 7 rx//, 
es decir, 


Entonces, 


\ V mrx 
/(*) = 2j ^sen— . 


✓ , V yvttx 

“(*>')= 2j c n sen— e 


JnWt/l 1 


es la solucion buscada de (1), ya que es una combinacion lineal de soluciones de (5) 
y satisface la condition inicial 

N 

u (-*>°) = 2 c /t sen ^ 7 -=/(*)> o <x<i. 


Sin embargo, la mayoria de las funciones f(x) no se pueden expresar como una com- 
binacion lineal finita de funciones sen/?7rx//, n = 1,2, . . ., en el intervalo 0 < x < 
/. Esto lleva a plantearse la siguiente pregunta. 


Pregunta : ^Es posible escribir una funcion cualquiera f{x) como una combinacion lineal 
infinita de funciones sen mrx/ 1, n = 1, 2, . . en el intervalo 0 < x < /? Dicho de 
otro modo, dada una funcion arbitraria /, ^pueden encontrarse constantes c, , c 2 , . . 
tales que 

f(x) — c x %ea— + c 2 sen^y^ + ... = 2 c n sen ^f^ 1 0<x<H 
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Sorprendentemente, la respuesta a esta pregunta es que si, como se vera en la Section 5.5. 

EJEMPLO 1 En el instante / = 0, la temperatura u(x , 0) de una barra delgada de 
cobre (a 2 = 1.14) de longitud unitaria es 2 sen 37 tjc + 5 sen 8ttx, 0 < x < 1 . Los extre- 
mos de dicha barra estan en contacto con hielo para que conserven una temperatura 
de 0°C. Encontrar la temperatura u(x , t) de la barra para todo tiempo t > 0. 

SOLUCI6N. La temperatura u(x , 0 satisface el problema de valores en la frontera 
0 M 0 2 w [ w(x,0) = 2 sen 37 rx + 5 sen 87 rx, 0 <jc<1 

~ 1 14 *9? ’ \m( 0 ,/)-«( 1 . 0-0 

lo cual implica que 

w(x,/) = 2sen37rx^ _9(l!4)ir2/ + 5sen87rx^~ 64(, - ,4)7r2f . 


Ejercicios 

Encuentre una solution u(x , /) a los siguientes problemas. 

f w(x,0)==sen7rx/2 + 3sen57rx/2, 0 <jc<2 

3* dx 2 ' [ w(0,/) = u(2,/) = 0 

2 3 w -j|43 2w . j u(x,0)=sen7rx/2-3sen2nx, 0<x<2 

37" ’ 4 3^’ ( w (o,/)*m(2,0-0 

3. Aplique el metodo de separacion de variables para resolver el problema de valores 
a la frontera. 

du __ d 2 u f w(jc,0) = 3sen27rx — IsevArrx, 0<x<10 

37"^ +W> { u(0,t) — u(\0,t) = 0 

Utilice el metodo de separacion de variables para resolver cada uno de los siguientes 
problemas de valores a la frontera. 

4 * if = ^ ; 

5 - *M-‘-*+* 

6 - Tt=% + U ’ “(°>y) =2e ~ y ~ e2y 

7. — w; w(/,0) = e~ 5 ' + 2e“ 7 '- 14e 13 ' 

8. Determine si se puede usar el metodo de separacion de variables para transformar 
cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales no ordinarias en un par de ecua- 
ciones diferenciales ordinarias. En caso afirmativo determine las ecuaciones. 

(a) /u„ + w x =0 (b) tu xx 4- xu ( = 0 

(c) u xx +(x-y)uy y = 0 (d) w xt + 2w x/ + W/ = 0 
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9. La ecuacion de calor en dos dimensions espaciales es 

= + “>*)• (*) 

(a) Suponiendo que u(x , y y t) = X{x)Y{y)T{t) y obtenga ecuaciones diferencia- 
les ordinarias que se satisfagan para X y Y y T. 

(b) Halle soluciones u(x y y t) de (*) que satisfagan las condiciones a la frontera 
u(0 y y y t) = 0, u(a y y y t) = 0, u(x y 0, /) = 0 y u(x y b y t) = 0. 

10. La ecuacion de calor en dos dimensiones espaciales puede expresarse en coordena- 
das polares como 


, 1 . 1 

r + 7 u r + -7 U M 


Suponiendo que u(r y d y t) = R(r)Q(9 encuentre ecuaciones diferenciales ordi- 
narias que se satisfagan para R y 0 y T. 


5.4 Series de Fourier 


El 21 de diciembre de 1807, un ingeniero de nombre Joseph Fourier anuncio ante la 
prestigiosa Academia Francesa de Ciencias que una funcion arbitraria f(x) puede ser 
desarrollada en una serie infinita de senos y cosenos. Concretamente, sea la funcion 
f(x) definida en el intervalo -/ < x < /, y calculense las expresiones 

a n=jf f(x) c os^y^rfx, n = 0,1,2,... (1) 


f( X ) SQn ^Y~ dx, m=K2,... 


Entonces la serie infinita 


00 

a 0 7TX . i 7 TX , a 0 , f HTTX . , Kl'TTX 

y-fajcos— -hfcjsen— + ...« y + a ^os— +^sen — 


( 2 ) 

( 3 ) 


converge a f(x). El anuncio de Fourier causo un gran revuelo en la Academia. Muchos 
de sus miembros prominentes, incluyendo al famoso matematico Lagrange, pensaban 
que el resultado no tenia sentido, ya que en aquel entonces no se le pudo dar una funda- 
mentacion rigurosa. Sin embargo, actualmente los matematicos han desarrollado la teoria 
de las series de Fourier , a tal grado, que existe un gran numero de tratados escritos al 
respecto. (De hecho, hace muy poco tiempo se lograron establecer condiciones extraor- 
dinariamente precisas para la convergencia de la serie de Fourier (3). Dicho resultado 
es uno de los grandes teoremas del siglo xx.) El siguiente teorema, a pesar de no ser 
el mas general posible, comprende la mayoria de las situaciones que surgen en las apli- 
caciones. 
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TEOREMA 2. Sean f y f continuas section por section en el intervalo -l < 
x < /. (Esto significa que f y f tienen solamente un numero finito de disconti- 
nuidades en dicho intervalo, y que tanto f como f tienen li'mites por la derecha 
y por la izquierda en cada uno de los puntos de discontinuidad.) Calculense 
los terminos a n y b n a partir de (1) y (2) y formese la serie infinita (3). Esta 
serie , que se llama serie de Fourier de f en el intervalo — / < x < /, converge 
a f(x) si f es continua en x, y a Affix + 0) + f(x - 0)]* si f es discontinua 
en x. En x = ±/, la serie de Fourier (3) converge a l / 2 [f(l) + /(-/)], donde 
f(±l) es el limite de f(x) cuando x tiende a ±1. 


Observacion. La cantidad Vi[f{x + 0) + f(x - 0)] es el promedio de los li'mites 
por la derecha y por la izquierda de / en el punto x. Si se define fix) como el promedio 
de los li'mites izquierdo y derecho de / en cada uno de los puntos de discontinuidad x, 
entonces la serie de Fourier (3) converge a f(x) para todos los puntos x en el intervalo 
-l < x < /. 

ejemplo i Sea /una funcion que es nula para -1 < x < 0 e igual a 1 para 0 < 
x < 1. Determinar la serie de Fourier de /en el intervalo -1 < x < 1. 

SOLUCION. En este problema / = 1. Por lo tanto, se sigue a partir de (1) y (2) que 

«o= f f{x)dx= f dx= 1, 

J -\ J o 

a n = f f(x)cosn7rxdx= f cosnsrxdx^O, n> 1 

y 

b n = I f(x)senn7rxdx= I sen nsrxdx 
J-\ Jo 

\ 1 -(- 1 )" 

= — (1 cos nTT ) — , n > I. 

/77T n77 

Notese que b n = 0 para n par y b n = 2/nir para n impar. Por lo tanto, la serie de Fou- 
rier de /en el intervalo -1 < x < 1 es 

1 2sen7rx 2sen3?rx 2sen5?rx 

2 77 377 5 77 

Por el Teorema 2, esta serie converge a 0 si — 1 <x<0, yalsi0<x< 1. Enx = 
-1, 0 y 1, la serie se reduce al valor de !/:, predicho por el Teorema 2. 


EJEMPLO 2 Sea/la funcion que es 1 para -2 <x < Oyx para 0 < x < 2. Calcu- 
lar la serie de Fourier de / en el intervalo -2 < x < 2. 


* La cantidad /(a + 0) denota el limite de/por la derecha en el punto x. Analogamcnte, f(x - 0) denota el limite 
de / por la izquierda. 
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SoluciGn. En este problem / = 2. Por lo tanto, se sigue de (1) y (2) que 

if-/ Mdx ~iC dx+ ^ C xdx ~ 2 

“■ * 3 * - 5 £«*=** + i 


-(cos/wr — 1), n> 1 


i/> 


^ mX J 
sen ~2~ x : 


■ dx+ \r ( xsen~~ dx 
* J o 2 


(1+coswr), n>l. 

fVJT 


Ndtese que a„ = 0 si n es par; a„ = -4 //i 2 x 2 si n es impar; b n = 0 si n es impar y 
= ~2/mr si n es par. Por lo tanto, la serie de Fourier de /en el intervalo — 2 < x < 
2 es 

, 4 _ irx 1 4 3 irx 1 


1 - -^rcos^r “ — senTrx- 
rr 2 2 IT 


4 3w 
^ C ° S ~ 


-sen2?rx+ ... 


4 cos(/n + l /7r. 

” 1- ^ n r 0 (2n+ 1) 2 


co$(2/t+ 1)7 tx /2 | senmrx 


_ J_ V' sen/M 
?r ^ n 


Por el Teorema 2, esta serie converge a 1 si -2 < x < 0; a x f si 0 < x < 2; a Vi si 
x = 0; y a si x = ±2. Ahora bien, en x = 0, la serie de Fourier (4) es 

,-4[JL + X + l + X + ...l. 


1 


De modo que se deduce la importante identidad 


o bien 


* 2 l 2 3 2 5 2 7 2 


l 2 3 2 5 2 7 2 8 


Los coeficientes de Fourier a„ y b„ definidos por (1) y (2) se pueden obtener de 
manera sencilla. De hecho, si una funcion /continua seccion por seccion puede ser expre- 
sada en una serie de senos y cosenos en el intervalo -/ £ x ^ /, entonces necesariamen- 
te, dicha serie es la de Fourier (3). Tal afirmacidn se demuestra de la siguiente manera. 
Supdngase que / es continua por secciones y que 
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para parejas de numeros c k y d k . Supongase ademas que la ecuacion se cumple en el 
intervalo —/<*</ excepto por un numero finito de puntos. Integrando ambos miem- 

bros de (5) entre -/ y /, se obtiene c 0 l =J_ / f{x)dx, ya que 

J cos— y— dx — J sen^j^- dx= 0 \ k= 1,2,...* 

De manera similar, multiplicando por cos n rx / 1 ambos lados de (5) e integrando 
entre -/ y /, se obtiene 

lc„ = j'/(x)cos^dx 

mientras que al multiplicar por sen nirx/l ambos lados de (5) e integrar entre -I y /, resulta 

id.- f/M^dx. 


Esto se sigue inmediatamente de las relaciones (Ejercicio 19) 


f 1 rmx kirx . f 0 , 

!, "T ~ I/. 

j'cosSfs S nif.dx=0 


k¥=n 

k = n 




kj^n 

k — n ’ 


( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 


Por lo tanto, los coeficientes c n y d n deben ser iguales a los coeficientes de Fou- 
rier a n y b n . En particular, por lo tanto, una funcion / puede ser desarrollada solo de 
una manera en series de Fourier en el intervalo — / < * < /. 


ejemplo 3 Hallar la serie de Fourier de la funcion /(*) = cos 2 * en el intervalo 

“7T < * < T. 

SOLUCldN. Segun la observation anterior, la funcion /(*) = cos 2 * tiene una repre- 
sentation unica en series de Fourier 


fo 

2 


00 /7 00 

2 r rmx . , mrx 1 u o . r , , i 

[^cos— +A n sen— j = y + 2, [^cos/ur + ^sen/ix] 

«»i "-i 


en el intervalo -x < x < x. Pero ya se conoce la formula 


co^-i + S^i 


Por lo tanto, la serie de Fourier de cos 2 x en el intervalo -x < x < x debe ser Vi + 
Vi cos 2x. 


Se puede demostrar que es permisible integrar !a serie (5) termino a termino. 
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Todas ias funciones cos nirx/l y sen mrx/l, n = f , 2, . . . , tienen la interesante pro- 
piedad de ser periodicas con periodo 2/, es decir, repiten siempre sus valores en interva- 
los de longitud 21. Tal cosa se sigue trivialmente de las identidades 

cos — (x + 21) = cosy— — 'rlmr j = cos — ~ — 

y 

sen— (x + 21 ) =senj^ — — f 2^7 tJ = sen—y— . 

Por lo tanto, la serie de Fourier (3) converge para toda a* a una funcion periodica 
F(x). Dicha funcion se conoce como la extension periodica de f(x) y esta definida por 
las siguientes ecuaciones 


F(x)=f(x), -l<x<l 
< F(x)={[f(i)+f(-n], x=±i 
F(x + 2l) = F(x). 

Por ejemplo, en la Figura 1 se describe la extension periodica de la funcion f(x) - x . 
En la Figura 2 se describe la de la funcion f(x) ~ \x\, la cual es de forma aserrada. 




Figura 2. Extension periodica de f(x) = |x| 


ejercicios 


En cada uno de los Problemas del 1 al 13, encuentre la serie de Fourier de la funcion 
dada /en el intervalo indicado. 


!•/(*) = 

{-!: 

~ l oVxiv 

2- /(*)=| 

f x, 
k 0 , 

"iVxfr W <2 
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3 . f(x) = x; — 1 < x < 1 



-1 <x<0. 
0<x< U 


M < i 


5. /(*)-< 

[i: 

1 1. 

-2 < x<0 

0 < x < 1 ; 

1 < x < 2 

W<2 

6./W=| 

r o, 

13, 

-2 < x< l . i 
1 < x < 2 ’ 

-x| <2 

7. /(*)=| 

f 0, 
l e x . 

-/< jc<0. 

0 < x < / ’ 

14 < / 

8. /(*) = | 

f 

l 0. 

-/< x<0. 

0 < x < / * 

w</ 

9. /(*)=< 

\ e~ x 
{ e x < 

, — / < x <0 . 

0 < x < / ’ 

- /< X < / 

10. f(x) — e x ; | 

x|</ 

11. /(x) = e" x ; |x| < / 

12. /(.x)=sen 2 x; 

W < V 

13. /(x)=sen 3 x; |x|<7r 


14. Sea f(x) = (7rcosax)/2asentf7r, donde a no es un numero entero. 

(a) Obtenga la serie de Fourier de /e n el intervalo -7r < x < tt. 

(b) Demuestre que dicha serie converge en x = tt al valor (7r/2a)cot ira. 

(c) Use el resultado anterior para obtener la suma de la serie 


1_ 

\ 2 ~a 



1 

3 2 - a 2 


+ ... . 


15. Suponga que / y /' son funciones continuas por secciones en el intervalo -/ < xt< 
/. Pruebe que los coeficientes de Fourier a n y b n tienden a cero cuando n tiende 
a infinito. 

16. Sea 

00 

v a 0 , 'V' f /WTX . , rt7TX 1 

/(*) = y + [ fl "Cos— + &„sen-y- j. 

rt — 1 

Demuestre que 

Esta relacion se denomina identidad de Parseval. Sugerencia: Elevese al cuadrado 
la serie de Fourier de / e integrese termino por termino. 

17. (a) Encuentre la serie de Fourier de la funcion f{x) = x 2 en el intervalo -7r < 

X < 7T. 

(b) Use la identidad de Parseval para probar que 



18. Si la funcion delta de Dirac 6(x) tuviera un desarrollo en series de Fourier en el 
intervalo -/ < x < /, ^cuai seria el? 
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19. Deduzca las ecuaciones (6) a (8). Sugerencia: Utili'cense las identidades trigonome- 
tricas 

sen A cos 5 = £[sen(/t + 2?)+sen(/4 - £)1 
sen A senB = £[cos(/l - B ) - co s(A + B )] 
cos cos 5 = j[cos(/4 + 5) + cos(/4 - B )]. 

5.5 Funciones pares e impares 

Hay algunos casos especiales en los que la serie de Fourier de una funcion / se reduce 
a una serie con terminos solo de cosenos, o bien unicamente de senos. Tales casos espe- 
ciales ocurren cuando /es par o impar. 

DEFINICION. Se dice que una funcion /es par si f(-x) - f(x). 

ejemplo i La funcion f(x) = x 2 es par, ya que 

/(-x) = (-*)W=/(x). 

Ejemplo 2 La funcion f(x) = cos mrx/l es par, puesto que 

r/ x — mtx tvnx r/ x 
/(-•*) = COS — — = cos — =/(x). 

DEFINICION. Se dice que una funcion / es impar si f(-x) = ~f(x). 

Ejemplo 3 La funcion f(x) = x es impar, ya que 

/(-*)="*=-/(*)• 

Ejemplo 4 La funcion f(x) = sen mrx/l es impar, puesto que 
f(-x) = sen — - — = - sen— = -/(x). 

Las funciones pares e impares satisfacen las siguientes propiedades elementales: 

f 

1. El producto de dps funciones pares es par. 

2. El producto de dos funciones impares es par. 

3. El producto de una funcion impar y una funcion par es impar. 

Las demostraciones de estas afirmaciones son triviales y se siguen inmediatamente a 
partir de las definiciones. Por ejemplo, sean/y g impares y sea h(x) = f(x)g(x). Esta 
funcion h es par, ya que 

M - x) =/(-*)«(- x ) - [ -/(*) ] [ - g(x ) ] -/(*) g( x ) = h ( x )- 
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Ademas de las propiedades multiplicativas 1 a 3, las funciones pares e impares satis- 
facen las siguientes propiedades con respecto a la integration. 

4. La integral de una funcion impar / sobre un intervalo simetrico [-/, /] es igual a 
cero, es decir, j‘ J(x)dx = 0 si / es impar. 

5. La integral de una funcidn par /sobre un intervalo [-/, /] es igual a dos veces la 
integral de /sobre el intervalo [0, /], es decir, 

/* /(*)<& -2 f'f(x)dx 
J-i Jo 

si / es par. 

DEMOSTRACI6N DE LA PROPIEDAD 4. Si ft s impar, entonces el area bajo la curva 
de / entre -/ y 0 es el negativo del area bajo la curva de / entre 0 y I. Por lo tanto, 

J' f (x)dx = 0 si / es impar. 

DEMOSTRACI6N DE LA PROPIEDAD 5. Si / es par, entonces el drea bajo la curva 
de / entre -/ y 0 es igual al area bajo la curva de / entre 0 y /. Por lo tanto, 

f f(x)dx- f°f(x)dx + f'f{x)dx = 2 f'f(x)dx 
J-i J-i Jo Jo 

si / es par. 


Para las funciones pares e impares se tiene el siguiente lema importante. 


Lem a i . (a) La serie de Fourier de una funcidn par incluye solamente ter- 
ms nos coseno, es decir, no contiene terminos de la forma sen nxx/l. 

(b) La serie de Fourier de una funcidn impar incluye solamente terminos 
seno, es decir, no contiene terminos de la forma cos nitx/l. 


DEMOSTRAClON. (a) Si/es par, entonces la funcion /(x) sen nirx/l es impar. Asi que, 
por la Propiedad 4, los coeficientes 

A-j/ /(*)sen^y*4x, 1,2,3,... 

en la serie de Fourier de /, son iguales a cero. 

(b) Si/es impar, entonces la funcion /(x)cos nxx/l es tambien impar. Por consiguien- 
te, por la Propiedad 4, los coeficientes 

f f(x) cos ^dx, n= 0,1,2,... 

en la serie de Fourier de /, son iguales a cero. 

Ahora es posible demostrar la siguiente extensidn del Teorema 2, la cual es muy 
importante. Dicho teorema permitiri resolver el problema de conduccibn de calor de 
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la Section 5.3 y muchos otros problemas de valores a la frontera que surgen en las 
aplicaciones. 


TEOREMA 3. Sean f y f continuas por secciones en el intervalo 0 < x < 
/. Entonces en dicho intervalo se puede desarrollar f(x) en una serie de cosenos 
solamente 

„ oo 


“o V 
T+ 2d ^ cos 


« = i 


WTX 

l 


o bien en una serie de senos unicamente 


. mx 


2 ^ sen - 1 

n = 1 

En el primer caso, los coeficientes a n estan dados por la formula, 

a„ = jf /(x)cos ^pdx, n = 0,1,2,... (i) 

mientras que en el segundo caso, los coeficientes b n estan dados por la formula 

b ^l (2) 


Demostracion. Considerese primero la funcion 


F(x) 


f(x)y 0 < X < / 

/(-x), — / < x < 0 


En la Figura 1 se describe la grafica de F(x) y puede verse facilmente que Fes par. (Por 
esta razon se conoce F como la extension par de /.) Por lo tanto, por el Lema 1, 



FlGURA I. La grafica de F(x) 
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la serie de Fourier de F en el intervalo — / < jc < / e s 

£7/ \ a ° 1 X 1 A27TX 1 f l rr/ \ HTTX , 

^(*) = y + 2 j a nCOS — ; a„ = yj F(x)cos — dx. (3) 

Ahora bien, observese que la funcion .FWcos nirx/l es par. De modo que, por la Pro- 
piedad 5, se tiene que 

F(X) ccsSfjx- } j'/(x)cosSfdx. 

Por ultimo, dado que F(x) = f(x), 0 < x < /, se concluye de (3) que 

rt = 1 

Observese tambien que la serie (3) converge a f(x) para x = 0 y x = /. 

Para demostrar que se puede desarrollar f(x) en una serie de senos solamente, con- 
siderese la funcion 

/(*), 0 <x<l 

G(x) = < — /( — x) 9 —Kx< 0 

0, x = 0 ,±/. 



FlGURA 2. La grafica de G(x) 


En la Figura 2 se describe la grafica de G(x) y y puede verse facilmente que G es 
impar. (Por esta razon, G se denomina la extension impar de /.) Por lo tanto, por el 
Lema 1, la serie de Fourier de G en el intervalo ~l < * < / es 

sen*S£; = j (' G{x)un?fdx. (4) 

n=*\ ~~ l # 
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Ahora bien, observese que la funcion G(x)sennirx/I es par. 

De modo que, por la Propiedad 5, 

G(x)sen^Y~ dx- j J f(x)sen^~- dx. 

Por ultimo, dado que G(x) = f(x), 0 < x < /, se concluye de (4) que 

/(*)- 2 h'Sen™, 0<x<l. 

n -» 1 

Observese tambien que la serie (4) es igual a cero para x = 0 y x = /. 


EJEMPLO 5 Desarrollar la funcion /(x) = 1 en una serie de senos solamente, en el 
intervalo 0 < x < ir. 

SOLUCldN. Por el Teorema 3 , /(x) = 2r-i^» sen/IJtr ’ ^ onc * e 


2 r 17 2 

— I sen nxdx = — ( 1 — cos m t) 
IT J 0 


0 , n par 

4 , n impar 

n*ir 


Por lo tanto. 


4 [ senx sen3x sen5x , 
”*l 13 5 


0 < X < IT. 


EJEMPLO 5 Desarrollar la funcion /(x) = e x en una serie de cosenos en el interva- 
lo 0 < x < 1. 

SOLUCI6N. Por el Teorema 3, f(x) =a 0 /2 + 2 { a n cos n tx, donde 


a 0 =2 f 1 e x dx = 2(e-l) 
•'0 


a„ — 2j e x cosmrxdx=2ReJ e x e imrx dx 

J - 1 ( -1+ imr i ^ 

r e (l+/*r)jc < y A ._2R e J 6 
0 l 1 + I/Iff J 


= 2 Re 


(ecosmr— 1)(1 — inn) \ 2(ecos/i7T— 1) 

1 + j 1 /1 2 7T 2 


Por consiguiente, 


(c cos ivn ~~ * 1 ) 

— 1 + 2^ — — cosmrx, 0<x< 1. 

" l+n ir 
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ejercicios 


Desarrolle cada una de las siguientes funciones en una serie de Fourier de cosenos en 
el intervalo que se indica. 

I. /(*)-«-; 0< x < 1 2./(x)-{°> 0< x <2 


3. 



0 < x < a . 
a < x < 2a ’ 


0<x<2 a 


4. /(x)*cos 2 x; 0<x<x 


5. 



0<x<//2. 
1/2 < x < / ’ 


0< x < / 


Desarrolle cada una de las siguientes funciones en una serie de Fourier de senos en el 
intervalo que se indica. 


6. /(x)-e-*; 0<x< 1 



0<x< 1 . 
1 <x<2’ 


8 . 



0<x<a . 
a<x<2a’ 


0<x<2a 


9. /(x)“ 2senxcosx; 0<x<x 



0<x<//2. 
1/2 < x < /’ 


0 <x</ 


0<x<2 


11. (a) Desarrolle la funcion/(x) = sen x en una serie de Fourier de cosenos en el inter- 
valo 0 < X < 7T. 

(b) Desarrolle la funcion/(x) = cos xen una serie de Fourier de senos en el inter- 
valo 0 < x < 7T. 

(c) iEs posible desarrollar la funcion /(x) = sen x en una serie de Fourier de cose- 
nos en el intervalo — x < x < x? Explique. 


5.6 Regreso a la ecuaciOn de calor 


En esta section se retornara al problema de valores a la frontera 

8 U m 2 8 Jm. ( «(x,0)=/(x) 

dt a dx 2 ’ \ u(0,/) = u(/,/) = 0' 

En la Seccidn 5.3 se demostro que la funcion 


, V rtXX e -a 1 n 1 irh/l 1 

y(x,t)m 2 . c » sen — 

n m 1 


es (formalmente) una solucion del problema de valores a la frontera 


8m 2 d 2 » 


dt 


dx 2 


(0 


u(0,t)-u(/,t)-0 


( 2 ) 
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para cualquier election de constantes c, , c 2 , Esto Ueva a preguntarse si es posible 

encontrar constantes C|, c 2 , ... tales que 


0 <x<l. 


(3) 


Como se senalo en la Section 5.5, la respuesta a esta pregunta es si; se tiene que si se elige 


c„ = 


2 

/ 



sen 


rvnx 

l 


dx, 


entonces la serie de Fourier 2 r-i c /> sen converge a f(x) si/es continua en el pun- 
to x. De modo que 


«(x,0-j2 J / f(x)sen^dx 




(4) 


es la solucion de (1) que se buscaba. 


OBSERVACION. Estrictamente hablando, no puede considerate que la solucion (4) 
es la solucion de (1) hasta que se justifiquen en forma rigurosa todos los procesos Hrnite 
que intervienen. Concretamente, se debe verificar que la funcion u(x , t) definidapor 
(4) tiene realmente derivadas parciales con respecto a x y t y y que u(x y t) satisface la 
ecuacion de calor u t = a 2 w xv . (No necesariamente es cierto que la suma infinita de solu- 
ciones de una ecuacion diferencial lineal sea tambien una solucion. De hecho, la suma 
infinita de soluciones de una ecuacion diferencial dada no tiene que ser siquiera dife- 
renciable.) Sin embargo, en el caso (4) es posible mostrar (Ejercicio 3) que u(x y t) tiene 
derivadas parciales con respecto a x y / de todos los drdenes, y que u(x) y t) satiface el 
problema de vaiores a la frontera (1). El razonamiento se apoya con fuerza en el hecho 
de que la serie infinita (4) converge muy rapidamente, debido a la presencia del factor 
e -(x~n~ir l t; i- * De hecho, la funcion u(x y t) y para t > 0 fijo, es incluso analitica para 0 < 
x < I. Asi pues, la conduccion de calor es un proceso de difusion que empareja de manera 
instantanea cualquier discontinuidad que pudiera estar presente en la distribucion ini- 
cial de temperaturas en la barra. Observese, por ultimo, que h'm^oo u(x y t) = 0, para 
toda x, independientemente de la temperatura inicial en la barra. Lo anterior esta de 
acuerdo con la intuicion fi'sica de que la distribucion de calor en la barra deberia tender 
a un “regimen permanente”, es decir, un estado en el que la temperatura no cambia 
con el tiempo. 


ejemplo i Se calienta una barra delgada de aluminio (a 2 = 0.86cm 2 /s) de 10cm 
de largo a una temperatura uniforme de 100°C. En el instante / = 0, se colocan los 
extremos de la barra en bano de hielo a 0°C, con lo que mantienen su temperatura a 
dicho nivel. No se permite la disipacion de calor a traves de la superficie lateral de la 
barra. Hallar una expresion para la temperatura en cualquier punto de la barra y para 
todo tiempo futuro t . 
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SOLUCION. Denotese por u (*, t) la tempeatura de la barra en el punto x en el instante 
/. Esta funcion satisface el problema de valores a la frontera 


3z^ n Q/C 3 14 
^-= 0.86 — 


fu(x,0)-100, 0<x<10 

dx*’ 1 «(o,o-«(io,o-o 


La solucion de (5) es 


donde 


u(x,t) = 2 C n Stn ^ e 

n * 1 


1 httx , 200 ,. . 

„ = — / lOOsen—— dx= (1— cosatt). 

" 5 L 10 hit ’ 


( 5 ) 


Notese que c„ = 0 si n es par, y c n = 400/nir si n es impar. Por lo tanto, 


oo sen (2/j+l)^£ 

u ( x ,) = V 12 _ - 0 . 86 ( 2/1 + 1)^/100 

{ ,} it A (2« + l) 


n — 1 


Hay algunos problemas mas de conduccion de calor que pueden ser resueltos por 
el metodo de separation de variables. El Ejemplo 2, a continuation, analiza el caso en 
que los extremos de la barra estan tambien aislados y el Ejercicio 4 examina el caso 
cuando los extremos de la barra se mantienen a temperaturas T { y 7\ constantes dife- 
rentes de cero. 


Ejemplo 2 Considerar una barra delgada de metal de longitud I y conductividad 
termometrica a 2 , cuyos extremos se encuentran aislados de tal forma, que no hay flu- 
jo de calor a traves de ellos. Sea f(x) la distribucion inicial de temperaturas en la barra. 
Encontrar la distribucion de temperaturas en la barra para todo tiempo futuro t . 

Solucion. Denotese por u (x, t) la temperatura de la barra en el punto x en el instan- 
te t. Esta funcion satisface el problema de valores a la frontera 

9u _ 2 a l _u, f u(x,0)=f(x), 0<X<1 

9/ a ax 2 ’ l« x (0,0 -«,(/, 0-0 

Este problema se resolvera en dos pasos. Primero, se encontrara una infinidad de solu- 
ciones u„(x, t) = X„(x)T n (t) del problema de valores a la frontera 

u, = a 2 u xx ; u x (0,t) = u x (/,t)=0, (7) 

y posteriormente se hallaran constantes c 0 , c lf c 2) . . ., tales que 

GO 

“(*>')= 2 c n u„{x,t) 

n- 0 

satisfagan la condition inicial u(x, 0) = f(x). 
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Primer paso: Sea u(x, t) = X(x)T(t). Calculando 


9u 

dt 


= XT' y 



se ve que u(x, t) es una solution de u, = a 2 u xx si 
XT' = a 2 X"T,o bien ^ - 

A 


r 

a 2 T 


( 8 ) 


Como se demostro en la Section 5.3, la Ecuacidn (8) implica que 

X"'+XX' = 0 y T' +Xa 2 T =0 
para alguna constante X. Ademas, las condiciones a la frontera 

0= u x (0,t)=* X'(Q)T(t) y 0 -u x (l,t)-XV)T{t) 

implican que A"(0) = 0 y X’ (l) = 0. Por lo tanto, u(x, t) = X(x)T(t ) es una solu- 
tion de (7) si 

X"+\X=0; X’(0) = 0, *'(/) = 0 (9) 

y 

r+\a 2 r= o. (io) 

En este momento, la constante X es arbitraria. Sin embargo, el problema de valores 
a la frontera (9) tiene una solution no trivial X(x) (Ejercicio 1 de la Section 5.1), sola- 
mente si X = n 2 i r 2 // 2 , n = 0, 1,2, . . ., y en tal caso 

*(*) = *„(*) = cos^. 

La ecuacion (10) implica entonces que T(t) = e ~ aln ' xi,/p . Por lo tanto, 


rtirx 


( .\ wt. 

X,t) = COS — 


3 l// ! 


es una solucidn de (7) para todo entero no negativo n . 


Segundo paso: Observese que la combination lineal 

n — 1 

es (formalmente) una solution de (7) para cualquier election de constantes c 0 , Cj, c 2 , 
— Su valor inicial es 


/ c ° , V twtx 

“(•*,0)- Y+ 2j C nCOS — 


n — 1 


De modo que, para satisfacer la condition inicial u{x , 0) = f(x) se deben elegir cons- 
tantes c 0 , C|, c 2 , ... tales que 

/(•*)= y + 2 c « cos y^> 0<x<l. 


rt-l 
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Dicho de otro modo, es necesario desarrollar / en una serie de Fourier de cosenos en 
el intervalo 0 < x < l. Precisamente esa es la situation en el Teorema 3 de la Section 
5.5, y se concluye, por \o tanto, que 


c ""7 //<*> 


„ TV7TX , 

cos — -j — dx. 


En consecuencia, 


rmx 


dx 


cos- 


m tx 
l 




(ll) 


es la soluci6n buscada de (6). 


Ob$ervaci6n. Observese a partir de (1 1) que la temperatura de la barra tiende final- 
mente a la temperatura de regimen permanente 

?/>,*• 

Esta temperatura de regimen permanente puede ser interpretada como el “promedio” 
de la distribucidn inicial de temperaturas en la barra. 


ejercicios 


1. Los extremos x = 0 y x = 10 de una delgada barra de aluminio (a 2 = 0.86)estan 
a 0°C, mientras que la superficie de la barra se encuentra aislada. Obtenga una 
expresion para la temperatura u{x, t) de la barra si inicialmente se cumple 


(a) k(x, 0)«70, 0<x< 10 

(b) u(x,0)-70cosx, 0<x<10 

( lOx, 0< x<5 

\1CK10-X), 5 < x< 10 


(c) u(x,0)* 


(d).(«,0)-{». 


0<x<3 
3 < x< 10 


2 . 


Los extremos de una barra de cobre delgada (a 2 = 1.14), de longitud 2, estan ais- 
lados de forma que no permiten flujo de calor a traves de ellos. Encuentre la tem- 
peratura u(x, t) de la barra si inicialmente se cumple 

(a) u(x,0) — 65cos 2 irx, 0<x<2 

(b) u(x,0) — 70senx, 0<x<2 

( 60x, 0<x< 1 

\ 60(2 — x), 1 <x <2 

( 0, 0< x< 1 

l 75, 1 < x <2 


(c) «(x,0) 

(d) «(x,0) 


3. Verifique que la funcion u(x, t ) definida por (4) satisface la ecuacion de calor. Suge- 
rencia: Use el criterio de la razdn de Cauchy para mostrar que la serie infinita (4) 
puede ser derivada termino a termino con respecto ary t. 

4. Una solucidn de regimen permanente u(x, t) de la ecuacion de calor u, = a 2 u xx 
es una solucidn u(x, t ) que no cambia con el tiempo. 
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(a) Demuestre que todas las soluciones de regimen permanente de la ecuacion de 
calor son funciones iineales de x; es decir, u{x) - Ax + B. 

(b) Encuentre que todas las soluciones de regimen permanente del problema de 
valores a la frontera 

u t = a 2 u xx ; u(O t t)-T x , u(l y t)=T 2 . 

(c) Resuelva el problema de conduccion de calor 

, f u(x,0) = 75, 0<x<\ 

14. = a u * { 

' xx | w (0,0 = 20, u(l,f) = 60 

Sugerencia: Sea u(x, t) = v(x) + w(xr, t), donde u („v) es la solucion de estado 
estacionario del problema de valores en la frontera u t = a 2 u xx ; u( 0, t) = 20, 
w(l, /) = 60. 

5. (a) Los extremos de una barra de cobre (a 2 = 1.14) de 10 cm de largo estan a 

0°C, mientras que el centro de la misma se mantiene a 100°C mediante una 
fuente externa de calor. Pruebe que la temperatura de la barra tendera final- 
mente a la distribucion de regimen permanente sin importar la temperatura 
inicial de la barra. Sugerencia: Dividase el problema en dos problemas de valores 
a la frontera. 

(b) Suponga que la temperatura de la barra se encuentra en su distribucion de regi- 
men permanente. En el instante t - 0, se retira la fuente externa de calor del 
centro de la barra y se le coloca en su extremo izquierdo. Encuentre la tempe- 
ratura de la barra para todo tiempo futuro t. 

6. Resuelva el problema de valores a la frontera 

f w(^:,0) = cos.v, 0<;c<l 

\ w ( 0,0 — 0, w( 1 , r) = 0. 


5.7 La ecuacion de onda 


Considerese ahora el problema de valores en la frontera 

dhi =c 2 i^u. ( u(x,0)=f(x), u,(x,0)=g(x) 

3 r dx 2 ’ [ u(0,t) = u(/,t) = 0 

el cual caracteriza la propagacion de ondas en diferentes medios y las vibraciones meca- 
nicas de una cuerda flexible. Tambien este problema puede resolverse por el metodo 
de separacion de variables. Concretamente se hara lo siguiente: (a) encontrar solucio : 
nes u n (x, t) = X n (x)T n (t) del problema de valores a la frontera 

i!£ = c 2i!| ; u (o,t)=u(i,t)=o (2) 

3/ 2 dx 2 

y (b) hallar la solucion u,(x,r) de (1) tomando una combinacion lineal adecuada de las 
funciones u n (x , t). 
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(a) Sea u(x, t ) = X(x)T(t). A1 calcular 


dt 2 


= XT" 


dx 2 


= X"T 


se ve que u(x, t) = X{x)T{t) es una solucion de la ecuacion de onda u„ = c 2 u x 
XT" = c 2 X"T, o bien si 


T” _ X" 
c 2 T~ X • 


( 3 ) 


Observese, ademas, que el primer miembro de (3) es solo funcion de t y mientras que 
el segundo es funcion de x unicamente. Esto implica que 



para una constante X. Ademas, las condiciones a la frontera 

0~u(Q,t) = X(0)T(t) f y 0 = u(l,t) = X(l)T(t) 

implican que X(0) = 0 y X(l) = 0. Por lo tanto, w(x, t) = X(x)T(t) es una solucion 
de (2) si 


X*+\X = 0; X(0) = X{1) = 0 (4) 

y 

T"+\c 2 T=0. (5) 

En este momento, la constante X es arbitraria. Sin embargo, el problema de valores 
a la frontera (4) tiene una solucion no trivial X(x) solamente si X = X„ = /7 2 7 r 2 // 2 , y 
en tal caso 


nvx 


X(x) = X n (x) = se^ 

La ecuacion (5) implica entonces que 

n^ct , L _ nvet 


rr» / ,\ ilTiLl . i rldTL 

T(0 m T n(‘) = a n cos —f- +b n sen— 


Por lo tanto, 


nvx 


x, t) = sen— 


rivet , * nvet 
a„ cos — ; — h sen- 


/ 


/ 


es una solucion no trivial de (2) para todo entero positivo n> y para cualquier par de 
constantes a n , b n . 

(b) La combinacion lineal 


/ a rxvx 

“ 0 - 0 = 2j sen — 

n * 1 


/27tc/ . * nvet 
a n cos — 7— + b n sen — — 


satisface formalmente el problema de valores a la frontera (2) y las condiciones iniciales 

CO 00 

/ a\ ’V rxvx t m V rive , nvx 

u(x,0)= 2j a n sen — y «/(*> 0 )“ 2j — b„sen — . 


n «■ t 


n — ! 
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Asi pues, para satisfacer las condiciones iniciales u(x, 0) = f(x) y u,(x, 0) = g(x), 
es necesario elegir las constantes a„ y b„, de modo que 


t/ \ V mx 

f(x)= 2^ a » sen — 


n — 1 


/ \ V nvc , rvrrx 

y *(*)= 2j — b * sen — 


en el intervalo 0 < x < /. Dicho de otro modo, es necesario desarrollar las funciones 
fix) y g(x) en series de Fourier de senos en el intervalo 0 < x < l. Esa es precisamente 
la situation en el Teorema 3 de la Section 5.5, por lo que se concluye que 

“■“7J y b -^r c Si g(x) ^ !S f dx - 

Para simplificar se analizara a continuation solamente el caso en el que g(x) es igual 
a cero; es decir, la cuerda se suelta con velocidad inicial igual a cero. En tal caso, el 
desplazamiento u(x, t) de la cuerda en cualquier momento t > 0 esta dado por la formula 


u (x, t) = 2 a " cos 


mrct 



( 6 ) 


Existe una interpretation fisica para varios de los terminos en (6). Cada uno de estos 
representa un modo particular con el cual vibra la cuerda. El primer termino (n = 1) 
representa el primer modo de vibracion con el cual oscila la cuerda alrededor de la posi- 
cion de equilibrio con una frecuencia de 

w i = T~ = Ti cidos P or segundo. 

27 r l Zl 


La frecuencia mas baja es conocida como la frecuencia fundamental, o primera 
armonica, de la vibracion de la cuerda. De manera similar, el modo n tiene una fre- 
cuencia de 

Ht 5=5 ^T~ = no) \ c i c l° s P or segundo. 

27T / 


y se llama armonica n de la vibracion de la cuerda. 

En el caso de la cuerda vibrante, todas las frecuencias armonicas son multiplos ente- 
ros de la frecuencia fundamental . Asi que, en ese caso se produce sonido musical. 
Por supuesto que, si la tension en la cuerda no es lo suficientemente grande, entonces 
el sonido que surge es de una frecuencia tan baja que no se encuentra en el intervalo 
audible. Conforme aumenta la tension en la cuerda, se incrementa la frecuencia, dando 
como resultado una nota musical que puede ser percibida por el oido humano. 


Justification de la solution. No es posible demostrar directamente, como en el caso 
de la ecuacion de calor, que la funcidn w(jc, /) definida por (6) es una solucion de la 
ecuacion de onda. De hecho, ni siquiera es posible demostrar directamente que la serie 
infinita (6) tiene derivadas parciales con respecto a/yx. Por ejemplo, realizando un 
calculo formal, se obtiene que 

"SEWS" 
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y debido a la presencia del factor n, puede ser que la serie no converja. Sin embargo, 
hay otra manera de establecer la validez de la solucidn (6). A1 mismo tiempo, se obten- 
dra una mejor comprension de la estructura de u(x, t). Observese primero que 


se „!Si cos 2E< . i[ se „=(*-„ )+,,,„=(*+«)]. 

Sea ademds F la extension periddica de / en el intervalo -/ < x < l, es decir, 


F(x)> 


f(x), 0 <x<l 

-f(-x), -Kx< 0 


y F(x+21)-F(x). 


se puede verificar facilmente (Ejercicio 6) que la serie de Fourier de F es 
F <,*)- t ■ c,-j /'/(,)*' nSfdx. 

Por lo tanto, es posible escribir u(x, t) en la forma 

+ 0 ) 

y en este punto resulta fdcil mostrar que u(x, t) satisface la ecuacion de onda si f{x) 
tiene dos derivadas continuas. 

La ecuacion (7) tiene la siguiente interpretacidn. Si se traza la grafica de la funcidn 
y = F(x - ct) para un valor fijo de t, se ve que es la misma que la grdfica dey = /(*), 
excepto por el hecho que estd desplazada una distancia ct en la direccidn positiva para 
x, como aparece en las Figuras la y lb. Asi pues, F(x - ct) es una onda que se propaga 
con velocidad c en la direccidn positiva de x. De la misma manera, F( x + ct) es una 
onda que viaja con velocidad c en la direccidn negativa de x. El numero c representa 
la velocidad con la cual se propaga una perturbacidn a lo largo de una cuerda. Si ocurre 
una perturbacidn en el punto x 0 , entonces se percibird en el punto x despues de un tiem- 
po / = (x - x 0 )/c. Asi pues, la ecuacion de onda, o alguna forma de ella; caracteriza 
la propagacidn de ondas en un medio en el que las perturbaciones (o seftales) viajan 
con una velocidad finita, mds que con una infinita. 



FlGURAI. 
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ejercicios 


Resuelva cada uno de los siguientes problemas de valores a la frontera. 


w(x,0)~cosx- 1, u t (x, 0) = 0, 0<x<27t 

u (0,0 = 0, w(27t,/) = 0 


w(x,0) = 0, u,(x,0)=l, 0<x<l 

w (0,0 = 0, w(l,0 = 0 


3. 


u„ = c 2 u xx 
«(0,/) = «(3 ( /) = 0’ 


u(x, 0) = 


3 


X, 

1, 


-X, 


0 < jc < 1, 

1 < x < 2 

2 < x < 3 


M f (x,0) = 0 


f w(x,0) = xcos7rx/2, u,(x,0) = 0, 0<x<1 
( u (0, /) = 0, u(l,0 = 0 


5. Una cuerda de 10 pies de longitud es alzada por la mitad a una altura de 1 pie, 
para ser liberada inmediatamente despues. Describa el movimiento oscilatorio de 
la cuerda, suponiendo que c 2 = 1. 

6. Sea Fla extension periodica impar de /en el intervalo -I < x < /. Demuestre que 
la serie de Fourier 


2 

/ 


2 



sin- 


converge a F(x) si F es continua en x. 

7. Pruebe que la transformacion £ = x - ct, rj = x + ct reduce la ecuacion de onda 
a la ecuacion u = 0. Concluya que, por lo tanto, toda solucion u(x , t) de la ecua- 
cion de onda es de la forma u(x , t) - F(x ~ ct) + G(x, ct) para dos funciones 
Fy G. 

8. Demuestre que la solucion del problema de valores a la frontera 

2 . ( u(x f 0)=/(x), u,(x,0) = g(x), / < X < / 

C L(0,0-m(/,0-0 


u(x,0= j[F(x-c0 + F(x + cr)]+ j g(s)ds 

donde F es la extension periodica impar de /. 

9. La ecuacion de onda en dos dimensiones es u (t = c 2 (u xx + u yv ). Encuentre solu- 
ciones de esta ecuacion por el metodo de separacion de variables. 

10. Resuelva el problema de valores a la frontera 

2 , f w(x,0)=/(x), «,(x,0) = 0, 0<x < / 

cw ~ w; iu(0,0=0, «(/, 0=0 
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5.8 La ecuacion de Laplace 


Considerese ahora la ecuacion de Laplace 


9 

dx 2 


+ 



(i) 


Como se menciono en la Section 5.2 , dos problemas importantes de valores a la fron- 
tera que surgen en relation con (1) son el problema de Dirichlet y el de Neumann. En 
el de Dirichlet se busca una funcion u(x , /) que satisfaga la ecuacion de Laplace en el 
interior de una region R y que tome valores prefijados en la frontera de R. En el proble- 
ma de Neumann se busca una funcion u(x , y) que satisfaga la ecuacion de Laplace en 
el interior de una region R y cuya derivada en la direction normal a la frontera de 
R tome valores prefijados. Ambos problemas pueden ser resueltos por el metodo de 
separation de variables, si R es un rectangulo. 


ejemplo i Obtener una funcion u(x> t) que satisfaga la ecuacion de Laplace en el 
rectangulo 0 < x < a, 0 < y < b, y que cumpla las condiciones a la frontera 

u(x, 0) — 0, u(x,b)*=0 

u(0,y) = 0, u(a,y)=f(y) 

u = 0 

“=/O0 (2) 


SOLUCION. El problema se resolvera en dos pasos. Primero, se encontraran funcio- 
nes u n (x, y) = X n (x)Y„(y) que satisfagan el problema de valores a la frontera 

u xx + u yy = Q'> u(x, 0) = 0, u(x,b)= 0, «(0,>')=0. (3) 

Despues, se hallaran constantes c n , tales que la combinacion lineal 

00 

“(x,y)= S c n u„(x,y) 

n — 1 

satisfaga la condicion a la frontera u(a, y) = f(y). 


y 

b 


Primer paso: Sea u(x, y) = X(x)Y(y). Calculando u xx = X" Y y u yy = XY", se ve 
que u(x, y) = X(x)Y(y) es una solucion de la ecuacion de Laplace si X'Y + XY'' = 
0, o bien si 


II 

Y 


II 

X ‘ 


( 4 ) 
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ObsSrvese ademds que el primer miembro de (4) es una funcibn de sblo y mientras que 
el segundo es una funcibn de x tinicamente. Eso implica que 

Y" X" , 

Y X " A ‘ 

para alguna constante X. Ademds, las condiciones de frontera 

0 - u(x, 0) - X (x) Y (0), 0- u(x,b) = X (x) Y (b), 

Q-u(0,y)-X(0)Y(y) 

implican que y(0) = 0, Y(b) = 0 y A'(O) = 0. Por lo tanto u(x, y) = XY es una solu- 
cibn de (3) si 

r'+xy=o; y(o)=o, y(b)=o (5) 


X n —\X=0, X (0) = 0. (6) 

En este momento, la constante X es arbitraria. Sin embargo, el problema de valores a 
la frontera (5) tiene una solucibn no trivial Y(y) solamente si X = X„ = n 2 x 2 /b 2 , y 
en tal caso, 

Y(y) m Y„(y)-senmry/b. 

La ecuacibn (6) implica, a su vez, que X„(x) es proporcional a senh/iirx/b. (La 
ecuacibn diferencial X” - ( rt 2 x 2 /b 2 )X = 0 implica que X(x) = Cj cosh n icx/b + 
C 2 Senhnirx/b para alguna eleccibn de constantes Ci, c 2 , pero la condicibn inicial 
X(0) = 0 implica C! = 0.) Se concluye, por tanto, que 

u n (x,y) -senh- y- sens- 
es una solucibn de (3) para todo entero positivo n. 


Segundo paso: La funcibn 


QO 

/ \ v niTx m y 

u(x,y)<= 2j c /« senh ~ sen ~ 

/I- I 

es (formalmente) una solucibn de (3) para cualquier eleccibn de constantes c t , c 2 

Su valor en x = a es 


u(a,y )- 2 c„senh^sen^. 

/t- 1 

Por lo tanto, se debe elegir las constantes c„, de modo que 

f(y) m 2c fl senh^sen^, 0 <y<b. 

n -» 1 


Dicho de otro modo, hay que desarrollar / en una serie de Fourier de senos en el 
intervalo 0 < y < b. Esa es precisamente la situacibn que se describe en el Teorema 
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3 de \a Section 5.5, y se contiuye, pot \o tanto, que 

2 /** 

c n“ T — Tnia' I /(/)sen— 4-, n = l,2,.... 

bsenh^ 6 

b 

OBSERVAClON. Siempre se puede usar el metodo de separation de variables con objeto 
de resolver el problema de Dirichlet para un rectangulo R si u es igual a cero en tres 
de sus lados. Es posible resolver un problema de Dirichlet arbitrario para un rectangulo 
R dividiendolo en cuatro problemas donde u es igual a cero en tres lados de R (Ejerci- 
cios del 1 al 4). 


Ejemplo 2 Hallar una funcion u(x, y) que satisfaga la ecuacion de Laplace en el 
rectangulo 0 < x < a, 0 < y < by que satisfaga tambien las condiciones a la frontera 

u K (x,0)«0, Uy(x,b) = 0 

^(OoO-O, u x (a,y)~f(y) 1 


u x ~f(y) 

1 ►JC 

1 ^ = 0 a 

SoluciCn. El problema se resolvera en dos pasos. Primero, se encontraran funcio- 
nes u n (x , y) = X„(x)Y n (y) que satisfacen el problema de valores a la frontera 

Uxx + Uyy^O; «,(.*, 0) = 0, «,(*,/>)=(), y M*(0,y)=0. (8) 

Despues, se hallaran constantes c„ tales que la combination lineal u(x, y) = 
c„u„(x, y) satisface la condition a la frontera u x (a, y) = f(y). 


b 

u =0 


Primer paso: Hagase u(x, y) = X(x)Y(y). Entonces, al igual que en el Ejemplo 1, setiene 



para alguna constante X. Las condiciones a la frontera 

0 - Uy (x, 0) = X (x) r ( 0), 0=*u y (x,b)=‘X(x) Y\b), 

0 -u x (0,y)-X'(0)Y(y) 


implican que 


r(0)=»0, Y'(b)=0 y *'(0) = 0. 


Por lo tanto, u(x, y) = X(x) Y(y) es una solution de (8) si 

y'+xr-o; y'(o)-o, y'(&)«o 


( 9 ) 
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X" — AA" = 0; A"(0) = 0. (10) 

En este momento, la constante X es arbitraria. Sin embargo, el problema de valores 
a la frontera (9) tiene una solucion no trivial Y(y) solamente si X = X„ = n 2 ir 2 /b 2 , 
n = 0, 1,2, . . ., y en tal caso, 

Y(y)= Y n (y) = cos rnry/b. 

La ecuacion (10) implica, a su vez, que X(x) es proporcional a cosh mrx/b. (La ecua- 
cion diferencial X" - n 2 ir 2 X/b 2 = 0 implica que X(x) = c { coshnirx/b + 
c 2 senh mrx/b para alguna eleccion de constantes Cj y c 2 y la condicion de frontera 
A"(0) = 0 implica que c 2 es igual a cero.) Se concluye, por lo tanto, que 

/x , fiTfx n7r y 

u n \ x *y) = cosh cos ~y 

es una solucion de (8) para todo entero no negativo n. 

Segundo paso: La funcion 


u(x,y)= y + 2 cosh cos 


nvy 

b 


es (formalmente) una solucion de ( 8 ) para toda eleccion de constantes c 0 , c,, c : , 
El valor de u x enx = a es 


oo 

", (a,y)= 2 

n = 1 


T\Tt 

b 


i nun 

c„senh— — cos 
b 


wry 

~Y 


Por lo tanto, se deben elegir las constantes Cj, c 2 , ... de modo que 


0<y<b. (II) 

* = 1 

Ahora bien, el Teorema 3 de la Seccion 5.5 establece que se puede desarrollar f(y) 
en serie de cosenos 


S(y) = j;f 0 f(y) d y+l 


2 




( 12 ) 


en el intervalo 0 < y < b. Sin embargo, no es posible igualar los coeficientes en ( 1 1 ) 
y (12), ya que la serie (11) no tiene termino constante. Por lo tanto, la condicion 


f b /(y)dy=0 

J o 

es necesaria para que el problema de Neumann tenga una solucion. Si es ese el caso, 
se tiene entonces 

2 c b t , s m y ± 

c *= Tma fWcos-^-dy, n>l. 

mrsenh— 7 — •'o 0 
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Notese por ultimo que c 0 permanece sin restriction, por lo cual la solucion u{x, y) esta 
determinada solamente salvo en el caso de una constante aditiva. Esta es una propiedad 
de todos los problemas de Neumann. 

ejercicios 

Resuelva cada uno de los siguientes problemas de Dirichlet. 

j n xjc + == 0 u(x,0) = 0, u(x,b) = 0 

’ 0 <x<a, 0<y<b’ u(a,y) = 0, w(0 ,y) =/(>') 

2 ^ + . «(0,y) = 0, u{a,y) = 0 

0<x<a, 0 <y<b’ w(x,0) = 0, u(x,b)=f(x) 

OBSERVACION. Este problema se puede resolver por el camino largo, es decir, por 
medio de separation de variables, o bien intentando algo mas inteligente como inter- 
cambiar * y v, y usar el resultado del Ejempio 1 del texto. 

3 Uxx + Uy y = 0 . w(0,jx) = 0, u(a,y) = 0 

0 <x<a, 0< < y < b ’ u(x,b) = 0, u(x,0)=f(x) 

4 u xx + Uy y = 0 w(x,0)=/(x), u{x y b) = g(x) 

0 <x<a, 0<y<b' u(0,y) = h(y), u(a,y) = k(y) 

Sugerencia: Escribase u(x, y) como la suma de 4 funciones, cada una de las cuales 
es igual a cero en tres lados del rectangulo. 

5 u xx + Uy y = 0 u(x,0) = 0, u(x,b)~ 1 

0 <x<a y 0 <y<b' w(0,y) = 0, u(a,y) = \ 

^ u xx + Uyy~ 0 u{x y b) = 0, u(x,0)=I 

0 <x<a, 0 <y<b' u(0,y) = 0, u(a,y)= 1 

7 U xx + Uyy = 0 . w(x,0)=l, *(*,£)= 1 

O<jc< 0 , 0<>'<6’ w(0,^) = 0, u(a,y) = 1 

g ^ + 1 /^ = 0 w(x,0) = l, u(x y b) = 1 

0<;c<a, 0 <y<b' u(0 f y)~ 1, w(a,.y)-l 

Observaci6n. iReflexione antes! 

9. Resuelva el problema de valores a la frontera 

+ ^ = w u(>,0) = 0, «(x, 1) = 0 

0<x<l, Ocj'd’ w (o^)*o, u(\,y)=y 

10. (a) i,Para que funciones f(y) es posible encontrar una solucion u(x, y) del siguiente 
problema de Neumann. 

u xx + Uyy = 0 _ U ^(t»>’) = 0, U x (0,y)=f(y) 

0<x< 1, 0<y<l’ u„(x > 0) = 0 > Uy(x, l)=0 
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(b) Resuelva el problema si f{y) - sen2iry. 

11. La ecuacibn de Laplace en tres dimensiones es 

Suponiendo que u = X(x)Y( y)Z(z), obtenga tres ecuaciones diferenciales ordina- 
rias que se satisfagan con X, Y y Z. 



Apendice A 


Observaciones acerca de las funciones de 

VARIAS VARIABLES 


1. Una funcidn f(x, y) es continua en el punto (x 0 , y 0 ) si para toda e > 0 existe 
5(e), tal que 

l/M-/(Wo)l<« S' k~-«ol + l> , -^ol<5(e). 

2. La derivada parcial de/(x, y) con respecto a x es la derivada ordinaria de / con 
respecto a x, suponiendo que y es constante. Dicho de otro modo 

9 /(-Wo) „ f(x 0 +h,y 0 )-/(x 0 ,y 0 ) 


3. (a) Se dice que una funcion/(.xj x n ) es diferenciable si 


9 / 3 / 

/(jCj + AjC(, • x n + Ax„) — /(Xf,. . . , x„) m 0^ Aacj + . .. + 0 ^ Ajc„ + e 


donde e/[| AX|| + ... + |Ax,,|] tiende a cero, cuando | Ajcj | + ... + |Ax„| tiende 
tambien a cero. (b) Una funcion f(x t , . . ., x„) es diferenciable en una region R si 
f d f 

, . . . , -r*— son continuas en R. 

°x | ax„ 
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4. Sean/ = f(x x n ) y xj = = 1, Si/y g son dife- 

renciables, entonces 

= f 

“l 9 *, 9 >'* ' 

Esta es la regia de la cadena para la derivation (o diferenciacion) parcial. 

5. Si las derivadas parciales de orden 2 de/ son continuas en una region R, enton- 
ces 


97 97 


dxjdx k dx k dxj 


j,k— 


6. El termino general del desarrollo en serie de Taylor de/alrededor de X\ — X \ , 


• • • » x n — x n es 


j 9A + -^/( x o..., x O) 


; I ; f 
J l * * * 'J n * 







Apendice B 


SlICESIONES Y SERIES 


1. Se dice que una sucesion* de terminos numericos a n > n = 1,2, ... converge 
al limite a si los terminos a n se acercan cada vez mai a a , cuando a? tiende a infinito. 
Dicho de otra manera, la sucesion (a n ) converge a a si para toda e > 0 existe N(e) 
tal que 

\a-a n \<e if n> N (e). 


teorema i. S/ a n -* a y b n -* b, entonees a n ± b„ a ± b. 


DEMOSTRACION. Sea e > 0 un dato. Eli'jase N { (e), N 2 (e) tales que 

para n > N x (e), y \b- b n \ <|- para n > N 2 (e). 

Sea A^(e) = max {N l (e),N 2 (e)}. Entonees, para n > ^(e), se cumple 

W„±b n -{a±b)\<\a n -a\ + \b n -b\<^ + ^=E. □ 


TEOREMA 2. Supongase que a n + ( > a n , y que existe un niimero K tal que 
|tf„| < K para toda n. Entonees la sucesion (a n ) tiene un limite. 
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DEMOSTRACION. Es la misma que la demostracion del Lema 1 de la Seccibn 4.8. 

4. Se dice que la serie infinita <7, + a 2 + ■■■ = 2 a * converge si la sucesibn de 
sumas parciales 

j,-a„ j 2 = a, + a 2> ..., + + ... + 

tiene un limite. 

5. La suma y la diferencia de dos series convergentes es tambien convergente. Este 
hecho es una consecuencia inmediata del Teorema 1. 

6 . 

TEOREMA 3. Sea a„ > 0. La serie 2 a n converge si hay un niimero K tal 
que a\ + . . . + a n 5 K para toda n. 

DEMOSTRACION. La sucesion de sumas parciales s„ = a x + . . . + a„ satisface 
j„ + 1 > s„. Dado que s„ < K, se concluye del Teorema 2 que2 a « converge. 

7. 

TEOREMA 4. La serie 2 a n converge si existe un niimero K tal que \a\ | + 

... + \a n \ ^ K para toda n. 


DEMOSTRACION. Por el Teorema 3, 2l fl «l converge. Sea b„ = a n + \a„\. Clara- 
mente, 0 < b n < 2\a n \. Asi que, 2 b„ tambien converge. Esto implica de inmediato 
que tambien la serie, 




converge. 

8 . 

TEOREMA 5. (Criterio de Cauchy de la razdn.) Supongase que la sucesidn 
\a nJrX /a„\ tiene un limite X. Entonces la serie 2 a„ converge si\ < 1 ,y diver- 
ge si X > 1 . 


DEMOSTRACION. Supbngase que X < 1 Entonces existe p < 1, y un indice N, tal 
que |a„ + || ^ p|< 7 „| para n >; N. Esto implica que £ P p \<*n\- Por 1° tanto, 

s+K |aJ 

2 W<0+P + --- + P*)kl < Tri’ 

n-N P 

y a n converge. 


* (N. del R.) El t£rmino :ucesidn corresponde tambi6n a progresidn , aunque este ultimo suele usarse linicamcnte para 
designar las sucesiones llamadas aritmttica y geomtlrica. 
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Si X > 1, entonces |a/v+pl 2: P p Wn\> con p > 1. Asi pues, \a n \ -* °° cuando n -* 
<x>. Pero \a n \ debe tender a cero converge a s, ya que 

k + i! - k+ 1 “ s» I < k+ 1 “ s\ + k ~ s\ 

y estas dos cantidades tienden a cero cuando n tiende a infinito. Asi pues, 2 diverge. 



Apendice C 


IntroducciOn al lenguaje apl 


Este apendice es una breve introduccion al lenguaje de programacion APL y contiene 
toda la informacion requerida para resolver ios problemas numericos del texto. 

En APL el programador se comunica con la computadora por medio de una termi- 
nal. Las instrucciones se ingresan mediante un teclado (maquina de escribir electrica) 
y son transmitidas (usualmente a traves de lineas telefonicas) hasta la computadora. 
De manera similar, la computadora contesta controlando la maquina de escribir para 
hacerla presentar su respuesta. En la Figura 1 se muestra un croquis del teclado para 
APL. Para ingresar el sfmbolo superior de una tecla cualquiera, como el simbolo V 
situado sobre la G, pulsese la tecla deseada al mismo tiempo que la tecla ‘'shift” . 

La mayon'a de los lenguajes de programacion son muy faciles de aprender. Elio 
se debe a que una computadora es de naturaleza esencialmente muy simple. Las unicas 
operaciones matematicas que puede realizar una computadora son adicion, sustraccion, 
multiplicacion y division. El poder real de una computadora reside en su aptitud de 
realizar millones de operaciones en cuestion de segundos. 

Los procedimientos para inicializar y terminar la sesion de trabajo con la computa- 
dora son muy simples, pero usualmente difieren de una instalacion a otra. Es por ello 
que aqui se omitiran tales instrucciones. Se empezara con las instrucciones para la adi- 
cion, sustraccion, multiplicacion y division. 

( 1 ) Adicion. Para sumar los numeros 3 y 4 se teciea 3 + 4 y se presiona luego la 
tecla “return”. Al oprimir esta tecla se indica a la computadora que la instruccion esta 
completa. Mientras la computadora realiza las instrucciones se queda en bloqueo el tecla- 


512 




Apendice • C 


5*3 


do. En una fraction de segundo (a no ser que mucho personal este utilizando la compu- 
tadora al mismo tiempo) la maquina escribira 7. 

(2) Sustraccion. Para restar el numero 4 del numero 3 se teclea 3 - 4. La compu- 
tadora respondera con “1. 


TAB 


LOCK 


< 

3 


£ 

4 


6 


> 

7 
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8 
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9 


A 

0 
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Q 


u? 

w 
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R 


T 

Y 


4 

U 


o 

o 


a 

A 


r 
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L 

D 


V 
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A 

H 


□ 

L 


SHIFT 


FlGURA 1. Teclado para APL 


BACK 

SPACE 



1 


D 

n 

u 

1 

T 

1 

— 

HP|§ 

nn 

■ 

1 


X 

c 

V 

B 

N 

M 

■ 

■ 


u 


RETURN 


SHIFT 


INT 


ON 


OFF 


Observacion. El signo “menos” que denota la operation de restar es el signo 
“menos” que se encuentra arriba del signo “mas” en el teclado de APL. El signo 
“menos” que escribe la computadora es el signo “mencs” que se halla arriba del 2. 
Dicho signo denota numeros negativos. Por ejemplo, la instruction “2 + 1 hace que 
la computadora sume los numeros -2 y 1 . 

(3) Multiplication. Para multiplicar los numeros 12 y 6, se teclea 12 x 6. La com- 
putadora respondera con 72. 

(4) Division. Para dividir el numero 6 entre el 12, se teclea 6 + 12. La computa- 
dora respondera con 0.5. 

Observacion. Tambien se puede emplear el si'mbolo + para determinar el recipro- 
co de un numero. Para hallar el retiproco de 6 se teclea + 6 . Supongamos que se teclea 
la instruction 3 + + 6. La computadora analiza la position inmediatamente a la izquier- 
da del signo de division ( + ). Dado que la computadora no encuentra un numero en 
dicha position (es decir, halla el + , que indica una operation) toma entonces el reci- 
proco de 6 y lo suma al 3. De modo que el resultado de la instruction es 3.16666667. 

Exponentiation (o potentiation). La computadora puede, mediante una sencilla ins- 
truction, potenciar o elevar un numero a cualquier exponente. Para encontrar el valor 
de (3. 14) 1/4 se teclea 3.14 * 0.25 (O BIEN 3.14 * + 4). 

Observacion. La operation de exponenciar no es una de las cuatro operaciones 
matematicas que puede realizar la computadora. Sin embargo, hay metodos numericos 
muy elegantes y eficientes para calcular la potencia de un numero dado, los cuales nece- 
sitan solamente de las cuatro operaciones basicas (Secciones 1 . 1 1 y 1 . 1 1 . 1 ). En la com- 
putadora se halla un archivo con la totalidad de las instrucciones de uno de tales meto- 
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dos. A1 dar la instruccion para exponenciar, la computadora corre dicho paquete de 
instrucciones previamente almacenado. 

Notation exponential de los numeros . A la computadora se le puede dar un numero 
en cualquiera de dos formas. La primera es la forma decimal ordinaria, o sea, 3.14. 
Otra manera de hacerlo, que se usa con frecuencia para numeros que son muy grandes, 
o bien muy pequenos, es la forma en notacion exponencial. Aqui se factoriza con una 
potencia de 10 un numero dado. Por ejemplo, el numero de Avogadro (el numero de 
moleculas en un mol de cualquier sustancia) es 6.02 x 10 23 . A la computadora se le 
puede dar dicho numero en la forma 6.02 £23. En forma mas general, denotense por 
ay n dos numeros fijos, siendo n un entero. La instruccion aEn significa lo siguiente: 
multiplicar a por 10". Por ejemplo, 

3.2£ ” 5 = 3.2x 10 _5 = 0.000032 

y 

- 1.732E2- - 1.732 X 10 2 = - 173.2. 

La computadora hara imprimir los resultados de los calculos en cualquiera de las 
dos formas, decimal o exponencial. (El autor todavfa tiene que reflexionar acerca de 
cual de las dos formas usara la computadora para un numero dado.) 

Expresiones compuestas. En APL es posible incluir varias operaciones en la misma ins- 
truccion. Por ejemplo, puede indicarse a la computadora que multiplique los numeros 
3 y 4, que divida 6 entre 2, y sume los dos resultados. En aritmetica usual, dicha expre- 
sion se escribiria como 3 x4 + 6 + 2 ( = 15). Sin embargo, es necesario recordar siem- 
pre que la computadora es “judia”: lee de derecha a izquierda. De modo que cuando 
la computadora recibe la instruccion 

3 x 4 + 6 r 2 

divide primero 6 entre 2 y obtiene 3. Despues suma 4 y 3 para obtener 7. Por ultimo, 
multiplica 7 por 3 para tener como resultado 21. La mejor manera de garatizar que 
la computadora haga los calculos correctos es usar parentesis. Asf pues, la manera correc- 
ta de escribir la instruccion anterior es (3 x 4) + 6 t 2. Esta instruccion indica a la 
computadora que realice lo siguiente (i) dividir 6 entre 2; (ii) multiplicar 3 por 4; y, por 
ultimo, (iii) sumar ambos resultados. Ahora otro ejemplo, supongase que se desea que 
la computadora evalue la expresion 

h — • (i) 

l+(3.2) +6 ,/3 

Tal cosa se logra tecleando la instruccion 

2 + 1 +(3.2* 2) + 6* +3 

A1 recibir tal instruccion la computadora (i) extrae la rafz cubica de 6; (ii) eleva el numero 
3.2 al cuadrado, y lo suma a 6 /j ; (iii) suma 1 a dicho resultado; y, por ultimo, divide 
entre 2 el numero resultante. 

Identificadores . Hay muchos casos en los que se desea que la computadora almacene 
un numero dado, o bien el resultado de algun calculo. Por ejemplo, podria ocurrir que 
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el resultado de un calculo se necesitara mas tarde. Sin embargo, la computadora no 
almacena nada a menos que se la indique especificamente. En APL (y tambien en otros 
lenguajes de programacion) se logra que la computadora guarde un numero dado median- 
te la ingeniosa idea de asignarle un nombre, o identificador . Dicho nombre debe empe- 
zar con una letra del alfabeto y contener solamente letras y numeros. Por ejemplo, es 
posible almacenar el resultado del calculo (3.2) 2 + 6 /j tecleando la instruccion 
R (3.2 * 2) + 6 * t 3. Esta instruccion tiene como consecuencia que la computa- 
dora almacene el resultado del calculo en la ubicacion o direccion R . Dicho de otro 
modo, la direccion R es la manera como la computadora identifica donde almaceno 
el numero. Notese tambien que ahora la expresion compuesta (1) puede ser calcula- 
da mediante la instruccion sencilla Z 2 4* 1 + R. A1 recibir esta instruccion, la 
computadora busca en la direccion R y ve que numero esta almacenado en ella. Des- 
pues, suma uno a dicho numero; divide entre 2 el numero resultante, y almacena este 
ultimo en la ubicacion Z. Si se desea conocer el resultado del calculo, se teclea Z. Esta 
instruccion indica a la computadora que imprima el numero que esta almacenado en 
la direccion Z. 

OBSERVACI6N 1. Es importante entender lo que ocurre exactamente cuando se asig- 
na un identificador a un numero. La instruccion R R + 1 es perfectamente razona- 
ble en APL, en tanto que la ecuacion R = R + 1 matematicamente no tiene sentido. 
La instruccion R R + 1 indica a la computadora que sume uno al numero almace- 
nado en la direccion R y guarde la suma en la misma ubicacion. (Por supuesto que en 
este proceso se borra el numero originalmente almacenado en R.) Si A es un identifica- 
dor, y se emplea la frase “A es igual a cuatro”, entonces lo que realmente se quiere 
decir es que el numero almacenado en la direccion A es cuatro. 

OBSERVACI6N 2. Si se teclea la instruccion Z A + 3 sin haber definido A (es decir, 
sin haber almacenado nada en la direccion A) entonces la computadora respondera con 
el mensaje de error VALUE ERROR (error en un valor) y escribira un signo (A) bajo la A . 


OBSERVACION 3. Si se teclea la instruccion 1 -f 3 - A y v4 es 3, entonces la com^u- 
tadora respondera con el mensaje de error DOMAIN ERROR (error en un dominion 
Tambien se obtendra el mismo mensaje de error si se teclea RAD B * 0.5, y B es 
negativo. 

Funciones que ya estan almacenadas en la computadora . En las aplicaciones aparecen 
con tanta frecuencia las funciones sen*, cos*, tan*, e x , In*, etc., que las instruccio- 
nes para calcularlas (es decir, las instrucciones para reducir su evaluation a adiciones, 
multiplicaciones, sustracciones y divisiones) ya estan almacenadas en la computadora. 

1. Las instrucciones para calcular sen*, cos* y tan* son lOX, 20X y 30X, res- 
pectivamente. El si'mbolo de ciTculo que precede a la letra X es el que se encuentra arri- 
ba de la letra O en el teclado de APL. 

2. Las instrucciones para calcular arc sen*, arc cos * y arc tan* son "lOX, "20X 
y "30X, respect ivamente. 

3. La instruccion OX indica a la computadora que multiplique el numero X por 
7r. Asf pues, la instruccion A 200X * 2 hace que la computadora evalue cos irx 2 y 
almacene el resultado bajo el nombre A . 
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4. La instruction para calcuiar e x es *X. Asi pues, la instruction 1 0*X indica a 
la computadora que evalue sen e x . 

5. La instruccion para calcuiar \nx es 0 X. El simbolo que precede a X es un sim- 
bolo compuesto. Hay dos maneras de teclearlo: una es pulsando primero O, luego “back- 
space” (espacio) y, por ultimo, *; la otra es teclear primero *, luego “backspace” y, 
por ultimo, O. 

6. La instruccion | X indica a la computadora que tome el valor absoluto del nume- 
ro x. 

7. La instruccion !N indica a la computadora que calcule factorial N, o sea TV!. 
El simbolo ! se forma remarcando la comilla (o apostrofo) y el punto. 

8. La funcion signo, sgnx, en matematicas tiene el valor 1 si x es positiva, -1 si 
x es negativa, y bien 0 si x es nula. APL usa el signo de multiplication para denotar 
esta funcion. Asi pues, si se teclea la instruccion x 127.6, la computadora respondera 
con 1; y si se teclea la instruccion x “332.9, la computadora respondera con "1. 

Correction de errores de tecleo. Si se descubre un error de tecleo antes de enviar una 
instruccion (es decir, antes de pulsar la tecla “enter”) entonces es posible regresar al 
primer simbolo incorrecto con al tecla “backspace” y presionar luego ia tecla ATTN 
o bien la INT. (Todo teclado de APL tiene una tecla ATTN, o bien una INT.) La res- 
puesta de la computadora sera una marca de “paloma” (V) abajo del caracter para 
indicar que este y los que estan a su derecha fueron borrados. Despues se completa la 
instruccion como debia haber sido tecleada. 

Vectores. Una de las caracteristicas mas utiles del APL es la forma tan elegante de mane- 
jar los vectores expresados como sucesiones de numeros. La sucesion 1, 3, 9, 16 se pue- 
de almacenar en una sola direction como un vector con cuatro componentes mediante 
la instruccion A 1 3 9 16. Esta instruccion indica a la computadora que almacene 
los numeros 1, 3, 9 y 16 en la direction A. El numero 1 se identifica por A[\)\ l 3, por 
A[2\\ el 9, por A[3], y el 16, por >4 [4]. Si se teclea 1a instruccion A[3], entonces la com- 
putadora respondera con 9. 

Supongase ahora que A y B son dos vectores de la misma magnitud. La instruc- 
cion C +- A + B indica a la computadora que sume los terminos correspondientes de 
A y B,y que almacene el vector resultante en la direction C. La instruccion +/A indica 
a la computadora que sume todos los elementos de A. Asi pues, si se desea sumar los 
numeros 3.2, 7, 16, 32.4, 1.8, se podria dar la instruction A 3.2 7 16 32.4 1 .8 seguida 
de + /A. 

Advertencia. Si la computadora ignora que A es un vector (es decir, si alguien olvi- 
do indicarselo) y se teclea la instruccion A[3], entonces la computadora respondera con 
un mensaje de error, ya que A [3] no es un identificador valido. 

En algunos casos se desea definir un vector de magnitud iVen el cual cada elemento 
esta definido recurrentemente. De modo que A[2] se calcula en terminos de A[\], luego 
A [3] se calcula en terminos deA[2), y asi sucesivamente. Sin embargo, si se teclea A[1] 
o A[2], la computadora respondera con un mensaje de error, ya que aun no sabe que 
A[l], ...» A[N] son las componentes de un vector A de magnitud N. Este problema 
se resuelve tecleando primero la instruccion A - NpO. Tal instruction tiene el efecto 
de almacenar el vector 0 0. . .0 (N veces) en la direction A. Entonces se puede definir 
A[\]y con lo cual el nuevo valor remplazara al valor de 0 como primer elemento de A. 
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Asi que es posible evaluar A [2] , A [3] .4 [A/] recurrentemente. Por ejemplo, la suce- 

sion de instrucciones 


A«— 4p0 
A[1 ]«— 1.5 
A[2]<— A[ 1 ] * 1 .6 
A[ 3 ] « — A[ 2 ] *1.7 
A [ 4 ] < — A [ 3 ] * 1.8 


hacen que la computadora almacene el vector 

1.5, 1.5 1 ' 6 , 1.5 1 6 ,1.5 


1.6 


1.7 


1.8 


en la direction A. 

En este contexto, la instruccion A --,X tambien es muy util. Dicha instruccion hace 
que el numero X sea identificado como un vector con solo una componente. De manera 
similar, sean A y B dos vectores de magnitudes / y m, respectivamente. La instruccion 
C ■*- A,B indica a la computadora que forme el vector C de dimension / + m cuyas 
primeras /componentes son los elementos de A, y cuyos restantes m componentes son 
los elementos de B. 


Expresiones logicas. Una computadora digital tambien puede comparar dos numeros 
para ver cual de ellos es mayor. Para saber si x es mayor que o igual a y se teclea X > 
y. Si x es mayor que o igual a y, es decir, si la expresion X > Y es verdadera, entonces 
la computadora respondera con 1. Si .v es menor que y, es decir, si la expresion X > 

Y es falsa, entonces la computadora respondera con 0. Una de las caracteristicas pode- 
rosas del APL es que es posible incluir expresiones logicas X > Y, X < Y, X < Y, X = 

Y y X + Y en cualquier instruccion en APL. Por ejemplo, supongase que B = 3 y 
C = 5, y se teclea la instruccion 1 + *B > C. La computadora respondera con 2, ya 
que el valor de B > C es 0 y e° = 1. 

Caracteres. La computadora puede imprimir y almacenar mensajes. Una manera de 
lograr esto es poner entre comillas el mensaje que hay que imprimir, y asignarlo a un 
identificador. Por ejemplo, la sucesion de instrucciones 

A •‘-‘MARTIN BRAUN IS A GREAT GUY.’ 

A 


hace que la computadora imprima el mensaje 

MARTIN BRAUN ES UN GRAN TIPO. 

Supongase ahora que tanto T como Y son vectores de magnitud N que estan alma- 
cenados en la computadora. Para efectos de comparacion podria desearse imprimir los 
vectores T y Y en columnas adyacentes. Esto se logra tecleando la instruccion 
0(2, pY)pT, Y. El simbolo 0 se obtiene superponiendo los simbolos Oy\. 
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OBSERVACI6N. Si se teclea la instruccion T seguida de la instruccion Y, entonces la 
computadora imprimira horizontalmente todos los componentes de Ty Y. En caso nece- 
sario, utilizara mas de un renglon. No es necesario mencionar que sera practicamente 
imposible hacer coincidir las componentes de T con las componentes de Y si N es muy 
grande. 

Programas en APL. En muchos casos se desea que la computadora siga una sucesion 
de instrucciones para un valor dado de un parametro y que despues repita la misma 
sucesion de instrucciones para muchos otros valores del parametro. Por ejemplo, se 
podn'a tener que resolver el problema de valor inicial dy/dt = f(t, y), y{t 0 ) = yo para 
muchos valores distintos de>» 0 . No es necesario mencionar que no es deseable estar dan- 
do las mismas instrucciones una y otra vez cuando se cambia el valor del parametro. 
En vez de eso, es conveniente almacenar las instrucciones de modo permanente en la 
computadora. Asi, cada vez que se cambiara el valor del parametro, simplemente se 
le informaria el cambio a la computadora y se le indicaria seguir el conjunto de instruc- 
ciones que se dio. Tal cosa se logra definiendo un programa. 


DEFINICION. Un programa es una sucesion de instrucciones dadas a la com- 
putadora y almacenadas en ella para ser ejecutadas como un todo. 

I. Definition de un programa. 

1 . Se initia la definicion del programa tecleando el simbolo V seguido de una pala- 
bra, la cual sera el nombre del programa. Las reglas que rigen los nombres de los pro- 
gramas son las mismas que las de los identificadores. Por ejemplo, el programa Euler 
se inicia tecleando V EULER. 

2. La computadora responde con [1] y espera a que sea tecleada la primera instruc- 
cion. Despues de cada instruccion ingresada, la computadora responde con el numero 
de la siguiente instruccion y espera a que sea tecleada. 

3. Se termina la definicion de un programa ingresando el simbolo V inmediata- 
mente despues de teclear la ultima instruccidn. 

II. Ejecucion de un programa. 

1. Teclear el nombre de un programa tiene como efecto que la computadora ejecu- 
te las instrucciones del programa en una secuencia que se inicia con [1]. 

2. Es posible interrumpir en cualquier momento la ejecucion de un programa pul- 
sando la tecla INT (o bien la ATTN). 

III. Bifurcacidn en un programa. 

1 . Salvo una excepcion, todos los enunciados de un programa son instrucciones 
de especificacion. Es decir, son instrucciones que realizan operaciones matematicas, asig- 
nan identificadores a numeros, o bien imprimen datos. La unica excepcidn es la ins- 
truccion de bifurcacidn -*N, donde N es un entero o una expresion en APL que tiene 
un valor entero. Dicha instruccion ordena a la computadora continuar con la instruc- 
cion N. Por ejemplo, la instruccion [1 5]~*4 indica a la computadora que continue con 
la instruccion 4 una vez que haya alcanzado la instruccion 15. 

2. Es una convention que la ejecucion de un programa termine si N = 0. 
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3. En muchos casos se desea que la computadora realice r&pidamente una cierta 
operacion, un numero especificado de veces. La manera de controlar cuantas veces ha 
de ejecutarse la operacion es mediante un contador, es decir, un identificador que se 
incrementa en uno cada vez que se realiza la operacion. Esta tecnica se conoce como 
ticlization (“looping”)- Por ejemplo, denotese al contador por / y sea N el numero 
total de veces que se desea realizar la operacion dada. Supongase ademas que las ins- 
trucciones para ejecutar dicha operacion estan especificadas en las instrucciones [6j a 
[8]. Entonces la novena instruccion seria [9] I-*- 1 + 1, y la decima instruccion seria 

[10] -»6 X N > I 

Si /Va /, entonces 6 x N > / da como resultado 6, y se lleva a cabo una bifurcation 
en la instruccion [6]. Si N < /, entonces 6 x jV => /da como resultado 0, y el progra- 
ms termina. Otra option para la instruccion decima podriaser [10]-* 6 x iN > /. Este 
enunciado tiene como efecto que la computadora bifurque la instruccion [6] si N > 
I, o bien la siguiente instruccion (en este caso la (1 1]) si N < I. Supongase por ejemplo 
que se desea evaluar c 1000 , donde a l00 o esta definida recurrentemente a traves de las 
ecuaciones 


+ 2 ^ 1 2 * 

Lo anterior se puede lograr definiendo el siguiente programs. 

V EVALUAR 

[1] A«-1 OOOpO 

[2] A[1j«-0.5 

[3] l«-1 

[4] A(l + 1 ]«-A[l] — 0.5 X A(l] * 2 

[5] L-l + 1 

[6] -»4 X tl < 999 

[7] A(1000] V 

Al teclear el nombre del programa EVALUAR se hace que la computadora ejecute la 
sucesion de instrucciones e imprima el valor de u 10 oo- 

IV . Edition (redaction) de un programa 

1. La instruccion V EULER (□] V indica a la computadora que imprima el pro- 
grama Euler. Es una practica recomendable de programacion teclear esta instruccidn 
inmediatamente despues de terminar la definicion de un programa. 

2. Para cambiar la instruccion Ne n un programa Uamado Euler despues de haber 
terminado su definicion, es necesario ingresar V EULER [N] seguido de la instruccidn 
corregida y de V . 

ObservaciGn muy importante. Es posible que la ejecucion de un programa se 
detenga antes de haber sido completada y sin un mensaje de error. (Un caso frecuente 
de tal situacion es cuando aparece un identificador no definido.) Si tal cosa ocurre, se 
teclea de inmediato una flecha hacia la derecha De otro modo, la computadora seguiri 
tratando de ejecutar el programa y no sera posible corregirlo. 
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EJEMPLO 1 Se desea evaluar la expresion / < e‘ 2 dt para muchos valores de a:. Esto 

J o 

se puede efectuar de la siguiente manera. Elfjase n, un niimero entero grande, y hagase 
h = x/n. Entonces la suma de Riemann 


n — 1 n — 1 

h 2 6^ = h 2) 6^^ 


es una buena aproximacion de la integral para h pequena. El siguiente pro- 

grama evalua esta suma de Riemann 0 


V INTEGRAL 

[1] H<— X -+■ N 

[2] SUM<-0 

[3] J<-0 

[4] SUM<-SUM + * (J X H) * 2 

[5] J 4 -J + I 

[6] — >4 X t J < N — 1 

[7] SUM<-H XSUM V. 


EJEMPLO 2 Un matematico famoso que asistia a una reunion de verano de la Ame- 
rican Mathematical Society fue arrollado por un conductor descuidado que se dio a la 
fuga. A1 llegar la policia al lugar de los hechos, yacfa el agonizante en la calle. Cuando 
le preguntaron si se habfa fijado en el numero de matrfcula del vehfculo, el matematico 
contesto que “no”, pero expreso que “la matrfcula contiene 3 numeros de dos dfgitos, 
los cuales a su vez corresponden las longitudes de los lados de un triangulo rectangu- 
lo”. La policia rapidamente investigo todas las matrfculas del estado compuestas por 
3 numeros de dos dfgitos. Introdujeron toda la informacion en una computadora bajo 
la variable de nombre A. Utilizo luego el siguiente programa para detectar a todos los 
posibles sospechosos. 

V PR6FUGO 

[1] SI «-( A[1 ] * 2) — (A[2] * 2) + A[3] * 2 

[2] S2«-( A[2] * 2) — (A[1 j * 2) + A[3] * 2 

[3] S3<— (A[3] * 2) — (A[1]*2)+A[2]*2 

[4] -»5 X (SI XS2XS3) = 0 

[5] ‘ESTE ES UN POSIBLE SOSPECHOSO.’ V 



Respuestas 
a los ejercicios 
de numero 
impar 


Capitulo 1 

Seccion 1.2 

l. y(t) = ce" xnl 3. >-(/)= 5. >>(/) = exp( - j/ 3 X j exp(j/ 3 )rf/ + c] 

c+ f (l + t 2 ) ,/2 (l + t 4 ) ,/4 dt 

7 - 77T — — 

(l + / 2 ) ,/2 (l + / 4 ) ,/4 

11. >(0=^5 — - 13. y(t) = e~‘ 2e+ [' e j ds 

1 J \ 1+J 

15. ^(0 = ( j + ^ + / + cj(l + i 2 )- ,/2 

21. Cada solution tiende a un Ii'mite distinto cuando / — 0. 

23. Todas las soluciones tienden a cero cuando t x/2. 

SECCION 1.3 

3- 127,328 5. (a) ^38(0 = ^238(0)2- ,0 ' , ' /4 - 5 ;(b) 0)2” 10 ”'/- 7( ” 

7. Aproximadamente 13 550 D.C. 

Secci6n 1.4 

1. >(/)=« j z ~ t 3. ^(/) = tan(/-j/ 2 + c) 5. y(t) - arc sen(c sen t) 

7.>-(0- 9 + 21 n|-^plj , — oo < 1 < oo 


17. y(i) m 


2(1 0 < /< 1 
2(e-l)e-‘, t> 1 


9. yiO — exp^ — J'V 1 + J 2 e~’dsj 
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9. ,y(f)=l — (4+2/+2f 2 +/ 3 ] 1/2 , — 2<f<oo 

■W<‘<'°' si a = b 


y(‘)= 


ab[ 


13. (b) >»(/)— —t y >>(/) = 


1 

k(b — a) 

ct 2 
1 — c/ 


ln^</<oo; 

, 2 _i 

15. L_i 


17.>>»»c 2 e 2V v>, — c 2 e 2V ^, f<0 19. t+ye l/y 

21. (b) |(b + cXa< + 6v) + a/i + 6m| = ^ < * + ' x "-^> 

23. (f+2^) 2 -(r+2^)=c-7< 


c 


SECCION 1.5 


3. a >0.4685 

7. (a) ^|«0.003/>—0.001/> 2 — 0.002; (b) p(/) = 
p(t)-+2 cuando <-»oo 


1,999,998 — 999,998g~ 000l< 
999,999 — 999, 998?~ 0001 ' ’ 


SECClON 1.6 


1. p{Q- 


Ne c "‘ 

N-\ + e cNl 


SECCION 1.7 

1. K(0-*=* 

7. K(r)=V322 




^( 64 . 4 ) 0 - 5 )/^ +1 

JV <64 4K '" 5)/V5 “ _ 1 


V322 


("£) 


+ 1 


V322 


Htf- 


9. (a) VP -VF 0 (b) 


m g 


,M * ) **“£T57 i(b)K,_V5S - 


SecciOn 1.8 

3. ^ n 2 5 - aftos. 5. 10V° 7. (a) c(/)“ 1— e _000, 'j (b) 1000 In ~ min. 

9. c( 0- i(l-^- 002 ')+ ^<-- 002 ' 11. 48% 

15. x 2 +y 2 = o- 17.>- 2 (ln>- 2 -l) = 2(c-Jc 2 ) 


13. xv — c 
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SECCION 1.9 
3. t 2 SQny + y 3 e* = c 


5. y tan / + sec / + y 2 « c 


7. >>(/) ■ 


-2/3 


9. >-(0 - - l 2 + V' 4 - (? - I) 11. /V + i(^ 2 ) = 10 


13. a* —2; >>(/)— ± 


/( 2 /- 1 ) 
2(1+- c/) 


1/2 


19. <7= !;>-(/) = arcsen[(c-f)e'] 


SECCION 1.10 


!■ y„{t) m r+ 2! + 3! + ‘ ‘ ' + /r! 

3 . y t (t)-e‘-\; y 2 (t)= t-e'+ * + * 

107 t f 2 f 3 t . ,.0 + ' 
3'j ( 0--4g- + 4 + y + j+2(l-0^ + j 

/2 

19. ^(O^seny 


(l + /)e*'_eJ. ** 

3 16 


Secci6n i.ii 

3. (a) 0< .Xo< 10 5.1.48982 7. (c) 0.73909 

Section 1.11. 1 

5. 0.61547 7. 0.22105 9. 1.2237 


SECCI6N 1.12 

1.3'.-(-7)' , -i[(-7y-l] 


3. (a) E„ < j(3" — 1); (b) E n <2(2"- 1) 


9. (a) a: = $25 1.75; (b) * = $289.50 


n-\ b: 

y,+ 2 ' 


7 . y 2 5 = 


25 


24 

1+^2' 


SECCION 1.13 

1. A=0.1,>-, o = 1; A =0.025, y^ = 1 
3. /i = 0.1,y lo =l; A = 0.025, >>40 «1 
5. A =0.1, >,0=1.80516901; A = 0.025, y w = 1.94633036 


Section 1.13.1 

1. E k < lh-( e */i-\) 3. < — - - + ^ + e I fe'A** 1 )-!] 


5. A< 


4(10~ 3 ) 
3(? 2- 1) 


SECC16N 1.14 

1- *-0.1, >- l0 =l; A = 0.025, >-40=1 3. A=0.I,^ I0 -1; A =0.025, >-40= 1 

5 * A=0.I,, l0 -2; A = 0.025, >-40 =2 
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RESPUESTAS A LOS EJERCOOS DE NUMERO IMPAR 


SECCION 1.15 

1. h =0.1, _y 10 =l; A = 0.025, yto— 1 3. A=0.1,^,o=l; A =0.025, >- 40 = 1 

5. A = 0. 1 , y l0 = 1 .98324929; A = 0.025, >-40 = 1 .99884368 

SECCIO.N 1.16 

1. A =0.1, ^| 0 = 1; A = 0.025,^40= 1 3. A = 0.1,.y lo = l; A = 0.025, 740 = I 

5. A = 0. 1, y l0 = 1 .99997769; A = 0.025, >-40 = 1 .9999999 

SECCIO.N 1.17 

1. 2.4103 3. 0.0506 5. 0.4388 


Capitulo 2 

Seccion 2.1 

1. (a) (4-3/)*'; (b) 3V3 tsenV3 /; (c) 2(4-3/)<?'+ 12V3 /senV3 /; 

(d) 2-3/ 2 ; (e) 5(2-3/ 2 ); (0 0; (g) 2-3/ 2 

5. (b) ( d )3'(0 = 2V7 

7. (a) — (b sen at sen bt -ha cos at cos bt); (b) 0; (c) (b- a)e (a + b)t ; (d) e 2 **; (e) t; (f) — be 2 ** 
13. W= y 


SECClOiN 2.2 

1. y(t) = c l e , + c 2 e~ l 3. >'(/) = e 3 ' /2 £c 1 e' /3,/2 + c 2 e - ' /3 ' /2 ] 

5. >>(0“ j(e 4 '+ 4 «?"') 7. > -(0=^y-e-' /2 [e 3V5 '/ 10 — e- 3V? '/ 10 ] 

9. K > — 3 ll.^(/) = c,/ + c 2 /< 5 


Seccion 2.2.1 
1. y(t) = e~^ 2 


V3 t V3 t 
c i cos — j — •“ c 2 sen— ^ — 


3.y(t)=*e t (c l cosV2t + c 2 stnV2t) 


S.y(t) = e ' /2 


cos 


V7 / 


V7/ 


sen _ 

VT 2 


9. >>(0 = « (,_2)/3 


VU(l-2) 4 VTT (f — 2) 

cos T — r sen = 

3 viT 3 


11 , y { (t)**coswt t y 2 ( O^senw/ 
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15 . vT+7 = 

V2 V2 L 

^7=^11 -^;^ = ±[VVT 

19. y(/)=_L C| C os^ 2 - ln/ + c 2 sen-^- In/ 
\fi 1 z 


1 +/VV2 +1 ], 


(VI 


Seccion 2.2.2 

1 .y(t)~(ci + c 2 t)e 3 ' 3. >■(/) = (! + j0<?-' /3 1. y(t) = 2{t-'n)e^-^ i 

11. y{t) - (c, + c 2 /)e' 2 13. y(t) = c,/ + c 2 (f 2 - 1) 15. y(t) = c,(/ + 1) + c 2 e 2 ' 

. c, + c 2 In/ 

17. >-(/) = c,( 1+3/) + c 2 ^ 3 ' 19. >-(/) = j— 


Seccion 2.3 

1. y(t)- c { + e 2 e 1{ + 1 2 3. y(t) ~ e' 2 + 2e l - 2e~ 1 ' 


Seccion 2.4 

1. >>(/) = (<:, + In cos/) cos / -f (c 2 + /)sen / 
3. >>(/)= c t e' /2 + [c 2 + 9 /- 2/ 2 + \t*]e r 
5. >'(/) = 73(2cos/-3sen/)e _r -^“ / + 


7. y(t) = f'Vs+l <?<'-'>]* 9. y(/) = c,/ 2 +y + 


11 . y(f)= V7 


c,+c 2 ln/ + f/V~s cosj[ln/-ln5]^ 


/ 2 In / 
3 


Seccion 2.5 

1 . V , ( 0 = ? 3 -2f-l 3.>(r)=r(i-i/+i/V' 5. m=je~' 

7. ^(O — 7 ^ /(sen 2/ - 2/cos2f] 9. <^(0= 5 + 77 ( cos 2,-4 sen 2t) 
u - ^(0= -^-(cosr + 7sen/) + ^i - |)^y- 13. >£(/) = f(e 2 '-e') 

15. <M0= -^cos3/+ j/serw 

17. (b) 4 ,( 1 ) = 0,005 + 32 ax) 0 1 8 ( * 5 sen 30/ ~ 20.000 cos 300 + y sen 10/ 
Seccion 2.6 

1. Amplitud periodo = 4 7 r, frecuencia =8 
7. «>/?. donde[l+(l-/3) 2 ]?- w =l(T 6 
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9. y(0~ 




+ je-*sen(t-iT) 11. ir/2 segundos 


Section 2.6.2 


3. 2(l)=-j^[ l-|cos500V3 +— ^-sen500V3 je 500 

.. 3 

Carga a regimen permanente = 250 000 


/ i r 2 y /2 

7 '"' W'TC') 


Secci6n 2.8 

oo (-1 ft 2 "*' 

1. y(t) = a 0 e ,/2 + a { ^ 3 . 5 . ( 2 ,, + i) 


3. y(t) = a 0 


[l+ 3,2 + 3,4 

3 1 6 3-3f 8 

3-3-5/ 10 

+ a,(/+4) 

2 2 2 4 -2! 

2*-3! 2*-4! 

2'°-5! + " 

V 3 / 


5. >-(/)= 2 (« + i)(/-i) 2 
«- 0 


7. y(t)~ 2[t+ 5 6 + 5 6 . , 0 . ii + 5-6- 10* 11-15 16 + " ' 


9. (a) >-,(0=1 -- 2 ; 


Xl 2 X(4 — X)/ 4 X(4 — X)(8-X)/ 6 


+ ... 


^ 4! s 6! ? 

(b) y 2 (0=' + (2 — X)^+(2-X)(6-X)^+(2-XX6-X)(10-X)i T + ... 

11. (a)>-|(0=l — — a 2 (2 2 — ® 2 ) 

— a 2 (2 2 — a 2 )(4 2 — a 2 )^j- + ... 

> 2 (0 = / + (l 2 -a 2 )jj-+(l 2 -a 2 )(3 2 -a 2 )^- + ... 

13. (a)>-(0= 1 — 2 * 2 - 6 <3 + m , 4 + ••• (b) >-(0*0.8592436 
15. (a) y(t)= 1 — j/ 2 — |r 3 + t^/ 4 + ... (b)y (0^0.86087 198 
17. (a)>-(0=3 + 5/ — 4/ 2 +/ 3 — f/ 4 + ... (b) >-(0*5.3409005 

Section 2.8.1 

1. >(f) = c,r + c 2 /r 5 3. >(/) = c,(f-l)+c 2 (/-l) 2 

7. v(f) = c,cos(ln /)+ c 2 sen(ln t) 

t 


5. >-(/) = f(c, + c 2 lnf) 


9.y{t) = 


2'/J 




Section 2.8.2 


1. Si 


3. Si 


5. No 



Respuesfos a los ejeracios de numero irnpar 


527 


c . ( _ t 2 r 3 t A \ 

7->(0 = 7( l_ ' 2! 3-3! 3-5-4! ) 

+ Ci f ' /2 ( 1 + 5 + 5-7-2! + 5-7-9-3I + ’ ' 

9.^(/) = c,(l+2/ + y) + c 2 / ,/2 ( 1 + | + ^7 

. 3/ 3V 3 3 f 3 \ 

11. >(/)-C|p+ 1.3 + 3-7-2! + 3-7-11-3! + / 

/ 3 / 3 2 / 2 3 3 / 3 

+ c 2 r 1/4 | 1 + y + 5 . 9^1 + 5 9*13 3 ! + 

O.J’,(0=' v! (l+^ + 2^T7 + ") 


5 2 3 * 3 ! * 5 * 7 


,5 / 7 

k -,3,_L . _L_ 


15. jK,(0 = ^72^2(0 = / 3 + y+5^+577^ + ’ 

n . ^( 0 = 7 - 1 . 72(0 = 7 ^"' - 0-01 

19. (c)y 2 (t) = t’e-‘f^dt 

21 . ( b )>,(0 = i ( 2 - 3 / + ^-^ + ^--) 

( c ) *( 0 = 7 .( 0 /-^-y<* 

^ , ... . . . r ^ 


(c)y 2 (0 = J 0 (t)f 


‘Jo(t) 


25- (b) X 0 = 1 — -7 - A 


Xr , (i-x )< 2 


(l !) 2 ( 1 !) 2 (2 !) 2 


(— X)(l — x) -(« — 1 — X) ,, f 


^ (b) 7i(0 = l+2r + / 2 + ^y + Y^+ 

. . /zf, , 5/ , 17f 2 , 89f 3 , 941<* 

>2( ) ' + 6 + 60 + ( 60 )( 21 ) + ( 36 )( 21 )( 60 ) + 


Seccidn 2,83 


1- 7i(0 = 1 + 4 / + 4/ 2 + ••• 

■K 2 ( 0 = 7 ,( 01 nf-[ 8 < + 12 f 2 + ^ 7 / 3 + •• 
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00 / — l \ "A" 

3. (b)/,(o =\t i t ; 

n = o 2 (n + !)!«! 


( c )>- 2 (0 = -^.( 01 n / + y 


“ ( — 1 ) " ( W- + H~ 1 , 
l- 2 — — ~t 2n 


n = 1 


l 2n n !(« — !)! 


SECCION 2.9 




’■1 


3. 


s-a 


(. s-af+b 2 


5. 


in 

2 [s 


a+b a—b 


s 2 + (a + b) 2 s 2 + (a — bY J 
15.y(/) = 2e / -ie 4, -ie 2/ 17. 7(5) = 

2$ 2 + 5 + 2 


s 2 + 4a 2 

r. 

9. 

5 2 + 65 4* 6 


>-vr 


19. Y(s)’ 


(s 2 + 3s + 1)(s 2 + 1 ) 


(*+ir 

23. y(t)= - ie' + $e 2 ' - $e 2 ‘ + {e*‘ 


SECCION 2.10 

if 


1. 


n\ 

r n+ 1 


3. 


las g is nr 

(s 2 + a 2 ) 2 ' 8j 3 V-5 


11 


Vi 2 + a 2 


u V57 t , 3 u V57 / 

cosh — ^ — H senh 


7. (a) ^ — arc tans; (b) In — (c) ln~T~ 9. -§+2<? '+fe 3 ' 


<? 3 '/ 2 13. \(3-t)t 2 e 


2 .-' 


^ I , JUKI 

2 V57 ■ 2 

15. j(cos/-fe - ') 19. y(t) = cost+', senr-jicos/ 21. y(t) = jfV 

- 1/2 


23. y(t)=\+e~' + 


V3 t 7 V3 t 

cos — ~ —-sen — 

2 V3 2 


SECCION 2. II 

1. y(t) = (2 + 3t)e-' + 2H i (t)[(t-5) + (t- l)<r<'- 3 >] 

3. y ( 0 = 3 cos 2 / - sen 2 M- ± ( 1 - cos 2 1) - 2 ( 1 - cos 2 ( I - 4 ) ) // 4 ( 0 
5. y (t) - 3 cos t - sen t + j t sen i + L 2 H v/2 ( 0 [ ( 1 ~ [ 7r ) sen t - cos i j 
V27 t 


7 .y(t)-± 


(It - I) + 1 cos- 


x 2 vn 


13 vn 

sen — r- 




- 1/2 


(t-2) _ V27(/-2) 

13cosV27 — ^ — +VJ7 sen j 


9. y(i)=te'+H l (t)[2-/: + (2t-5)e'-']-H 2 (t)[l + t + (2t-l)e'- 2 ] 


e -(t~ 2>/2 
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SECCION 2.12 

3. (a) >-(/) = (cosh jr-3 senh { t)e 2,/2 -2H 2 (t) senh }(/ - 2)e 3(,_2)/2 
5. y(t) = j(sen / — t cost) - H w (t) sen t 
7. y(t)=3te~‘ + \t 2 e~‘ + 3H 3 (t)(t — 3)e~^‘~ i) 

SECCION 2.13 

4 e bt — e at a senat - bsenbt 

L b-a7 ' a 2 — b 2 

9. |/sen/ 11. (/ — 2) + (t + 2)e~‘ 

17. y(t)= j sen/ + (l - f t)e~ l 

SECCION 2.14 
1. x(/) = Cie 3 ' + 3c 2 e 4 ', y(t) = c x e 21 + 2c 2 e 4 * t 

3. jc(/) ^ [(^i + £* 2 ) sen / + (c, - c 2 ) cos t]e~ 2t ,y(t) = [c { cos / + c 2 sen/]* -2 ' 

5. *(/)«5e 3 ' + ie-' f y(0=le 3 ‘-{e-‘ 

7. jc(/)=*cos/ y(t) — (2cost + sen/)* - ' 

9. x(/) = 2(/cos/ + 3/ sen/ + sen/)*', y(t) = -It sen/ *' 

11. *(/) = -4 sen/ - ^/sen/- / cos / + 5 cos / ln(sec / + tan /), 
y{t)— — t, sent — t cost — \ sen 2 /cos/-5sen/cos/ + 5sen 2 / 

— | sen 3 / + 5(cos / — sen /) ln($ec / + tan /) 

SECCION 2.15 

1. y(t)*= c l e t + c 2 e~ ‘ + c 2 e 2t 3. 7(/) = (Ci 4'C 2 / + c 3 / 2 )e 2, + c 4 r' 5. 7(0 = 0 

7. 7(/)= -3-2/- y/ 2 + (3-/)* f 9. ^(/)-l-cos/-lncos/-sen/ln(sec/ + tan/) 

H. <K0=^=-£[sen(/-i)/V2 cosh(f-i)/V2 

-cos(/-s)/V2 senh(/- s)/V2 ]g(.y)*fr 

13. <K0= j/(« _2 '-l)-|sen/ 15. tK0=i' 2 [(i- jO cos ' + 0 + ‘'~iT f2 ) sen '] 
17. 4,(t)= t -l + \te-‘ 


Capitulo 3 

Seccion 3.1 

1. X\ = x 2 

X 2 = x 3 

*3=-xj 


3 . x , = x 2 7. x=M 7 W x (3) = ( g ) 
x 2 = x 3 ' ‘ v 

1 3 = x 4 

1 4 = 1 — x 3 
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x=|l 0 ojx, x( — 1)= |;j j H. (a) | jj ;(b) ( °j;(c) 

:HW!) l5 - A '(-> ^ 


11 

13. (a) ( 16 |; (b) 
7 


Secci6n 3.2 

1. Si 3. No 5. No 7. Si 9. No II. Si 


SECCI6N 3.3 

I. Linealmente dependiente 3. Linealmente independiente 
5. (a) Linealmente dependiente (b) Linealmente dependiente 
7. (b y 2 { t)-e- 9. Pl (t)-t-l, p 2 (t) = t 2 - 6 


11. x' = | - l j 


17. x t =y | 

x 2 =-j=-(y 2 -y>) 

V2 

x 3 = ~(.y 2 +y 3 ) 
V2 


SECCION 3.4 


! 

1. x'(f)- 

cos V3 t/2 e //2 

(— {cosV3 t/2-\Vl sen V3 // 2) 

x 2 (0 = 

seuV3 t/2 e ~‘ / 2 

(fcosVJ t/2- jsenVJ //2)e~' /2 

3. x'(/) = ( 

5 - sl ’• 


SECCION 3.5 
3. -48 5. 0 


13. 


7. —97 11. Sin soluciones 




fll 


*X\ 


r-n 

x 2 

as 

0 

15. 

x 2 

= c 

-2 

*3 


0 

x 3 


i 

*4 


LoJ 


x 4 


4 


SECCltiN 3.6 


/ 1 

2 

25 \ 

/! 5 

52 

°\ 

1. AB= 1 

7 

10 

, BA=( 5 

-1 

i 

V 10 

6 

12/ 

V 10 

18 

6/ 
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SECClbN 3.7 



' b x ' 


' 26 2 + 3 i 3 ' 


' -4' 

1. b- 

bj 

b\ + lb 2 

3. b = 

*2 

b, 

ix 'Vl) + 

7 

2 


7. Sin soluciones 9. x=[ 0| 11. A=l, — I 

\o/ 


13. (a) A = — 1; (b)x=^| -U+c( -7) 

6 l 0/ l 6/ 


SECCION 3.8 


1 . x(0-c,(|)e^c 2 (3) e '' + C2 (-?) e "' + C3 li) eS ' 



5. x(f) = c,| 0 |e -,0 ' + 

-1 



7. xw- ?(;>*+ ±( -})<-• 




Secci6n 3.9 


x (0“fc|( 2 ) + c 2 ( 2s ? n/ 

[ " 1-sen// 2 \cos/ + senf / J 

0 \ ( 0 \ 

>s2t I + C3I sen2/ I 
n2 1) \ -cosh) 


3. x(/)> 



5. x(f)’ 


( CO St ' 

V2cos/ + senf> 
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-VI sen VI t— VI cos VI / 
cos VI / — VI sen VI I 
— 3 cos VI t 


9. x(0)= 


SECCION 3.10 


1. x(0-c,| 1 


3. x(0 = c,| o \e 
1 



«• « TO 


15. 

a 



le‘- 5e 2 ' + Se~' 
2le'— 5e 2 ' — I6e~' 
I4e'+10e 2 '-24e-' 


5. x(r)- 


- e‘+ 5e 2 '— 4e~‘ 3e'~ 5e 2 '-2 e -' 

— 3e' + 5e 2, + Be~‘ 9e‘- 5e 2 ‘-4 e -' 

-2e , -l0e 2, + l2e-' 6e‘+ 10e 2 '-6e-' 


SECCION 3.11 


1. 


3 - 
5 


e 2t + 5e 2t -e 3t 
-e- 2t + e 3t 


Se 2t -5e 3t 

5e 3t 


e~ 2t -e 3 ‘ 


4e 2# — 5e 2 ‘ + e 3 ‘ — 5e 2r + 5e 3/ 


6e 2 ' — cosf-2sen t 
3e 2 '- 3 cos /-sen / 
5 sen t 


— 2e 2 ' + 2 cos 1 4-4 sen t 2e 2t — 2 cos / 4- sen t 

— e 2/ 4-6cos/ + 2sen/ e 2/ — cos/ + 3sen / 


— lOsen / 


5. 


0 + 0 * 

-t 


~ te~ 
te~ 


7. A= I 1 
1 3 


(/+!)<?' 


-te~‘ + e' 

te~‘ 


e —e 
e~ 2t — e~ 
e~* 


- 2 / 


:i) -*(• 


-25 

-6 

13 


30 

-24 

26 


5 cos / 


11. No 


SECCION 3.12 

1 x(t) = 2e‘( tcost + 3 /sen/ + senr ^ 

* K) V — / sen/ / 


3. x(/) s 


- 4 sen t - 1 / sen / - / cos / + 5 cos t ln(sec / + tan /) 

- t sen. / - t cos / 4- sen / cos 2 / - { sen 2 / cos / 

- 5 sen / cos / + 5 sen 2 / - j sen 3 / 

+ 5(cos t - sen /) ln(sec / 4- tan /) 
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5. x(0* 


3e 3 ' -2 e 7 ' — te 2 ' 


3e 3 ‘ — 2e 2 


11 . *(/)- 


}' 2 + l' + i' 
— i/ 2 — / + i 


13. «K0 = | -2 j<?' 17. ^(0=| -! j^ 3 


SECCION 3.13 

I. (|) + ««(-|) 

\M\y 

s. *«>-<■(';!:/) 7 . . w -2.'('" s ' + _ 3 ;“ n "; +s ' n ') 

'<• 

'>* 


9 . x«)- 


11. x(/)« 


V)' 1 ' 


13. x(0 = 


~i' 2 
' 2 + ^ 3 



' 1 ' 

15. x(/) = 

1 + / 

1 


1+2/ 


Capftulo 4 

SECCION 4.1 

I. x = 0,>' = 0; * = 0, >- = 1 ; x=l,y = 0; x = ^,y^\ 

3.*-0,,-CU-0; + 

5. 7 0 arbitrario 7. x = 0, >> = - 2, z = mr 

x ** * 0 > -V “ 1 ; *o arbitrario 
* “ *o* .V = “ 1 i x 0 arbitrario 

SECCION 4.2 

1. Estable 3. Inestable 5. Estable asintoticamente 
7. Estable asintoticamente 9. Estable 

II. *(/)=■ 1 es estable; jc(/) = 0 es inestable 

SECCION 4.3 

1. x-0, ^*0es inestable; x ~ 1, y ~0 es inestable; 

“ 1,^*0 es inestable; x = 0, ^»2 ,/4 es estable; 
x-0,y<- -2 ,/4 es estable. 
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3. x = Q,y = \ es inestable; x = 0,^=-I es inestable; 
x * 1 , y =* 0 es inestable; x =* - 1 , y - 0 es estable. 

5. x=*0,y-rnr es inestable para los n enteros. 

7. Inestable 9. Inestable 11. Estable 13. Estable 
15. Inestable 17. Inestable 

SECCI6N 4.4 

1. y**cos(x- l) 2 3.>> = tanx 5. x 2 +y 2 =*c 2 

7. Los puntos x = x 0 , y -yo con x 0 +y 0 = — 1, y las circunferencias x 2 +y 2 **c 2 t menos 
estos puntos. 

9. Los puntos x * 0, y **y 0 \ x » Xq, y = 0, y las curvas y * ce x > 0; 

r -^-( 2 / 3^ x<0 

11. Los puntos x = 0, y = y las curvas 

(ad— be) 

(by-dx) ^ ln|c-</y|*/c, x>0 

(ad— be) 

(by — dx) j ln|c - dy| = k, x <0 

13. El punto x = 0, y = 0; y las curvas xy 2 -\x 3 = e. 

Section 4.5.1 

3. ~ — -~ln (b + ey)=^-+fc 5. 4 - — » ln(b + <$>)- ■“ ln(a + cx) + /c 

c c 1 * a a c d* c 1 

SECCI6N 4.7 

13. (b)jr 2 -X 2 +^+C* 

Secci6n 4.8 

5. La circunferencia x 2 + .y 2 = 1. Observese que todo punto sobre la circunferencia es 
un punto de equilibrio. 

7. Las circunferencias x 2 + y 2 = (2n + \)x/2 


SECCI6N 4.9 

1. £= — 1,1 3. e=— 2,2 5. Sin puntos de bifurcation 


SECCI6N 4.10 


1. x=*0, >>=0 es inestable; x — (a/e\y =0 es estable si ad<ec , e inestable si 
ad>ec ; x = (q/+6c)/(e/+^),>' = (a^“ec)/(W+e/) existe solo para ad>ec 
y es estable. 


3. jc, =0, jc 2 = 0,.y = 0; x t = c/d, 
asumiendo que na 2 >a* + a i a 2 . 

1 2 


— / i 


1 4" fli 1 — a*y 

<«>*>-» 
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SECCION 4.12 

3. (a) rI+\I 2 /2 = y\nS — rS + c; (b) Si 

5. (a) 0.24705; (b) 0.356; (c) 0.45212; (d) 0.60025; (e) 0.74305; (0 0.77661 
SECCION 4.13 

7. Either x(t)-+0 or ~ — - (for /?,c- a, >0) 

Pi 


Capi'tulo 5 

SECCION 5.1 

(2/1 + 1) 2 7t 2 (2 n + l )ttx 

1. X„ = — , >>(*)= c sen- Yi 

3. X = 0, >> = c; \=^^, y ( x ) = C cos^ 

5. ^(x) = csenhV-Ao *,donde senh V-Xq = V - Xq cosh V-Xq i r; 

>'(x) = csenV\^ Xy donde tan Vx^ . 

7. X = — \> y(x)=* ce x \ X = /i 2 ,>>(x) = c[rtCos/?;c + sen/?;t] 


SECCION 5.3 

1. u(x , t ) « sen 1 7 rxe~ , • 7l1r2, / 4 + 3 sen § ttx e -0-7i)25*V4 
3. u(x y t) =» 3 sen 2 ttx e (l " 4,2)1 — 7 sen 47rx e* 1 ~ l6vl)t 
5. w(/, - y)*=e 2(, ^ ) + e~ 3(,+ >' ) 

7. u(t 9 y)=* e~ St e~ 4y +2e~ 7t e~ 6y — \4e l3t e Hy 
9. (a) X"-plX**0; r'-(ji+X)r~0; r-Xa 2 r=0; 
(b) u(^,^,/)»sen^^sen^^£ aV,r2(52 '' fl2), / aV 


SECCION 5.4 




i 4 f sen7rx ^ sen37rjc sen57rx 

' JK)Sa: Tr[ 1 + 3 + 5 •** 

* t/„\_ 2 f sen7rx sen27rx ^sen3?rx -1 _ 1 

• _ + 

c 3 1 S H mr „ /177X . / * /wr\ a „/?7rx 1 

5. /(*)= - 2 - sen T cos^- +(1 -cosy jsen^- 

n — l L J 

7 e / ~ 1 , v f mrx __mrx 1 

7- /(x)- - 27 - + 2 i - 727 ^ 2 - [ /cos— - ^sen-p j 

p / 00 /(<?'(- l)"-l) 

»• /(*)= ^-+2 2 ~ cos^i 


<1-1 


l 2 +n 2 ir 2 
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«. r, v e 1 — 1 S ( — 1) \ e ~ e ) f , rnx , rmx ] 

11. /w- — + js [ /cos — + ,wsen T J 

_2 oo (~l)"cOSWJC 

13. /(*) = Jsenx-^sen3x 17. (a) /(x) = -r- + 4 2 2 

J n-i n 


SECCI 6 .N 5.5 

P -\ » 2(1 — cos/nr/e) 

!./(*)= ^4- 2 — , , 3~r - cosmx 


ltm | 1 + n 2 ir 


, ,, s 3a S 4<i(cosmr/2 -1) 
3 ./(x)= t + 2 -ro cos- 

H n-l n ” 


2a 


S./(*)-i + ^5 2 -\[2cosmr/2 -l-(-l)"]cos^y 


«-i « 


7. /(*)- | 2 ^ (cos mr/2 -(- l)")sen^ 9. /(x)=sen2x 

n — 1 

, x 2 , 4 T cos2x , cos4x L 1. n ^ v ^ i. 

11. ( a )senx= — + — y— + ... J, 0<x<l, 

(b)cos*=±[ 2 -f^ + ^f^ + ...l; 0 <jc< 1; (c) No 
,r L 2 — 1 4 Z — 1 J 


SecciOn 5.6 

i. (1) «(*,o- ^ I S 2^L^W 10 e - 0 ,^„^ /IW; 

^ n — 0 n 


oo 2/i ( 1 — ( — 1)* cos 10) 

n-l 


(b)u(x,0“ 2 — — ; — — sen — -pre 


n 2 7 r 2 — 100 


«„ w gg 0 -OMn*Jt/\CQ. 
10 


(C) *(*,/)- 100 2 
n - 1 


4sen/nr/2 (“1)" 


_2 _2 
n it 


mr 


? pn / ,-0.86n 3 * trVlQ0. 

sen Too e 


/JX / — 130 (( cos3ir/10) mx - o.*&,J*tyioo 

(d)M(jc,/)« 2 sen-j7r-c 


n — I 


5. (b) u(x,f)“ 10* + 800 2 — - 1 - sen-^-e 


10 

v senmr/ 2 o ^mr£ 

10 ' 


n— I 


»2_2 


SECClON 5.7 


i 4 | 2/i + 1 

j. «(x.o*- 2 


^ «-o[ ( 2 n+ l ) 2 — 4 2 « + »J 


cf 


sen(2/i + 0 2 cos 0- n + l)y 


3. .(«.<)- Jf 2 


^ n-l n 

45 J 

* n-l " 


2 sen— y- cos -y 


* / -\ 8 S 1 mr /wtjc „ /nr/ 

5. «(*,/)«— 2, -2 sen *y sen cos 


2 10 

9. u(x,y,t)-X(x)Y(y)T(t ); X (>>) - a 2 cos V^ 2 - ^ + *2 sen V 

(x) — a, cos }jlx + sen /xjc r(/) — a 3 cosXc/ + fc 3 senXc/ 
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SECCION 5.8 


^ rrrr(x-a) nvy -2 fb . niry 

U{X ’ y) ~ b Sm ~' ^ t>enhwU /Wsen T^ 


— 2 f<* r , , mrx , 

t- — T~r / /(*)sen ax 

h mrb/aJ 0 jy y a 


m TX^ m (y~ b ) _ -2 


3. h(jc,>’)*' 2 ^sen senh 

n — i ^ ^ 

4 oo sen(2n-l)^senh(2/t-l)^- 

5. u(x,^)=^2 


a sen 


v „r, (2/i- I)senh(2n- i)w6/a 


7?7 


w senh(2/i-I)-r-sen(2/i-l)-r- 

+ 4 y / £ £_ 

^ nml (In - l)senh(2/?- \)7ra/b 

^ senh(2/i- l)7T^-T-^-sen(2/i- 1)^~ 

7. w(*,>0=l + ^ 2 


* — 1 


(2/j - l)senh(2n — l)^a / b 


— 2 S ( ~ t) n senh V 1 + n 2 ^ 2 xsen/wry 

9. 2 “ 


/»— i 


/zsenhVl +/T 2 P" 

11. A"'+XJT=0; r' + jiK-d; Z"-(X+fi)Z = 0 
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